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la  l'rance  a  conclu  des  c 


Toulencniplairc  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comii 
sous,  la  griffe  des  Libraires- Éditeurs,  sera  réputé  contrefait.  Le; 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  fi  (a  loi, 


,  Google 


TRAITÉ 

GÉOMÉTRIE, 


Eugène    ROUCHÉ, 


Ch.  de  COMBEROUSSE, 


CONFORME  hn  1R,,GnA1i1IES  OFFICIELS, 
ItE^FEOniKT  IK  TRES  GltlXO  COUDRE  D  E\ERCIlbS  ET  PLL'SIEIRS  AI'PËADICES  CO.VSACRÉS 

A  L'EXPOsmu^  des  rmuiPAibs  nnutoEs  de  la  ctovÉïniE  hoderke. 


SIXIÈME   ÉDITIOK,    REVUE   ET   AUGMENTÉE. 


DEUXIEME  PARTIE. 
GËOHËTRIE  DANS  L'ESPACE- 


PARIS, 
GADTHIER-VILLARS  ET  FILS,  IMPRIMEURS-LIBRâfflES 

DU  BUBEAU    DES    LONGITUDES,    DE.l'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE, 
Quai  dos  GEaiids-Aiisiistiiis,  55. 


,  Google 


b,  Google 


AVERTISSEMENT 

DE  LA  DEUXIÈME  PARTIE. 

(6'  ÉDITION.) 


Nous  avons  déjà  indiqué  dans  notre  Préface  les  amé- 
liorations apportées  à  h  première  Partie  de  ce  Traité;  il 
nous  reste  à  mentionner  rapidement  celles  qui  re- 
gardent la  seconde  Partie. 

La  relation  entre  l'Homologie  et  la  Perspective  a  été 
mieux  mise  en  évidence.  Nous  avons  présenté  sous  une 
nouvelle  forme  la  démonstration  du  théorème  d'Euler 
relatif  aux  polyèdres,  en  ajoutant  quelques  complé- 
ments utiles  à  la  théorie  des  polyèdres  étoiles.  Nous 
avons  étendu  au  problème  de  la  sphère  tangente  à 
quatre  sphères  données  la  solution  plus  complète  et 
plus  précise  que  nous  avons  développée  dans  la  pre- 
mière Partie  pourlaconstructionducercle  tangent  à  trois 
cercles  donnés.  Signalons  encore  une  formule  simple 
et  pratique  pour  le  jaugeage  des  tonneaux. 

L'Appendice  si  important  du  huitième  Livre  a  été 
revu  avec  le  plus  grand  soin  et  a  reçu  plusieurs  addi- 
tions,   parmi    lesquelles    nous    citerons    le    théorème 
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lie  Joacliimstlial  sur  les  normales  ami.  coniques,  l'exten- 
sion remarquable  donnée  par  M.  Aubert  au  théorème 
i.ie  Pascal,  et  divers  tracés  intéressanls  concernant  la 
parabole  et  l'hyperbole  équilatère, 

Knfin,  aux  deux  Notes  essentielles  qui  terminaient 
l'Edition  précédente,  nous  en  avons  ajouté  une  troi- 
sième consacrée  à  la  Géométrie  récente  du  tétraèdre. 
Celte  Note  est  le  complément  naturel  de  celle  qui,  dans 
la  première  l'artie,  traite  de  la  Géométrie  récente  du 
triangle.  Nous  la  devons  également  à  l'obligeance  de 
M.  J.  Neuberg,  qui  a  trouvé  une  grande  partie  des  théo- 
rèmes qui  y  sont  exposés,  et  que  nous  sommes  heureux 
de  remercier  de  nouveau. 
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Rayons  des  sphères  coupant  quatre  sphèrea  données  sous  dos  angles 
donnés,  ou  des  sphères  toucbanl  quatre  sphères  données;  formules 
pour  les  problèmes  correspondants  de  Géométrie  plane 67} 
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nern  de  la  même  manière  uj 

[te  droite  passant  par  A,,  et  la 

symétrique  de  c 
ainsi  à  l'intersec 

elle   d.>oite  par  rapport  à  a, 
lion  de  deux  droites  connues 

passera  par  A  qui  se  trouvera 

Page  a63,  ligne  8,  e/i  remontant,  au  lieu  de  ra|iport  an  harmonique  (nier  ). 
lisez  rapport  un  harmonique  {abce'). 


,  Google 


b,  Google 


GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE. 


LIVRE  V. 

LE  PLAN. 


g  L  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LE  PLAN. 

DÉFiNITlONS. 

487.  Un  plan  est  une  surfcice  telle  qu'une  ligne  droite  y  esi 
contenue  loul  entière  dèsqu'elle  y  a  deux  points  (5).  Cette 
surface  est  illimitée;  toutefois,  pour  la  représenter,  on  est 
obligé  de  lui  assigner  des  limites;  on  représente  un  plan  par 
une  figure  tracée  dans  ce  plan,  le  plus  souvent  par  un  parallé- 
logratnme. 

488.  Il  résulte  de  la  déflnition  du  plan  qu'une  droite  et  un 
plan  ne  peuvent  offrir  que  trois  positions  relatives  : 

1°  La  droite  a  deux  points  communs  avec  le  plan,  et  alors 
elle  y  est  contenue  tout  entière. 

2"  La  droite  n'a  qu'un  point  commun  avec  le  plan;  on  dit 
alors  que  la  droite  el  le  plan  se  coupent. 

3"  La  droite  n'a  aucun  point  commun  avec  le  plan;  on  dit 
alors  que  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles. 

Fig.  173. 


Quand  une  droite  CC  et  un  plsn  P  se  coupent  [Jlg.  275), 

B.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  (Il*  Partie),  I 
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leur  poinl  conimun  D  divise  la  droite  CC  en  deux  porlies  DG 
et  DC  situées  de  part  et  d'autre  du  plan;  cela  résulte  de  ce 
que  la  droite  elle  plan  sont  indéfinis. 

THÉORÈME. 

489.  1°  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  un  point  commun  A, 
ont  une  droite  commune  passant  parce  point. 

2°  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  en  commun  une  droite  AB 
et  an  point  C  extérieur  à  celte  droite,  coïncident  dans  toute 
IfAir  étendue. 

En  effel: 

i"  Par  le  point  A  commun  aux  deux  plans  P  et  Q  [fig.  276), 
menons  dans  le  plan  Q  deux  droites  quelconques  LAL',  NAN'. 
Si  l'une  de  ces  droites  a,  avec  le  plan  P,  un  point  commun 
autre  que  A,  elle  appartient  tout  entière  à  ce  plan;  elle  esl 
donc  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Fij,  Ï76.  FiG-  ï:?. 


Supposons  donc  que  les  droites  LAL',  NAN'  coupent  l'une 
et  l'autre  le  plan  P,  et  prenons  un  point  quelconque  E  sur  la 
partie  de  la  droite  LAL'  qui  est  au-dessus  du  plan  P,  et  un 
point  quelconque  F  sur  la  partie  de  la  droite  NAN',  qui  est 
au-dessous  du  plan  P.  La  droite  EF,  passant  d'un  côté  à  l'aulre 
du  plan  P,  coupe  ce  plan  en  un  point  I;  par  suite,  la  droite  Ai 
est  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  puisqu'elle  a  deux  points 
A  et  I  dans  chacun  d'eux. 

2"  Par  le  point  G  et  par  deux  points  E  et  F,  pris  à  volonté 
sur  AU  [fig,  2'î7),  menons  les  droites  indéfinies  CE  et  CF; 
ces  deux  droites  appartiendront,  comme  la  droite  AB,  aux 
deux  plans  P  et  Q,  puisque  chacune  d'elles  a  deux  points  dans 
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chacun  de  ces  plans.  Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque 
du  plan  P;  menons  par  M,  dans  ce  plan,  une  droite  quel- 
conque MX;  celle  dmile  reneonlrera  au  moins  deux  des 
droites  AB,  CE,  CF;  les  deux  points  de  rencontre  I  et  K  ap- 
partiendront au  plan  Q;  par  suite,  il  en  sera  de  même  de  la 
droite  MX  tout  entière  et,  en  particulier,  du  point  M,  Ainsi 
tout  point  M  de  l'un  des  plans  appartient  à  l'autre,  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  plans  coïncident. 
Corollaires. 

490.  V  inter sec  lion  de  deitx  pians  est  une  ligne  droite. 
Car,  dès  que  deux  plans  ont  un  point  commun,  ils  ont  une 

droite  commune  passant  par  ce  point  (489,  i")  ;  et  ils  ne  peu- 
vent avoir  aucun  point  commun  extérieur  à  cette  droite,  sans 
coïncider  (489,  a"). 

491.  Il  résulte  des  propositions  précédentes  que  deux  plans 
distincts  ne  peuvent  offrir  que  deux  positions  relatives  ; 

i"  Ils  onl  en  commun  une  droite  unique;  on  dît  alors  qu'ils 
se  coupent. 

2°  Ils  n'ont  aucun  point  commun;  on  dit  alors  qu'ils  sont 
parallèles. 

THÉORÈME . 

492.  Un  plan  est  déterminé  : 

i"  Par  une  droite  AB  et  un  point  C  extérieur  à  cette  ligne; 
1°  Par  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite; 
3°  Par  deux  droites  AB  et  AC  qui  se  coupent; 
4°  Pur  deux  droites  parallèles. 
En  effet  [Jig.  278)  : 

Fie.  178. 


t 

/ 

~-^ 

e  un  plan  ADEB  par  AB,  et  qu'on  le  fasse 
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tourner  autour  iJe  cette  droite,  comme  une  porte  sur  ses  gonds, 
jusqu'àcequ'il  contienne  le  poîntC;  on  aura  alors  un  plan  AFGB 
passant  par  la  droite  AB  el  par  le  point  C.  Il  ne  saurait  d'ail- 
leurs en  exister  d'autres,  puisque  deux  plans  remplissant  ces 
conditions  coïncident  (489,  2"). 

2"  On  ramène  le  deuxième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  pian  passant  par  la  droite  AB  et  le  point  C  contient 
les  trois  points  A,  B,  C,  et  réciproquement. 

3"  On  ramène  le  troisième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  plan  passant  par  AB  et  par  un  point  quelconque  de  AC 
contient  les  deux  droites  AB,  AC,  el  réciproquement. 

4°  Deux  parallèles  sont  toujours,  pardélînition  (56),  situées 
dans  un  même  plan;  el  ce  plan  est  le  seul  qui  les  contienne, 
puisqu'on  ne  peui  mener  qu'un  plan  parla  première  parallèle 
el  par  un  point  de  la  seconde. 

CoBOLLATEÉS. 

493.  Par  un  point  A,  onne  peut  mener  dans  l'espace  qu'une 
parallèle  ù  une  droite  donnée  DE.  Car  [fig.  378),  si  AB  est  une 
parallèle  à  DE  menée  par  A,  AB  sera  située  dans  le  plan  ADE 
[492,  4"),  et  l'on  sait  que,  dans  un  plan,  on  ne  peut  mener  par 
un  point  qu'une  parallèle  à  une  droite  [59). 

494.  Nous  avons  indiqué  les  positions  relatives  d'une  droite 
et  d'un  plan,  ainsi  que  celles  de  deux  plans.  11  nous  reste, 
pour  terminer  ces  préliminaires,  à  étudier  les  positions  rela- 
tives de  deux  droites. 

Deux  droites  AB  et  CD  élant  données  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  le  plan  P,  mené  par  AB  et  par  un  point 
quelconque  D  de  CD,  peut  couper  cette  droite  CD  ou  la  con- 
tenir tout  entière. 

Dans  le  premier  cas  [Jig.  275),  il  n'existe  aucun  plan  qui 
contienne  à  la  fois  les  deux  droites  AB  cl  CD;  car  un  lel  plan 
ayant  la  droite  AB  et  le  point  D  communs  avec  le  plan  P 
coïnciderait  avec  lui,  et,  par  suite,  le  plan  P  contiendrait  la 
droite  CD  contrairemenl  à  l'hypothèse.  Les  deux  droites  AB 
el  CD,  n'étant  pas  situées  dans  un  même  plan,  ne  peuvent  ni 
se  couper  ni  être  parallèles  (492,  3"  et  4")' 


,  Google 


Deux  droites  distinctes  peuvent  donc  offrir,  dans  l'espace, 
trois  positions  relatives  ; 

1°  Elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  môme  plan. 

a"  Elles  sont  parallèles. 

3°  Elles  se  coupent. 

Comme,  clans  les  deux  premiers  cas,  elles  n'ont  aucun 
point  commun,  on  voit  que,  pour  prouver  le  parallélisme  de 
deux  droites  de  l'espace,  il  ne  suffira  plus,  comme  en  Géomé- 
trie plane,  d'établir  qu'elles  ne  se  rencontrent  pas,  si  loin 
qu'on  les  prolonge;  il  faudra,  en  outre,  montrer  qu'elles  sont 
situées  dans  un  même  plan, 

195.  Voici,  à  l'appui  de  ce  principe,  deux  exemples  qui 
conduisenlà  deux  conclusions  importantes  : 

1°  Deux  droites,  l'une  située  dans  un  plan,  l'autre  parallèle 
à  ce  plan,  n'onl  évidemment  aucun  point  commun.  Cepen- 
dant, pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  ilsuffit 
qu'elles  soient  situées  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordi- 
nairement celte  proposition  en  disant  :  Si,  par  une  droite  AC 
parallèle  à  un  plan  P,  on  mène  un  plan  ACBD  qui  coupe  le 
planV,  l'intersection  BD  des  deux  plans  est  parallèle  à  AG 
ifs-  ^79)- 


.H^J 


2"  Deux  droites  situées  respectivement  dans  deux  plans 
parallèles  P  et  Q  n'onl  évidemment  aucun  point  commun. 
Cependant,  pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  il 
jwjÇ^ï,  qu'elles  soient  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordinai- 
rement cette  proposition  en  disant:  Quand  deux  plans  pa- 
rallèles V  et  Q  sont  coupés  par  un  troisième  ACBD,  les  inter- 
sections W.  el  BD  sont  parallèles  [fig-   27()]. 
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g  II,  -  DROITES  ET  PLANS  PARALLÈLES. 
THÉORÈME. 
496.  .Si  dnux  droites  AB  et  CD  sonl  parallèles,  tout  plan  P 
qui  coupe  l'une  AB  coupe  l'autre  CD  [/ig.  280). 


iÈi/ 


En  effet,  puisque  la  droite  AB  coupe  le  plan  P,  le  plan  ABCD 
des  deux  parallèles  et  le  plan  P  se  renconlreni  suivant  une 
droite  BXqui,  coupant  AB,  coupe  sa  parallèle  CD  (60).  Par 
suite,  CD  a  un  point  commun  avec  le  plan  P,  el  elle  ne  saurait 
en  avoir  d'autre,  sans  quoi  elle  coïnciderait  avec  BX  ei  ne 
serait  pas  parallèle  à  AB. 
Corollaires. 

497,  Si  deux  droites  sont  parallèles,  tout  plan  gui  contient 
la  première,  ou  qui  lui  est  parallèle,  contient  la  seconde  ou 
lui  est  parallèle;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperait  celte 
seconde  droite  (i88),  ei,  par  suite,  il  couperait  la  première. 

498.  Si  deux  droites  A  ei  B  sont  parallèles,  toute  droite  C 
parallèle  à  la  première  K  est  parallèle  à  la  seconde  D  ou  coïn- 
cide avec  elle. 

D'abord,  si  C  ne  coïncide  pas  avec  B,  ces  deux  droites  n'oni 
aucun  point  commun,  sans  quoi,  par  ce  point,  on  pourrait 
mener  deux  parallèles  à  A.  Pour  prouver  que  les  droites  C  et  B 
sont  alors  parallèles,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  appartiennent 
à  un  même  plan,  c'esl-à-dire  que  le  plan  déterminé  par  la 
droite  C  el  un  point  de  B  contient  cette  droite  B,  Or,  si  ce 
plan  coupait  B,  il  couperait  sa  parallèle  A,  et,  coupant  A,  il 
couperait  sa  parallèle  C,  tandis  qu'il  la  contient. 

On  énonce  ordinairement  cette  proposition  d'une  manière 
plus  rapide,  mais  incomplète,  en  disant  :  Veux  droites  paral- 
lèles à  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles. 
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SCOLIES. 

490.  L'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  une  même 
droite  est  parallèle  à  celte  droite  ;  ca.T,  si  par  un  poiiil  commun 
aux  deux  plans  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  considérée, 
celte  parallèle  doit  appartenir  à  cliacun  des  deux  plans  (497). 

500.  Deux  plans  conduits  par  deux  droites  parallèles  peu- 
vent être  considérés  comme  parallèles  à  une  droite  quelconque 
parallèle  aux  deux  premières  (497);  on  a  donc  cette  pro- 
position comme  cas  particulier  de  celle  qu'on  vient  d'énoncer; 
I,' intersection  de  deux  plans  conduits  par  deux  droites  paral- 
lèles est  parallèle  à  ces  droites. 

THÉORÈME. 

^i.  Si  deux  plans  V  et  Q  sont  paralH'.les:  i"  toute  droilel) 
qui  coupe  le  premier  P  coupe  te  second  Q  ;  a"  tout  plan  R  gui 
coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q, 

En  effet  [/-.  281): 


1°  Par  un  point  quelconque  I  du  plan  Q  et  pnr  la  droite  D 
qui  coupe  le  plan  P  en  G,  concevons  un  plan  R;  ce  plan  ayant 
un  point  commun  avec  chacun  des  deux  premiers  coupera 
ceux-ci  suivant  deux  parallèles  CE  et  FI  {493).  Or  CD  coupe 
CE;  elle  coupe  donc  sa  parallèle  FI  et,  par  suite,  le  plan  Q. 

2°  Menons  dans  le  plan  R,  qui  coupe  le  plan  P  suivant  CE, 
une  droite  CD  non  parallèle  à  CE.  Cette  droite  CD  coupant  le 
plan  P  coupera  le  plan  Q  (i°]  ;  donc  le  plan  R  coupe  le  plan  Q. 
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COROLLAIKES. 

502.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  laule  droite  parallèle  au 
premier  ou  contenue  dans  le  premier  est  parallèle  au  second 
on  contenue  dans  le  second;  car,  si  elle  coupail  le  second 
plan,  elle  couperait  aussi  le  premier. 

503.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  tout  plan  qui  est  paral- 
lèle au  premier  est  parallèle  au  second  ou  coïncide  avec  le  se- 
cond ;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperaîl  ce  second  plan 
(491),  ei,  par  suite,  il  couperait  aussi  le  premier. 

504.  Par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  B'  A'  C  ,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  parallèle  à  ce  plan,  et  l'on  n'en  peut 
menerqu'un  [fig.  281). 

En  effei,  menons  par  A  deux  droites  AB  et  AC  parallèles  au 
plan  B'A'C.  Le  plan  BAC  sera  parallèle  au  plan  B'A'C;  car, 
s'il  le  renconirait,  leur  intersection  devrait  èlre  parallèle  à  la 
fois  à  AB  et  à  AC  (495)  ;  ce  qui  esl  impossible.  De  plus,  tout 
plan  autre  que  BAC  mené  par  A  coupe  le  plan  B'A'C,  puis- 
qu'il coupe  le  plan  BAC  qui  est  parallèle  à  B'A'C  (501). 

SCOLIE. 

505.  Si,  par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  Q,  on  mène  des 
droites  parallèles  à  ce  plan,  le  lieu  de  ces  parallèles  est  le  plan 
P  mené  par  A,  parallèlement  au  plan  Q. 

Car  toute  parallèle  au  pian  Q,  menée  par  A,  doit  èlre  située 
dans  le  plan  P  ou  être  parallèle  à  ce  plan  (502);  or  c'est  le 
premier  cas  qui  a  lieu,  puisque  la  droite  considérée  a  déjà  un 
point  A  commun  avec  le  pian  P. 

TJiÈORÉME. 

506.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  paral- 
lèles sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans  sont  paral- 
lèles [fig.  282). 

1°  Les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles  en  vertu  du 
n'  504. 

2"  Deux  angles  BAC,  B'A'C,  dont  les  côtés  AB  et  A'B',  AC 
et  A'C,  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de  même  sens,  sont 
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égaux.   En   effet,  par  deux  points  B  cl  C  pris  à  volonté  ol 
respectivemeni  sur  les  côiés  de  l'angle  A,  menons  des  paral- 

• — _— — ^1~       '    IJl 

/\.    /\.,  /  V 


lèles  à  AA'  jusqu'à  leur  rencontre  B'  et  C  avec  les  côtés  de 
l'angle  A';  les  droiiesBC,  B'C  sont  parallèles  comme  inter- 
sections des  deux  plans  parallèles  BAC,  B'A'C  avec  le  plan 
BB'C'C.  Donc  les  deux  triangles  BAC,  B'A'C  ont  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  comme  parallèles  comprises 
entre  parallèles,  eties  angles  BAC,  B'A'C  sont  égaux. 

On  prouvera  d'ailleurs,  comme  en  Géométrie  plane,  que 
deux  angles  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de 
sens  contraires  sont  égaux,  et  que  deux  angles  dont  deux 
côtés  sont  parallèles  et  de  même  sens,  tandis  que  les  deux 
autres  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  sont  supplémen- 
taires. 

SCOLIES. 

507.  Sur  une  droite  quelconque  MN  {Jig.  282),  il  y  a  deux 
sens  à  distinguer:  le  sens  de  MN  et  celui  de  NM. 

On  appelle  angle  de  deux  (//-oiVes,  dont  la  position  dans  l'es- 
pace et  le  sens  sont  donnés,  l'angle  que  l'on  forme  en  menant 
par  un  point  quelconque  de  l'espace,  à  chacune  des  deux 
droites  données,  une  droite  parallèle  et  de  même  sens.  Ainsi 
MN  et  PQ  étant  les  deux  droites  données,  par  un  point 
quelconque  A  de  l'espace,  menons  AB  parallèle  à  MN  et  de 
même  sens,  AC  parallèle  à  PQ  et  de  même  sens  ;  l'angle 
BAC  sera,  par  définition,  l'angle  des  deux  droites  MN  et  PQ. 

Pour  que  cette  définition  n'offre  rien  de  contradictoire,  il 
faut  que  la  grandeur  de  l'angle  ainsi  obtenu  soit  indépendante 
de  la  position  qu'occupe  dans  l'espace  le  point  par  lequel  on 
mène  des  parallèles  aux  droites  données.  Or  soient  BAC, 
B'A'C  les  valeurs  obtenues  pour  l'angle  de  MN  et  de  PQ, 
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lorsqu'on  mène  à  ces  droites  des  parallèles  par  deux  points 
diflcrenls  A  et  A';  les  droites  AC  et  A'C,  éiant  chacune  pa- 
rallèles à  MN  et  de  même  sens  que  celte  droite,  sont  parallèles 
entre  elles  et  de  même  sens  (i98};  il  en  est  de  même  pour 
AB  et  A'B';  par  suite,  les  deux  angles  BAC,  B'A'C  sont  égaux. 

508.  On  dit  que  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  lorsque  leur  angle 
est  droit. 

On  voit,  par  la  définition  môme  de  l'angle  de  deux  droites, 
que,  lorsque  dnux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
toute  parallèle  à  l'une  est  perpendiculaire  à  l'autre. 

THÉORÈME. 

509.  1°  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  une  droite 
AC  et  un  plan  P  parallèles,  sont  égales  [fig.  283). 

op  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles P  et  Q.  sont  égales  [fig.  283). 

Celte  double  proposition  résulte  de  ce  que  le  plan  des  deux 
parallèles  AB  et  CD  coupe,  dans  le  premier  cas,  le  plan  P  sui- 
vant une  parallèle  BD  à  AC,  et  coupe,  dans  le  second  cas,  les 
plans  P  et  Q  suivant  des  droites  parallèles  BD  et  AC  ('(95)  ;  les 
droites  AB  et  CD  sontdonc,  dans  les  deux  cas,  égales  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles. 


^ 


THÉORÈMIj, 
510.  Deux  droites  quelconques  \Ç.,  A'C  [Pg.  28^)  sont  cou- 
pées par  trois  plans  parallèles  P,  Q,  II,  en  parties  proportion- 
nelles ;  &n  d'autres  termes,  si  la  droite  AC  coupe  les  plans 
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l',  Q,  It  ei!  A,  B,  C,  ei  si  la  droite  A'  C  coupe  les  mêmes  plans 
en  A',  B',  C,  on  a 


En  effet,  menons  par  A  la  parallèle  à  A'C,  el  désignons  par  D 
et  E  les  points  où  elle  coupe  les  plans  Q  et  R.  Les  droites  BD 
et  CE  étant  parallèles  {495),  on  a 

AB  _  BC  _  AC 
AD~UE"~AE' 

mais  les  segments  AD,  DE,  AE  sont  respeciivemenl  égaux  à 
A'B',  B'C,  A'C,  comme  parallèles  comprises  entre  plans  pa- 
rallèles. La  relation  (i)  est  donc  démontrée. 

COBOLUIRE. 

511.  Deux  droites  concourantes  AC  et  AE  étant  divisées  en 
parties  proportionnelles  par  le  point  A  et  les  plans  parallèles 
Q  et  R,  il  en  est  de  même  pour  une  série  de  sécantes  partant 
de  A.  En  supposant,  en  effet,  qu'il  y  ait  trois  sécantes,  le  rap- 
port des  segments  de  la  première  étant  égal  à  la  fois  au  rap- 
port des  segments  de  la  seconde  et  au  rapport  des  segments 
de  la  troisième,  ces  deux  derniers  rapports  sont  égaux  entre 
eux. 

§  I!I.  —  DROITE  ET  PLAN  PERPENDICULAIRES. 


512,  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  (508)  à 
toutes  les  droites  parallèles  au  plan  ou  situées  dans  le  plan. 

513.  Il  suit  immédiatement  de  cette  définition  que  : 

1°  Si  deux  droites  A  ef  B  sont  parallèles,  tout  plan  V  per- 
pendiculaire à  la  première  est  perpendiculaire  à  la  seconde; 
car  toute  droite  parallèle  au  pUn  P  ou  située  dans  ce  plan, 
étant  perpendiculaire  à  A,  est  aussi  (508)  perpendiculaire  à  B. 

2°  Si  deux  plans  P  e/  Q  sont  parallèles,  toute  droite  D  per- 
j;endicu!aire  au  premier  est  perpendiculaire  au  second;  ta 
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louie  droite  parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan  est  pa- 
rallèle au  plan  Q  ou  située  dans  ce  plan  (302). 
On  énonce  souvent  ces  deux  propositions  en  disant  : 
Deux  droites  parallèles  ont  leurs  plans  perpendiculaires 
communs,  et  deux  plans  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires 


THÉORÈME. 

514.  Pour  qu'une  droite  Alî  soit  perpendiculaire  à  un  plan 

P,  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  D  et  I>', 

non  parallèles  entre  elles,  situées  dans  le  plan  P  ou  parallèles 

ou  plan  V(J>g.  285). 


Remarquons  d'abord  que  la  droite  AC  rencontre  le  plan  P; 
car,  sans  cela,  en  menant  par  un  point  du  plan  P  des  parallèles 
aux  droites  AB,  D  et  D',  on  aurait  dans  ce  plan  [497)  trois 
droites  concourantes  dont  la  première  serait  perpendiculaire 
aux  deux  autres. 

Cela  posé,  par  le  point  B  où  la  droite  AB  rencontre  le  plan 
P,  menons  des  parallèles  Brf,  Hd',  Bà,  aux  droites  D  et  D'  et  à 
une  troisième  droite  quelconque  A  parallèle  au  plan  P  ou  si- 
tuée dans  ce  plan.  Les  trois  droites  Bd,  Bd',  Bô,  seront  con- 
tenues dans  le  plan  P  (A-97);  AB  sera  perpendiculaire  aux 
deux  premières  Bd,  Bd'  (508);  et,  pour  établir  le  théorème 
énoncé,  il  suffira  de  prouver  que  AB  est  aussi  perpendiculaire 
à  la  troisième  droite  Bô. 

A  cet  effet,  par  un  point  quelconque  è  pris  sur  Biî,  traçons 
dans  le  plan  P  une  droite  qui  ne  soil  parallèle  ni  à  Bd  ni  à  hd'. 
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et  qui  les  renconlre  aux  points  cl  et  */';  prolongeons  AB,  de 
l'autre  côté  du  plan  P,  d'une  longueur  BA'  ~  AB,  et  joignons 
chacun  des  points  A  et  A'  aux  trois  points  d.  S,  d'. 

De  l'égalité  des  triangles  ABrf  et  A'Brf  el  de  celle  des  trian- 
gles ABt/'  et  A'Rd',  on  déduit  respectivement  \d  —  A'd  et 
\d':=:  A'd'.  Les  deux  triangles  Add'  et  A.'  dd'  sont  donc  égaux. 
Celte  égalité  entraine  l'égalité  des  angles  Arfô,  A'(/â;par  suite, 
celle  des  triangles  AdS,  A' de;  et,  enfin,  celle  des  longueurs 
AâetA'ô. 

La  droite  Bô  ayant  deux  de  ses  points,  B  et  ô,  également 
distants  des  extrémités  A  et  A',  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu B  de  AA',  et  AB,  à  son  tour,  est  perpendiculaire  sur  Bd. 

SCOLIE. 

515.  Le  point  B  oii  lii  perjjendiculaire  AB  rencontre  le  plan 
P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Une  droite  est  dite  oblique  à  un  plan,  lorsqu'elle  renconlre 
ce  plan  sans  lui  être  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

516.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  un 
plan  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  XY,  el  l'on  ne 
peut  en  mener  qu'un, 

1°  Supposons  le  point  A  situé  sur  la  droite  XY  {Jig.  iB6). 
Dans  deux  plans  différents  passant  par  XY,   menons  à  celte 


droite  les  perpendiculaires  AB  et  AC;  elles  détermineront  un 
plan  P,  perpendiculaire  à  XY  au  point  A  (514). 

Il  n'existe  pas  d'autre  plan  perpendiculaire  à  XYau  point  A. 
En  effel,  tout  plan  mené  perpendiculairement  à  XY  par  le 
point  A  doit  couper  le  plan  XAB  suivant  la  perpendiculaire  AB 
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it  XY  [512),  et  ie  plan  XAC  suivant  la  perpendiculaire  AC  à 
cette  même  droite;  il  ne  diffère  donc  pas  du  plan  P. 

2°  Supposons  ie  point  A  extérieur  à  la  droite  XY  {Jîg.  287). 

SoitUZ  la  parallèle  à  XY  menée  par  A.  Les  droites  paral- 


lèles  XY  et  UZ  ayant  leurs  plans  perpendiculaires  communs 
(513),  dire  que  par  le  point  A  on  peut  abaisser  un  plan  per- 
pendiculaire sur  XY  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'un,  c'est 
dire  que,  par  le  point  A,  on  peut  élever  un  plan  perpendicu- 
laire sur  UZ  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'un;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (1"). 

Corollaire. 

517.  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 

parallèles  on  coïncident;  car  s'ils  se  coupaient,  d'un  point  de 
leur  intersection,  on  pourrait  mener  deux  plans  perpendicu- 
laires sur  la  même  droite,  ce  dont  nous  venons  de  démontrer 
l'impossibilité. 

THÉORÈME. 

318.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  nien^r  une 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  donné  P,  et  l'on  ne  peut  en 

1"  Supposons  le  point  A  situé  dans  le  plan  P  {fig.  a88). 
Considérons  à  part  une  droite  OH  et  le  plan  Q  élevé  perpendi- 
culairement à  cette  droite  par  l'un  de  ses  points  H;  puis, 
transportons  cette  figure  tout  d'une  pièce,  de  manière  que, 
le  plan  Q  s'appliquant  sur  le  plan  P,  le  point  H  coïncide 
avec   le    point   A.    La    droite   OH,   dans   sa   nouvelle   posi- 
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lion,  sera  une  perpendiculaire  AB  menée  au  plan  P  par  le 
point  A. 

Fif;.  288. 


On  ne  peut  en  mener  qu'une;  car,  si  l'on  pouvait  en  mener 
deux,  AB  et  AB',  le  plan  BAB'  couperait  le  plan  P  suivant  une 
droite  AC  perpendiculaire  à  !a  fois  à  AB  et  à  AB'. 

1"  Supposons  le  point  A  extérieur  au  pian  P  (fig-  289). 
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Soit  Q  le  pian  mené  par  A  parallèlement  au  plan  P.  Les  plans 
parallèles  P  et  Q  ayant  leurs  perpendiculaires  communes  [513), 
dire  que,  par  le  point  A,  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  le  plan  P  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'une,  c'est  dire 
que  par  le  point  A  on  peut  élever  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  Q,  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'une;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (1"). 

COBOLLAIRE. 

519.  Deux  droites  A  et  B,  perpendiculaires  à  un  même 
plan  P,  sont  parallèles  ou  coïncident. 

En  effet,  si  les  droites  A  et  B  onl  un  point  commun,  elles 
coïncident,  puisque,  de  ce  point,  on  ne  peut  mener  qu'une 
perpendiculaire  au  plan  P.  Si  les  droites  A  et  II  n'ont  pas 
de  point  commun,  imaginons,  par  un  point  M  de  B,  la  paral- 
lèle A'  à  A.  Cette  droite  A'  sera  perpendiculaire  au  plan  P 
(513);  elle  coïncidera  donc  avec  B,  puisque,  du  point  M,  on 
ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  au  plan  P. 
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Les  propositions  des  n"  517  et  519  sont  les  réciproques  de 
celles  du  n",ïl3. 

THÉOKÈMIÏ, 

520.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  V,  toute 
perpendiculaire  CD  à  la  droite  AB  est  parallèle  au  plan  P,  ou 
située  dans  ce  plan  [fig.  290), 

En  effet,  menons  par  le  point  A  la  parallèle  AE  à  CD  :  l'angle 
BAE  sera  droit.  Par  suite,  la  droite  AE  sera  contenue  dans  le 
plan  P;  car  sans  cela  le  plan  BAE  couperait  le  plan  P  suivant 
une  autre  perpendiculaire  à  AB  (512),  et  l'on  aurait  au  point  A, 
dans  le  plan  BAE,  deu\  perpendiculaires  sur  BA,  ce  qui  est 
impossible.  La  droite  CD,  étant  alors  parallèle  à  une  droite  AE 
du  plan  P,  est  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (497), 

Celte  proposition  est  la  réciproque  de  la  déflnilion  adoptée 
au  n"  312. 

COKOLLAIUES. 

521.  Le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  que  l'on  peut 
mener  à  une  droite  AB  par  un  point  C  est  le  plan  P  mené  par 
ce  point  perpendiculairement  à  la  droite  AB  [fig.  ■291);  car 
l'une  quelconque  CD  de  ces  perpendiculaires  doit  être  paral- 
lèle au  plan  P  ou  y  être  contenue  tout  entière  :  c'est  ce  dernier 
cas  qui  a  lieu  ici,  puisque  la  droite  CD  a  déjà  un  point  com- 
mun avec  le  plan  P. 
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522,  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  des  extré- 
mités d'une  droite  XV  est  le  plan  élevé  perpendiculairement 
sur  le  milieu  de  cette  droite  [fig.  286).  En  effet,  dans  un  plan 
quelconque  XYB  passant  par  XY,  le  lieu  des  points  équidi- 
stants des  extrémités  de  cette  droite  est  la  perpendiculaire  AB 
élevée  dans  ce  plan  sur  le  milieu  A  de  XY;  or  on  vient  de 
voir  que  le  lieu  des  diverses  perpendiculaires  élevées  sur  XY 
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par  le,  point  A  est  le  plan  mené  par  ce  poinl  perpendiculaire- 
menl  à  XV, 

THÉORÈME, 

S23.  S/,  d'un  point  A  pris  /tors  d'un  plan  1*  (/f^.  ai)^),  on 
mène  à  ce  plan  (a  perpendiculaire  Alî  et  dii-erses  obliques  AC, 
AD,  AE  : 

i"  Deux  obliques  AC  et  A  l>,  donl  les  pieds  C  et  D  s'écii  teni 
égidement  du  pied  lï  de  la  perpendiculaire,  sont  égales. 

7."  La  perpendiculaire  AB  est  plus  courte  que  toute  oblique 
AC,  el,  de  deux  obliques  AC  et  AE,  l'oblique  AE,  qui  s'écarte 
le  plus  du  pied  de  ta  perpendiculaire,  est  la  plus  longue. 

En  effet  ; 

i"  Les  deux  triangles  rectangles  AltC  et  ABD  étant  égaux, 
comme  ayant  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  respectivement 
égaux,  les  hypoténuses  AC  el  AD  sont  égales. 

■1"  En  prenant  BD  =  BC,  on  a,  en  vertu  de  Talinéa  précé- 
dent, AC=:  AD,  et,  par  la  fiéomélrie  plane,  AE>AD>  AB; 
on  Q  donc  AB  <  AC  et  AE  >  AC. 

52Y,  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies.  Il  en 
résulte  que  le  lieu  des  points  d'un  plan  P  situés  à  égale  dis- 
tance d'un  point  donné  A  est  une  circonférence  ayant  pour 
centre  la  projection  H  de  ce  point  sur  le  plan  {/'g-  29'*].  De  là, 


tin  moyen  pratique  pour  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un 
plan  P  par  un  point  extérieur  A  :  on  fixe  au  point  A  l'une  des 
extrémités  d'un  fd  dont  l'autre  extrémité  est  armée  d'un 
crayon,  on  marque  trois  points  C,  D,  F  sur  le  plan  en  tenant 
le  fil  tendu,  on  cherche  le  cer.lre  du  cercle  qui  passerait  par 
ces  trois  points,  et  l'on  a  le  pied  de  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

R.  cl  DE  c,   -  Tr.  de  Céum.  (Il'  Pariia),  2 
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SCOLIES, 

525.  En  Géométrie,  le  mot  distance  est  toujours  synonyme 
de  plus  coitrle  distance.  D'après  cela,  il  résulte  du  a"  523  que 
la  distance  d'un  point  A  à  un  plan  P  est  (a  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  des  n°'  509  et  519,  on  voit  que  : 
1"  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout  équi distants; 
2"  deux  plans  parallèles  sont  partout  équidistanis. 

g  IV.  -  PUOJECTION  D'UNE  DROITE  SUR  UN  PLAN.  - 
ANGLE  D'UNE  DROITE  ET  D'UN  PLAN.  -  PLUS  COURTE 
DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 


52G.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  plan  l'  le 
pied  «  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan 

La  projection  d'une  ligne  quelconque  ABC...  sur  un  pian  l' 
est  le  lieu  des  projections  a,  b,  c, ...  des  divers  points  de  celte 
ligne. 

rie.  2d3.  FiB-  jgi. 


THÉORÈME. 

527.  La  projection  d'une  ligne  droite  AB  sur  un  plan  P  est 
une  ligne  droite  [Jig.  394). 

Car  toutes  les  perpendiculaires  Aa,  Bè,  . . .  abaissées  sur  le 
plan  P  par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  parallèles  (519)  ; 
leur  lieu  est  donc  un  plan  (492),  et,  par  suiie,  le  lieu  de  leurs 
pieds  est  la  droite  ab  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P. 

SCOLIES. 

528.  Lorsque  la  droite  est,  comme  EF,  perpendiculaire  au 
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plan  P,  sa  projeclion  sur  ce  plan  se  réduit  évidemment  à  un 
point  e. 

520.  Lorsque  la  droite  est,  comme  CD,  parallèle  an  plan  P, 
elle  est  parallèle  à  sa  projection  cd  sur  ce  plan  (i95). 


530.   Les  projections  ab  et  cd  de  deux  droites  parallèles  AB 
et  CD,  sur  un  même  plan  P,  sont  parallèles  [fig-  agSJ . 


Fij.  15.-,. 

/y^yi 

Car  la  projetante  Ka  d'un  point  quelconque  de  AB  et  la  pro- 
jetante Ce  d'un  point  quelconque  de  CD  étant  parallèles,  les 
angles  BA  a,  DC  c  ont  leurs  plans  parallèles  (506)  ;  et,  par  suite, 
les  droites  ab  et  cd,  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe  ces 
deux  plans,  sont  parallèles, 

ÏIIÉORÈME, 

531.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  de  l'espace  sont  per- 
pendiculaires l'une  à  l 'autre,  leurs  projections  ab  et  cd  sur  un 
plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  aussi  perpendirulaires 
entre  elles  [fig.  296). 

Fij,  îytî.  Fie   m- 


En  effet,  la  droite  cd  est,  comme  sa  parallèle  CD,  à  angle 
droit  sur  AB  ;  elle  est  d'ailleurs  à  angle  droit  sur  la  pro- 
jetante ka,  droite  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  cd. 
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Donc,  cd  esi  perpeniliculiiiie  au  plan  ^\^(é  el,  par  suite,  à  ub. 

532.  ItÉCiFROQUEHENr,  d''iix  droites  de  l'espnee  Ait  et  CD 
sont  perpeiidii.-'ilaires  l'unfi  à  l'antre,  si  leurs  projections  ab 
tt  cd  sur  un  plan  P  parallHe  à  l'une  d'elles  CD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles  { fig.  296). 

En  effet,  la  droite  crf,  étant  à  angle  droit  sur  a/>  et  sur  kn,  est 
perpendiculaire  au  plan  ABfin.  Il  en  est  donc  de  même  de  sa 
parallèle  CD,  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à  AB. 

Dans  le  cas  très-parliculîer  où  le  plan  P  contient  CD  et  où  les 
droites  AB  et  CD  se  coupent,  cette  réciproque  revient  au  théo- 
rème connu  sous  le  nom  de  théorème  des  trois  perpendiculaires  : 

Si  du  pied  a  d'une  perpendiculaire  A«  à  un  plan  P  on  mène 
In  perpendiculaire  al!  sur  une  droite  quelconque  CD  tracée  dans 
ce  plan,  la  droite  ATi  qui  joint  au  point  B  un  point  quelcon-pte 
de  la  perpendiculaire  A«  est  perpendiculaire  à  CD  [Jig.  297), 

Il  y  a  une  seconde  réciproque  que  nous  nous  contenterons 
d'énoncer  :  Si  deux  droites  rectangtdaires  ont  leurs  projec- 
tions rectangulaires,  l'une  d'ellrs  au  moins  est  parallèle  au 
plan  de  projection. 


0^3.  Considérons  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  cette  droite;  soient  ab  la  projection  de  AB 
sur  un  pliin  quelconque  P  [fig.  298),  et  CD  rinterseciion  des 


plans  P  et  Q,  ou  la  trace  du  plan  Q  sur  le  plan  P.  Les  deux 
droites  AB  et  CD  étant  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  il  doit 
eu  èlre  de  même  de  leurs  projections  ab  et  Ci);  de  là  ce 
théorème,  fondamental  en  Géométrie  descriptive  :  l^^r^qu'une 
droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q.  sa  projection,  sur  en 
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plan  qiiekonque  V  est  perpeniliculaiie  à  lu  Init-e  du  plan  Q 
sur  h  plan  P. 

TUfLOIlÈMK. 

534.  Lorsqu'une  droite  Alt  est  oblique  à  un  plan  P,  l'ungle 
aigu  BAi  que  cette  droite  fait  avec  sa  projection  sur  ce  plan 
est  moindre  que  l'anglf.  BAC  qu'elle  forme  avec  toute  autre 
diûitf,  AC  passant  par  son  pied  dans  le  plan  [Jig.  'sgg  l'- 


Eu effei,  b  étant  la  projeclion  d'un  point  quelconque  B  de 
la  droite  AB,  prenons  AC  =  Ai  et  menons  BC.  Les  deux 
triangles  BAi,  BAC  ont  deux  côtés  égaux;  mais  le  troisième 
côlé  B6  du  premier  étant  moindre  que  le  iroisième  côté  BC  du 
second,  puisque  !a  perpendiculaire  est  plus  courte  que  l'obli- 
que, il  faut  que  l'angle  BAA  soit  moindre  que  l'angle  BAC. 

SCOLIE. 

535.  En  faisant  parcourir  au  point  C  le  cercle  décrit  dans  le 
plan  P,  du  point  A  comme  centre  avec  A6  pour  rayon,  on  voit 
que  l'oblique  BC  croît  d'une  manière  continue  depuis  le  point  b 
jusqu'au  point  b' ,  puis  décroit  en  reprenant  successivement 
les  mêmes  valeurs  depuis  b'  jusqu'en  b.  Par  suite,  l'angle  BAC, 
minimum  lorsque  le  point  C  est  en  b,  croît  jusqu'à  ce  que  le 
point  G  soit  en  b'  :  il  est  alors  maximum;  puis  il  décroît,  en 
reprenant  successivement  les  mêmes  valeurs,  depuis  6' jus- 
qu'en b. 

536.  On  appelle  angle  d'une  droite'et  d'un  plan  l'angle  aigu 
que  celte  droite  forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan. 

537.  On  voit  aisément  que  l'angle  d'une  droite  J)  et  d'un 
plan  P  est  égal  à  l'angle  d'une  droite  quelconque  ])'  paral- 
lèle à  b  et  d'un  plan  quelconque  l"  parallèle  à  P. 
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Tllf:01iÈ-ME. 
338.  Élaal  données  deux  droites  AB  et  CD  non  situées  dans 
le  même  plan  :  i"  il  existe  une  droite,  et  une  seule,  quiles 
rencontre  l'une  et  l'autre  à  angle  droit;  i"  cette  perpendicu- 
laire commune  est  la  plus  eoiirte  distance  des  deux  droites 

[fie-  3»o). 


4:/ 
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En  effei  : 

1°  Par  un  point  quelconque  A  (Je  AB,  menons  la  parallèle  AE 
à  CD;  le  plan  BAE,  que  nous  désignerons  par  P,  sera  parallèle 
à  CD  ;  par  suite,  nous  aurons  la  projection  de  CD  sur  ce  plan  P 
en  menant  une  parallèle  de  à  la  droite  DC  par  la  projection  d 
d'un  point  quelconque  1)  de  cette  droite.  Cela  posé,  pour 
■qu'une  droite  rencontre  à  la  fois  AB  et  CD  à  angle  droit,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  P  en  un  point 
de  AB,  et  qu'elle  ail  f>on  pied  sur  cd,  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires au  plan  P  menées  par  des  divers  points  de  CI). 
Or  la  perpendiculaire  au  plan  P  élevée  par  le  point  c  commun 
à  AB  et  à  cd  remplit  seule  ces  conditions.  Il  existe  donc  une 
droite  Ce,  et  une  seule  qui  rencontre  à  angle  droit  les  deux 
droites  données  AB  et  CD. 

1"  Cette  perpendiculaire  communeCcest  moindre  que  touie 
autre  droite  BD  joignant  un  point  de  AB  à  un  point  de  CD. 
Car,  hd  étant  la  projetante  du  point  D,  on  a  évidemment 
Cc  =  DrfelDrf<))B. 

SCOLIES, 

539.  La  démonstration  qui  précède  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  dislance  des  deux  droites  AB  et  CD.  Voici  un  second 
procédé  très  usuel  [  fig.  3oi]. 

On  projette  l'une  des  droites  CD  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'autre  droite  AB.  Du  pied  A  de  AB  sur  le  plan  P,  on 
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abaisse  la  perpendiculaire  \e  sur  la  projeciion  Cd  de  CD;  on 
mène  eE  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec  CD,  ei 
enfin  EF  parallèle  à  Ae.  Le  lecleur  démontrera  sans  peine  que 
cette  droite  EF  est,  en  grandeur  et  en  position,  ia  plus  courte 
distance  des  deux  droites  données. 

510.  Enfin,  si  l'on  ne  veut  que  la  distance,  c'esl-à-dtre  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  commune,  il  suffît  de  mener 
par  l'une  AB  des  deux  droites  un  plan  P  parallèle  à  l'aulre  CD, 
et  de  prendre  la  distance  Bd  d'un  point  quelconque  de  CD  au 
plan  P  [fig.  3oo). 

S  V.  -  ANGLES  DIÈDRES. 


oil.  Lorsque  deux  plans  P  ei  Q  se  rencontrent  {fg.  3o5  )  et 
sont  terminés  à  leur  intersection  commune  BE,  on  dit  qu'ils 
forment  un  angle  dièdre.  Les  deux  plans  P  etQ  sont  les  faces, 
et  la  droite  BE  est  Varête  de  cet  angle. 

Siâ.  Pour  désigner  un  angle  dièdre  isolé,  il  suffît  d'indiquer 
son  arête;  ainsi  l'on  dit  {fig.  Soa)  l'angle  dièdre  BE.  Mais, 
lorsque  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  pour  dé- 
signer celui  d'entre  eux  que  l'on  considère,  il  faut  employer 
quatre  lettres,  savoir  :  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux 

Fig.  3o..  |.-ig.  3o3. 


f/N 


pour  l'arête;  on  place  d'ailleurs  les  deux  lettres  relatives  à 
l'arête  entre  ies  deux  autres.  Ainsi,  dans  la_^g.  3o3,  on  dis- 
tingue les  trois  dièdres  CABD.  DABE,  CABE. 
Deux  angles,  tels  que  CABD,  DABE  [fig.  3o3),  qui  ont  la 


>y  Google 


inùme  srôie  AB,  une  lace  commune  Alîl),  cl  les  deux  autres 
fiiccs  situées  c!c  part  et  d'autre  de  la  fjce  commune,  sont  dits 
tuljacenls. 

543.  Deux  angles  dièdres  sont  égaux  lorstju'on  peut  les  faire 
coïncider.  Pour  ajouter  deux  angles  dièdres,  on  transporte  le 
second  à  la  suite  da  premier  de  manière  à  former  deux  angles 
adjacents,  tels  que  CABD,  DABE  [Jlg.  3o3);  l'angle  CAIŒ  des 
deux  faces  non  communes  ABC,  ABE  est  la  ?omme  des  deu\ 
angles  dièdres  proposés. 

544.  On  acquiert  une  idée  nette  de  la  grandeur  de  l'iingli; 
dièdre,  en  supposant  que  l'une  des  faces  P,  d'abord  appliquée 
sur  l'autre  face  Q  [fig.  3o4),  tourne  autour  de  la  droite  AB; 
dans  celle  rotation,  le  plan  mobile  P  fait  avec  le  plan  fixe  Q 
un  angle  dièdre  qui  croît  d'une  manière  continue. 


ViZ-  3o,i. 


Fie  30:. 


V-s.  Ji'G. 


Un  plan  P,  esl  dil  perpendiciilinre  sur  un  plan  QQ'  {fig.  3o4), 
lorsque  les  deux  angiesaJjacenisPiABQ,  P,ABQ',  qu'il  forme 
avec  celui-ci,  sont  égaux.  Un  plan  P,  qui  forme  avec  QQ'  des 
angles  adjacents  PABQ,  PABQ',  inégaux,  est  dil  oblique  sur  le 
plan  QQ'. 

On  nomme  angle  dièdre  droit  tout  dièdre  PjABQ  doiil  une 
face  es!  perpendiculaire  sur  l'autre. 

543.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  par  î'arêle  lors- 
que les  faces  de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de 
l'autre.  Deux  plans  indéfinis  PP',QQ'  [Jig.  3o5)  forment  en  se 
coupant  quatre  angles  dièdres  qui  sonl  deux  à  deux  opposés 
par  l'arèle  AU. 
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On  nomme  pian  bissecteur  d'un  angle  dièdre  le  plan  rnii, 
mené  par  l'arÈle,  divise  cei  angle  dièdre  en  deux  auiros  diè- 
dres égaux  enire  eu\, 

546.  On  a\i[i(î[\%  angie plan  coirespondantàun  angle  dièdre 
l'angle  reciiligne  que  l'on  forme  en  élevant,  par  un  même 
point  de  l'arête,  une  perpendiculaire  à  celte  arête  dans  cha- 
cune des  faces.  Ainsi,  B  étant  un  point  de  l'arête  BE  de  l'angle 
dièdre  PEBQ  {flg.  3o6;,  si  l'on  élève  dans  le  plan  P  la  perpen- 
diculaire B\  sur  l'arête  BE,  et  dans  le  plan  Q  la  perpendicu- 
laire BC  sur  l'arèieBE,  l'angle  ABC  sera  l'a/î^/e/^/andu dièdre 
considéré. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  conlradicioire,  il  faut 
que  la  grandeur  de  l'angle  plan  cori-es|iondun[àun  angle  dièdre 
soit  la  même,  en  quelque  point  de  l'arête  qu'on  forme  cet 
angle  plan.  Or,  soient  les  angles  plans  ABC,  DEF,  formés  en 
deux  points  B  et  E  de  l'arêie  de  l'angle  dicdrePBEQ  [fig.  3o6)  : 
les  côtés  BC  et  EF  sonl  parallèles  et  de  même  sens,  comme 
élani,  dans  un  même  plan  0.  perpendiculaires  à  la  même 
droite  BE  ;  il  en  est  de  même  de  BA  ei  de  ED  par  rapport  au 
plan  P;  les  angles  ABC,  DEF  sont  donc  égaux. 

H  est  a  remarquer  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 
l'arête  BE;  réciproquement,  tout  plan  perpendiculaire  à  l'arête 
coupe  les  faces  suivant  des  perpendiculaires  à  celle  arête,  et, 
par  suite,  l'angle  dièdre  suivant  son  angle  plan. 

THÉORÈME, 
5i7,  Har  une  droite  Mi,  située  dans  un  plan  QQ' ,  on  peut 
lotijoiirs  élever  un  plan  P-^  perpendiculaire  sur  ce  plan,  et  i'ori 
ne  peut  en  élever  qu'un  [fig.  3o4]. 

ConOLLAïuEi. 

548.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 

La  démonstration  de  ce  tliéorème  et  de  son  corollaire  est 
tout  à  fait  sembl-ible  à  celle  qui  a  été  donnée  aux  n"'  13  et  J'i- 
de  la  Géométrie  plane. 

Un  angle  dièdre  est  dit  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  l'angle  dièdre  droit.  Deux  angles  dièdres 
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sont   complémentaires  lorsiiue  leur  somme  esl  égale  y  un 

angle  dièdre  droit. 

549.  Tout  plan  P  qui  en  rencontre  un  autre  QQ'  fait  avec 
celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  P.XBQ',  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  dièdres  droits  [Jtg.  3o4).  Kéciproque- 
meni,  si  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ'  sont 
supplémentaires,  c'est  à-dire  ont  une  somme  égale  à  deux 
dièdres  droits,  leurs  faces  non  communes  Q  et  Q'  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre.  [Voir  les  n"'  16,  17  et  18.) 

530.  Lorsque  deux  plans  PP',  QQ'  se  coupent,  les  angles 
dièdres  opposés  par  l'arête  AB  sont  égaux  [fig.  3o5).  [Voir  le 
n-21.) 

THÉORÈME. 

551 .  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  est  égal  au  rapport 
de  leurs  angles  plans. 

Il  suffit  (Vo/f  ^ole  I)  de  prouver  r 

1"  Que  Si  deux  angles  dièdres  AlOB,  A'I'O'B'  sont  égaux, 
leurs  angles  plans  KOR,  A'O'B'  sont  égaux  {fi g.  30^); 

1°  Que  si  un  angle  dièdre  AIOG  est  la  somme  de  deux  autres 
angles  dièdres  A'I'O'B',  BIOC,  son  angle  plan  AOC  esl  la 
somme  des  angles  plans  A'O'B',  BOC,  qui  correspondent  aux 
deux  autres  angles  dièdres  {fig.  3o^l. 

En  effet  : 

1°  Transportons  l'angle  dièdre  A'I'O'B',  de  manière  que 
l'angle  droit  l' D'A'  s'applique  sur  l'angle  droit  JOA;  puisque 
Fîg.  307.  Fie.  3û8. 


les  dièdres  AIOB,  A'I'O'B'  sont  égaux,   le  plan  l'O'B'  tom- 
bera sur  le  plan  lOB,  et  CB'  coïncidera  avec  la  perpendicu- 
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laire  à  10  élevée  dans  le  plan  lOIÎ  par  le  point  0,  c'csi-à-dire 
avec  OB;  ies  angles  plans  AOlt,  A'O'B'  sont  donc  égaux. 

3"  Puisque  l'angle  plan  A'O'B'  est  égal  à  AOB,  pour  prouver 
que  l'angle  plan  AOC  est  égal  à  la  somme  de  A'O'B'  otdeBOC, 
il  suffit  de  faire  voir  que  les  trois  droites  OC,  OB,  OA  sont 
dans  un  même  plan;  or  cela  résulte  du  n"  521. 

COHOLLilUE. 

552.  l'ar  suite,  tout  angle  dièdre  a  la  même  mesure  que 
l'angle  plan  correspondant,  pourvu  quel'on  prenne  pour  unité 
d'angle  dièdre  l'angle  dièdre  auquel  correspond  l'angle  plan 
choisi  pour  unité  d'angle  pian  ;  ou,  d'une  manière  incorrecte, 
mais  plus  rapide,  tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle 
plan. 

Se  0  LIES. 

553.  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  plan  un  angle  droit, 
et,  inversement,  un  angle  dièdre  est  droit  si  son  angle  plan 
esl  droit.  En  effet,  soient  PABQ,  PABQ'  (Jîg.  3o8)  deux  angles 
dièdres  adjacents  formés  par  la  rencontre  du  plan  P  el  du  plan 
QQ'  ;  par  un  point  0  de  l'arête  AB,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  celle  arêie;  ce  plan  déterminera,  par  ses  iniersec- 
lions  avec  les  plans  P  el  QQ',  deux  angles  reciilignes  adjacents 
EOC,  EOD,  qui  seront  les  angles  plans  des  deux  angles  dièdres 
proposés.  Or,  quand  les  deux  dièdres  sont  égaux,  les  deux 
angles  plans  sont  égaux,  et  réciproquement. 

554.  La  proportionnalité  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  correspondants  permet  de  conclure  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  angles  dièdres  des  propriétés  analogues  des 
angles  rectilignes  démontrées  en  Géométrie  plane.  Nous  cite- 
rons, par  exemple,  les  propositions  suivantes,  qui  sont  sou- 
vent utiles  ; 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  esl  le  lieu  des  points 
qui,  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle,  sont  équidistanls  de 
ses  faces;  etc.  {foirlesn"'  51,  52,  53.) 

Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  deux  à 
deux  sont  égaux  ou  supplémentaires.  [Foir  le  n"  70.) 


,  Google 


23  Cf.OMfTKIR    TlifiS    l'e-PACE. 

THÉORÈME. 

5oj.  Parmi  toutes  les  droites  que  l'on  peut  mener  par  un 

point  A  dans  un  plan  P,  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec 

un  autre  plan  donni  Q  est  la  perpendicuLtire  AB  abaissée  du 

point  A  sur  Vinters,clion  LT  des  deux  plans  [■  €/  Q  ijig.  309). 

rij.  309, 


Soient  AC  une  droite  quelconque  menée  par  le  poini  A  dans 
le  plan  P,  ei  a  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  Q;  «lî  ei 
«G  seront  les  projections  de  AB  el  de  AC,  et  il  s'agil  de  dé- 
montrer (536)  que  l'angle  AB«  est  plus  grand  que  l'angle  ACd. 
Or,  la  droite  dB  étant  perpendiculaire  sur  LT,  en  vertu  du 
ihéorème  des  trois  perpendiculaires,  la  droite  oC  est  une 
oblique,  et  l'on  a  «B  <  ttC,  Si  Ton  prend  sur  la  droite  «B,  à 
partir  du  point  n,  une  longueur  al)  égale  à  aC,  le  point  U  sera 
donc  situé  au  delà  de  B,  et  l'ungie  Altrt  extérieur  au  triangle 
ABD surpassera  l'angle  intérieur  AU«;  mais,  les  triangles  A«C 
et  AnD  étant  égaux  comme  ayant  un  angle  droit  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux,  l'angle  ADa  est  égal  à  l'angle  ACa; 
donc  enfin  l'angle  ABrt  est  plus  grand  que  l'anglo  AC«. 
êcoLiE. 

556.  Lorsque  le  plan  Q  est  horizontal,  la  droite  AB  prend 
le  nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  L'angle  de 
'■ette  ligne  avec  le  plan  Q  est  l'angle  plan  du  dièdre  PLTQ. 
!'ar  chaque  point  d'un  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande 
penle  de  ce  plan,  et  une  seule. 

§  Vi.  -  PLANS  PElil'ENDICULAdlliB. 
THÉORÈME. 

557.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  toute  droite  AB,  menée  dans  le  premier  plan  P  per- 
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LLVRE   V.    —    LE    PLAN.  ^.y 

penilicidairement  à  rintersection  commune  CD,  est  perpendi- 
culaire à  l'autre  plan  Q  [fg.  3io). 

En  effet,  les  deux  plans  P  ei  Q  élanl  perpendiculaires  ruii 
à  Taulre,  l'angle  plan  correspondant  à  ranf,'le  dièdre  PCDQ 
doit  être  droit  ;  or  on  forme  cet  angle  plan  AltE  on  élevani, 
dans  le  plan  Q  et  par  le  point  S,  la  perpendiculaire  (iE  à  CI)  ; 
donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  BE,  et,  comme  elle  l'est 
aussi  par  hvpotlièse  à  CD,  elle  esl  perpendiculaire  au  plan  0- 


J/ 


TIIl'ORÈliE. 

538.  Si  itne  droite  AR  est  perpendiculaire  ù  un  plan  Q,  tout 
plan  P  passant  par  cette  droite  ou  parallèle  à  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  Q. 

En  effet  : 

1°  Si  le  plan  P  passe  par  AC  ijig.  3(o),  menons  dans  le  plan 
Q  ei  par  le  point  B  la  perpciiiliculaire  BE  à  l'interseoiion  C!) 
des  deux  plans  P  CI.  Q.  L'angle  ABE  sera  droit,  puisque  la 
droite  AB  est,  par  hypothèse,  perpendiculaire  au  plan  Q;  d'ail- 
leurs, CCI  an^le  ABE  est  l'angle  plan  du  dièdre  PCDQ  ;  donc 
ce  dièdre  est  droit,  et  le  plan  P  est  periiendicu taire  au  planQ. 

2"  Si  le  plan  P  est  parallèle  à  AB  (Jîg.  3i  i),  menons  par  un 
point  quelconque  E  de  ce  plan  la  parallèle  EF  à  Ail;  celte 
droite  EF  sera  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  Q  el  située 
dans  le  plan  P.  Donc  le  plan  P,  passant  par  une  droite  El-' 
perpendiculaire  au  plan  Q.  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (i";. 

550.  Réciproquement,  si  deux  plans  Q  el  P  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  au  premier 
plan  Q  est  si/uée  dans  l'autre  plan  P  ou  lui  est  parallèle. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'avaii  «m'un  seul  point  commun 
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avec  le  plan  P,  en  menanl  de  ce  poini  une  perpendiculaire  sur 
l'inierseciion  CD  des  plans  P  el  Q  [fig.  3ii},  celle  perpendi- 
culaire serait  perpendiculaire  au  plan  Q,  et  l'on  pourrait  me- 
ner d'un  même  poinl  deux  perpendiculaires  au  plan  Q;  "^e  qui 
est  impossible.  La  droite  AB,  ne  pouvant  couper  le  plan  P,esl 
donc  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan. 

COROLLAIBE. 

5G0.  Parune  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  [fig.  3i2],  on 
peut  abaisser  un  plan  perpendiculaire  sur  ce  plan  P,  et  l'on  ne 
peut  en  abaisser  qu'un. 

En  effet,  ie  plan  BAa,  déterminé  par  la  droite  AB  et  par  la 
perpendiculaire  An  au  plan  P  abaissée  d'un  poinl  quelconque 
de  AB,  esl  perpendiculaire  au  plan  P.  C'est  le  seul,  car  tout 
plan  conduit  par  AB  perpendiculairement  au  plan  P  doit  con- 
tenir la  perpendiculaire  A  a. 


THÉORÈME. 

5G1 .  Si  deux  plans  ?  et  Q  sont  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième B,  leur  intersection  AB  est  perpendiculaire  à  ce  troi- 
sième plan  (Jïg.  3i3). 

Car  si,  par  un  point  quelconque  de  l'inierseciion  AB,  on 
mène  la  perpendiculaire  au  plan  B,  cette  perpendiculaire  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  P  et  dans  le  plan  Q  [559)  ;  elle 
ne  diffère  donc  pas  de  AB. 
ConoLLAinES. 

562.  Un  plan  perpendicuiaireà  deux  plans  qui  se  coupent  est 
perpendiculaire  à  leur  intersection. 

503.  Si  les  plans  PeiQ  de  la/g'.  3i3  formenlunangle  dièdre 
droit,  les  trois  plans  P,  Q,  B  seront  perpendiculaires  entre 
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eux  ;  l'interseftion  de  deux  quelconques  de  ces  plans  sera  per- 
pendiculaire au  iroisième,  et  les  trois  intersections  seront 
perpendiculaires  entre  elles. 

g  VII.  -  ANGLES  POLYÈDRES- 

DÉFINITIOKS. 

561.  Lorsque  plusieurs  plans  ASB,BSC,CSD,  ...  {J!g.  3i4)se 
coupent  successivement  suivant  des  droites  SB,  SC,  SD,  . . .  qui 
concourent  en  un  même  point  S,  on  dit  qu'ils  forment  un 
angle  polyèdre.  Le  point  S  est  \f,  sommet,  les  droites  SA,  SB, 
SC, . . .  sont  les  arêtes,  et  les  angles-ASB,  BSC,  CSD,  . , .  sont  les 
faces  âe  l'angle  poljèdre. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre  du  sommetsuivie 
des  lettres  relatives  aux  diverses  arêtes.  Ainsi,  pour  indiquer 
l'angle  poljèdre  de  la  /ig.  3i4,  on  dira  l'angle  SABCDE,  ou 
plus  simplement  l'angle  S;  car,  quand  un  angle  poljèdre  est 
isolé,  la  lettre  du  sommet  suffit. 

FiB.  3]4.  FiE-  3i5. 


Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  polyèdre. 
L'angle  formé  par  trois  plans  prend  le  nom  d'angle  Irièdre. 
Dans  un  angle  trièdre  BACS  {Jig-  3(4},  on  distingue  six  élé- 
menls,  savoir  :  les  trois  faces  SBA,  SBC,  ABC,  et  les  trois 
dièdres  BA,  BC,  BS. 

505.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  indéfini 
de  chacune  de  ses  faces  (/g".  3i4)  ;  il  est  concave  dans  le  cas 
contraire  (,fg.  3i5). 
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Considérons  un  angle  polyèdre  convexe  SABCDE  {fig.  3i6); 
ses  arêtes  seront,  d'après  la  définition  de  la  convexité,  situées 
lOLiles  d'un  même  côté  du  plan  PQ  d'une  face  quelconrjiie 
ASB;  dans  la _^^.  3i6,  nous  les  a\ons  placées,  pour  IWcr  les 


Fie.  3. 


idées,  au-dessus  de  ce  plan.  Par  le  poinl  S,  dans  le  plan  PQ, 
menons  une  droile  MN  située  en  dehors  de  l'angle  ASB,  el 
concevons  une  série  de  plans  menés  par  la  tlroiie  MN  et 
conienant  successivemeni  chacune  des  aréles  SC,  SD,  SE, 
Si  ])SM  ou  RMN  esi  celui  de  tous  ces  plans  qui  fait  le  plus 
petit  angle  avec  la  portion  PMN  du  plan  l'Q,  l'angle  polyèdre 
proposé  S.\BCDE  sera  situé  lout  entier  dans  l'angle  dièdre 
UMNQ  formé  par  la  partie  antérieure  Q  et  la  [partie  supé- 
rieuie  Udcs  deux  plans  PQ,  RT,  Donc,  tout  pla.i  GH  mené 
par  MN  el  situé  dans  l'angle  dièdre  PMNR  et  dans  son  opposé 
par  l'arête  QMNT  sera  un  plan  mené  par  le  sommet  S  et  lais- 
sant toutes  les  arêies  d'un  même  côté.  Par  suite,  toutplan  pa- 
rallèle au  plan  GII  et  situé,  comme  l'angle  polyèdre  SABCDE, 
à  droite  de  G  H,  coupera  louies  les  arêtes  de  cet  angle  sans  pas- 
ser par  le  sommet.  Le  section  sera  donc  un  polygone  ABCDE 
ayant  autant  de  côtés  que  l'angle  polyèdre  a  de  faces,  el  ce 
polygone  sera  convexe;  car,  l'angle  polyèdre  étant  tout  entier 
d'un  même  côté,  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces, 
le  polygone  se  frouvera,  par  là  même,  situé  lout  entier  d'un 
mênieeùlé  par  rapport  à  chacune  des  droites  indéfinies  qui 
unissent  deux  sommets  consécutifs  quelconques. 
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,)fi().  Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sommet  S  toutes  les  arêlos 
(luii  angle  polyèdre  SAUCDE  [fig.  ii^),  on  obtient  un  auirc 
angle  polyèdre  SA'B'C'U'E'  qui  estdil  le  symétrique  du  pn;- 
miiT. 

Deux  angles  polyèdres  symétriques  SAECDIÎ,  SA'B'C'D'E' 
ont  tous  leurs  cléments  respectivement  égaux  :  les  faces  A'IS 
el  A'SB',  lîSC  eiB'SC,  ...  sont  égales  deux  à  deux  comme 
angles  plans  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  dièdres  S  \ 
el  SA',  SB  el  S!'',  . , .  sont  égiiux  comme  opposés  par  t'arètf. 
Mais  la  disposition  des  parties  égales  n'est  pas  la  même  dans 
les  deux  angles  polyèdres.  En  efEet,  un  observateur  couché  sur 
l'arête  SA,  avant  h  lèlc  en  S,  les  pieds  en  A,  el  regardant  l'in- 
lérieurde  i'ungle  SABCDK,  verritit  les  arèles  se  présenter  de 

Fig.  Î.7.  fia.  Ji3. 


droite  à  gauche  dans  l'ordre  SB,  fiC,  SI),  SE;  tamlis  qu'tm 
observateur  placé  de  la  même  manière  dans  l'autre  angle 
SA'B'C'D'E',  c'est-à-dire  couché  sur  SA',  avant  la  u';ie  en  S, 
les  pieds  en  A'  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  verrait  les 
arêtes  se  succéder  de  droite  à  gauche  dans  l'ordre  inverse  SE', 
SD',  SC',SB'. 

A  cause  de  celle  différence  de  disposition,  deux  angles 
polyèdres  symétriques,  bien  qu'égnux  dans  toutes  leurs  par- 
ties, ne  sont  pas  superposables. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  dcu\  trièdres  symétri- 
ques SABC  eiSA'B'C  (/g.  3i8),et  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'arête  SC  soit  en  avant  du  plan  ASB,  et,  par  suile, 
que  son  prolongement  SC  soit  en  arrière  du  même  plan.  Il  y  a, 

K.  et  DL  C,  ~  Tr.  de  Géom.  Ml"  Paille).  3 
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3i  (ifio.nETiiiE  PANS  l'espace. 

(jc'ux  iiiauicres  différentes  d'essayer  la  superposUioii  des  deux 

Irièdres. 

i"  Concevons  [fig.  3i8)  la  pc-rpendiculaîre  élevée  par  le 
points  sur  le  plan  ASB,  oi  faisons  tourner  le  trièdre  SA'B'  C 
de  180  degrés  autour  de  cette  droite  dans  le  sens  de  la  [léchée; 
l'arèle  SA',  qui  dans  ce  mouvemenl  ne  sort  pas  du  plan  ASB, 
\  iendra  sur  SA  ;  de  même  Siî'  s'appliquera  sur  SB;  mais  l'arêie 
se  restera  toujours  en  arrière  du  plan  ASB;  par  suite,  dans 
sj  nouvelle  position,  le  trièdre  SA'B'C  ne  coïncidera  pas 
avec  SABC. 

2"  Menons  (/j^.  3 19J  ia  bissectrice  xS/ de  l'angle  BSA',  el, 
autour  de  cette  droite,  qui  est  située  d.ins  le  plan  ASB,  faisons 

Fie-  319. 
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tourner  le  trièdre  SA'B'C  de  180  degrés  dans  le  sens  de  la 
ilèclie  9.  L'arèle  SA'  s'appliquera  sur  SB,  l'arête  SB'  surSA,  ei, 
par  suite,  la  Tace  A' SB' coïncidera  avec  BSA  ;  de  plus,  l'arête  SC 
viendra  celte  fois  en  avanl  du  plan  ASB.  Mais  la  nouvelle  po- 
sition SC|  de  cette  arête  différera  en  général  de  SC  ;  car,  les 
angles  dièdres  suivant  les  arèies  SA  et  SB  étant  en  général  in- 
égaux, il  en  sera  de  même  des  angles  dièdres  SB  et  SjV,  et, 
par  suite,  les  plans  CSB  et  C|SB,  étant  inégalement  inclinés 
sur  le  plan  ASB,  ne  coïncideront  pas. 

On  voit  cependant  que  la  coïncidence  aurait  lieu  si  le  trièdre 
SABC  avait  les  deux  angles  dièdres  SA  et  SB  égaux  enire  eux. 
Car,  dans  celle  hypoihèse,  les  plans  C,  S  B  et  CSB  seraient  éga- 
lement inclinés  sur  le  plan  ASB;  ils  tomberaient  donc  l'un 
sur  l'autre;  il  en  serait  de  même  des  plans  CSA  et  CSA,  et. 
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piir  suite,  les  arèlos  SC  cl  SC,  se  confondraient.  Observons  d'ail- 
leurs que  la  face  CSA',  qui  esi  égale  à  ASC,  s'applique  alors  sur 
(;SB,  de  sorte  que  l'égalilé  des  deux  angles  dièdres  SA  et  SB 
entraîne  celles  des  faces  CSIÎ  et  CSA.  Donc,  en  résumé,  pour 
qu'un  In'èdre  soit  superposable  à  son  symétrique,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  trièdre  ait  deux  angles  dièdres  égaux  ;  et,  dans  un 
ti-l  trièdre,  les  faces  opposées  aux  dièdres  égaux  sont  égales. 
THÉORÈME. 

3C7.  Dans  tout  angU'  polyèdre,  une  jace  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres. 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  cette  proposition  que  lorsque  la 
face  considérée  est  plus  gronde  que  chacune  des  autres. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  un  angle  trièdre  SABC 
{Jig.  5io).  Dans  la  face  ASB,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  chacune  des  deux  autres,  formons  un  angle  ASD  égal  à 
ASC,  et  prenons,  à  partir  de  S,  sur  les  droites  SD  el  SC,  des 
longueurs  SC  et  SD  égales  entre  elles.  Par  le  point  D,  menons 
une  droite  ABD  qui  rencontre  les  arêtes  SA  et  SB  en  A  et  en  B  ; 


enfin,  joignons  le  point  Caux  points  A  et  B.  L'égalité  des  deux 
triangles  ASD,  ASC,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux,  donne  AD  —  AC;  et  comme  on  a 

AB     ou     AD-(-DB<AC  +  CB, 

on  voit  que  le  segment  BD  est  moindre  que  CB.  Dès  lors, 
les  deux  triangles  CSB,  DSB,  ayant  SB  commun,  SC  =  SD,  et 
DB<BC,  il  faut  (41)  que  l'angle  DSB  soit  moindre  que  CSB. 
Donc,  en  ajoutant  d'une  part  l'angle  ASD  el  de  l'autre  son 
égal  ASC,  on  a 

ASD  -i-  DSB    ou     ASB  <  ASC  +  CSB. 
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36  GÉuiiÉTiiir,  l^v^s  L'iî^rAi.n. 

i'oiir  étendre  la  iliéorcme  ;uicas  (l'im  angle  jiolvcdi'C 
ronfjiie,  il  sufiîl  de  décomposer  c 
nom  par  l'une  des  arL'tes  S-V  et  p.nr  les  nrO-tos  opposées  SC,  SI), 
dos  plans  diagonaux  AEC,  ASD  [Jig.  Zt-);  b  démonslraiin:! 
est  ('vidOTUC. 

."  ■'-'  ."■  ris  lo-i!  an^'h'  Ivirilre,  à  en  p'rs  gr.nit'  .:!if_^!,'  (!:è,!i\' 
.    '     ..','  iii;i'  plus  formule  face. 

'il  I  /,/;,  3iïF  )  leiriédre  SABC  dans  leqinl  i'^aigle  «lièdre  Si) 
(\s!  ;!lr[H  piiir.d  t|i.ip  l'angle  dièdre  SB,  0(i  pourra  iiicner  dans  le 
dièdre  SC  ei  par  l'arête  SC  un  plan  CSl)  f;iii  lasso,  avec  le  plan 
i.:SJi,  lin  angie  dibdre  l'g^d  au  di,-dre  SIÎ.  L'-,  icicdrc  SBCD  ayant 
di  UK  ilièdres  égaux,  les  TicesOSH,  CSl),  o]iposéos  à  ces  atiglo-;, 
siéront  égalo.s  (5€C).  Or  io  liièihv  SV'lî)  umîilii' 

ASC<ASi)-^^S^; 

on  aura  donc,  en  rcmjihiçniu  la  face  D^C  p'^r  son  égale  DSB, 

ASC.<ASD-i-DSB     ou     ASC  <  ASii. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démoniié 
au  dernier  alinéa  du  n"  561»,  cl  en  raisonnant  comme  au  ii"  3'i, 
on  verra  que  :  rècifroquemem',  si  un  nngtf  Irièdre  adeuxfacr.s 
essaies,  les  dièdres  opposas  à  ces  faces  sont  éfçtmx,  et  si  un 
angle  Irièdre  a  deux  faces  inégales,  à  la  plus  giauJeface  <-:-t 
opposé  le  plus  grand  dièdiv. 

SCOLIE. 

bC9.  5/,  jmr  le  sommet  S  d'u,i  wi-k  Iriédre  SABC.  on  mène  tinrdi-'.ita 
S0«  volonté  dans  rhitérianr  de  ce  triè.lre.ia  somme  des  angles  OéB,  OSC 
est  nnfndre  que  la  somme  des  faces  ASD,  ASC. 

Si  les  dciix  faces  d'an  angle  trièdre  sont  res/eiliremenl  égales  à  diax 
jaresd'an  autre  angle  triédre,ctsi  l'angle  dièdre  compris  entre  les  pre- 
mièivs  est  plus  grand  que  l 'angle  dièdre  compris  entre  les  deux  aiilres, 
la  troisième  face  du  premier  Iriédre  eU  plus  grande  (pic  la  troisième  face 
du  second. 

Celle  dernière  pi-oposilion  est  l'analogue  de  celle  du  n"  40.  Elle 
se  démontre  de  la  même  manière.  Il  est  inutile  de  faire  de  nou- 
velles   figures;    il    suffit    de  regarder  la  fig.  à^    comme    la  section 
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filfnp    dus  tric;lre3qiic  l'on  considère,  les  sommets  lie  ces  trièdros  éteint 
su^posC'S  on  avanl,  pur  L'suQiple,  dii  jiluii  des  scellons. 

THÉORÈME. 

570.  Dans  tout  angle  poly'ctlre  convexe,  la  somme  des  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  [fig.  Sa?,), 

En  effet,  soit  ABCDE  un  polygone  convexe  obtemi  en  cou- 
pant l'angle  polyèdre  par  un  pbn  qui  rencoiilic  toute:;  les 
arêtes  (3G5).  Eu  ajoutant  les  inégalités 

EAC<EAS-^DAS, 
ABC<.\BSh-CBS, 
BCD  <:;  lîCS  -H  DSC, 


que  fournissent  les  li'ièdres  A,  îî,  C,. , ,  {567],  nn  voit  que  la 
somme  des  angles  inlérieurs  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  la  somme  des  angles  à  la  base  des  triangles  SAB,  SBC, 
SCD,. . .,  qui  ont  S  pour  sommet.  Or,  la  somme  des  angles 
Uint  inlérieurs  qu'extérieurs  du  polygone  convexe  ABCDE  est 
égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  dont  S  est 
le  sommet  commun.  Donc,  la  somme  des  angles  en  S  de  ces 
triangles,  c'est-à-dire  la  somme  des  faces  de  l'ani^le  polyèdre, 
est  moindre  que  la  somme  des  angles  exiérieursdu  polygone, 
c'est-à-dire  moindre  que  quatre  angles  droils. 


Fifi.  3' 


SCOLJE. 

171.  Il  r&ulte  do^  (Jeux  théorèmes  précédents  (ë67,  570]  que,  pour 
qu'un  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois  faces  données,  ilfau(  que 
la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux  autres,  et  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  quatre  angles  droits.  Nous  allons 
prouver  que  ces  deux  conditions  sont  suffisantes. 
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Soient  {fis-  393  )  ASB  la  plus  grande  faci;,  at  ASC,  BSC/,  ' 
faces rabaltiios dans  le  plan  de  la  première,  Je  |iart  ctdaul 


se  Dt  se  sont  les  deux  droites  provenant  du  dédoublement  de  la  troisiÈmc 

Décrivons  du  point  S  comme  ceniro  un  arc  do  cercle  CC'  de  rayon  ar- 
bitraire ;  cet  arc  sera  moindre  qu'une  circonférence,  puisque  la  somme  des 
trois  faces  données  est  inférieure  k  quatre  angles  droits.  Ce  et  CV  élanl 
les  cordes  menées  des  points  C  et  C  perpendiculairement  aux  arêtes  SA 
et  SB,  les  arcs  AC  et  Ae  tont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  arcs  BC  et 
Bc';  cl  comme  chacun  de  ces  arcs  est  moindre  que  AB,  les  points  c  et  r' 
tombent  entre  A  el  B.  Do  pius,  l'inégalité 

arc  AB  <  arc  AC  +  arc  liC 
ou 

arc  AL  <  arc  Kc  -^  arc  Ce', 

(jui  exprime  que  la  plus  grande  face  ASB  est  inférieure  à  la  somme  des 
deus  autres,  montre  que  le  point  c  tombe  entre  B  et  c'.  Il  suit  de  là  que 
les  points  C  et  c  sont  de  part  et  d'autre  de  la  corde  (:.'c'\  cette  corde 
coupe  donc  la  corde  Ce  en  un  point  0  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 

Élevons  au  point  0  la  perpendiculaire  OM  au  plan  ASB  et,  dans  le 
plan  DOM,  décrivons  du  point  D  comme. centre,  avec  un  rayon  égal  à  DC. 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  nécessairement  la  perpendiculaire  OM, 
puisque  OD  est  moindre  que  DC.  M  étant  le  point  d'intersection,  menons 
SM  :  le  trièdre  SABM  sera  formé  avec  les  trois  faces  données.  En  effet,  i\ 
l'on  lire  MD  et  WE,  ces  droites  seront  respectivement  perpendiculaires  sur 
SA  et  sur  SB,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires  ;  dès  lors 
les  deux  triangles  SDM,  SDC  sont' égaux  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  5  chacun  ;  on  en  conclut  d'abord 
que  la  face  ASM  est  égale  à  la  face  donnée  ASC,  et  que  l'arête  SMest^ale 
à  se.  Les  deux  triangles  rectangles  SME,  SC'E  ont  donc  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  commun,  el  leur  égalité  prouve  que  ia  face  BISB  est  égale 
à  l'autre  face  donnée  ESC 
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THÉORÈME. 

5"9.  Si  un  angle  trièdre  SA'  B'  C'est  If.  iriêdre  suppUmeiilnire 
tfiin  angle  liièdre  donné  SABG,  réciproquement  SABC  sera  le 
trièdre  supplémentaire  de  SA'B'C. 

Pour  bien  comprendre  la  «léfinilion  du  Irièdre  supplémen- 
laire  et  l'objel  du  présenl  ihéorèmp,  il  convient  de  faire  une 
remarque.  Par  un  point  0  d'un  plan  P,  menons  une  perpendi- 
culaire OM  à  ce  plan  et  une  oblique  ON.  Si  les  deux  droites  OM 
et  ON  sont  d'an  même  côté  du  plan  P,  l'angle  MON  qu'elles 
forment  est  aigu  [Jig.  324)i  car  il  est  compris  dans  l'un  des 
angles  droits  MOT  ou  MOT'  que  fait  la  perpendiculaire  OM 
avec  la  trace  TOT'  du  plan  MON  sur  le  plan  P.  Si  les  deux 
tiroites  OM  et  ON  sont  situées  de  part  et  d'antre  du  plan  I*, 


l'angle  MON  est  oblus  [pg.  325),  car  il  contient  l'un  tics 
angles  MOT  ou  MOT'.  Donc,  réciproquement,  suivant  que 
l'angle  MON  est  aigu  ou  obtus,  on  peut  affirmer  que  la  perpen- 
diculaire OM  et  l'oblique  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P 
ou  de  pari  et  d'autre  de  ce  plan. 

Cela  posé,  on  nomme  trièdre  supplénieniaire  d'un  trièdre 
SABC  [fig.  35.G)  un  nouveau  trièdre  SA'B'C  formé  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Par  le  sommet  S,  on  élève  une  perpendiculaire  SC  à  la 
face  ASB,  du  même  côté  que  SC  par  rapport  au  plan  de  cette 
face  ;  on  mène  SB'  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  du  même  côté 
que  SB  par  rapport  au  plan  ASC,  ei  l'on  trace  enfin  SA'  perpen- 
diculaire à  la  face  BSC,  du  même  côté  que  SA  par  rapport  au 
plan  BSC. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  le  trièdre  SABC  rc- 
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siiUe  du  irièdre  SAT/C,  comme  celui-ci  ilii  premier;  ou,  en 
l'uuirc's  tormcs,  que  l\irèle  SC,  par  exemple,  esi  porpendii-u- 
l.iireà  la  Tjre  A'SB'  ei  du  môme  côlé  que  SC  par  rapport  au 
plan  de  celle  face.  Or,  par  hypothèse,  S\'  esi  perpeni!ir;ulaire 
6u  plan  CHS  et  par  suite  à  SC;  de  même,  Slî'  est  perpendicu- 
laire à  SC;  donc  SC  est  perpendiculaire  au  plan  A'SB'.  De 
plus,  se  ayant  él^  menée  perpendiculairement  au  plan  ASB  et 
du  côté  de  SC,  l'angle  CSC'  Cbi  aig";  par  suite,  la  perpendicu- 
laire SC  au  plan  A'SB'  ei  l'oblique  SC  formant  un  angle  aigu, 
ces  deux  droites  sont  situées  d"un  mêmecûté  par  rapport  à  ce 
;>^ui  A'SB'. 

THÉORÈME. 

570.  Si  SAlîC  e(  S  A'B'  C  v„r;;  denx  /riPdres  si'pph'iuentaires, 
chaque  migli:  dièdre  de  l'un  de  ces  irièdivs  est  le  ■iiijip'.éinent 
de  la  face  opposée  dans  l'autre  [Jig-  327). 
La  démonstration  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  : 
I.oisque,  par  tin  point  0  pris  sur  l'arête  d'un  angli-  dièdre  01, 
on  Hève  sitrlafacf-  lOA  une  perpendiculaire  OA'  du  même  côté 
du  plan  lOA  que  la  face  lOB,  et  sur  (afave  lOB  une  perpen- 
diculaire OB'  du  même  côté  du  plan  lOB  que  la  face  lOA, 
l'angle  K' Oh'  est  !e  supplément  de  l'angle  plan  XO\i  qui  mesure 
le  dièdre  {/Ig.  SaK,  329]. 


-îy- 


U' 


Les  quatre  droites  OA,  OB,  OA',  OB',  sont  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  01  mené  par  0;  d'ailleurs,  OA'  perpendiculaire 
au  plan  lOA  doit  être  perpendiculaire  à  OA,  et  de  même  OB' 
doit  être  perpendiculaire  sur  OB;  les  angles  AOB,  A'OB'  sont 
donc  deux  angles  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun;  pour  prouver  qu'ils 
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sont  Siipjili'moniaircs,  il  .suffit  de  prouver  rju'ils  sont  loujours 
d'espèce  différenle,  c'e.st-à-dire  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  Or, 
cela  résulte  as  h  direciion  que  l'énoncé  impose  aux  perpendi- 
culaires OA'  et  OB'.  En  effet,  si  l'angle  AOB  est  aigu  ifig-  ^^S), 
l'ongle  A'OB'  renferme  l'angle  droit  AOA' et,  par  suite,  est 
obtus;  si  l'angle  AOB  esl  obius(/g-.  Sag),  l'angle  A'OB'  est 
contenu  dans  l'angle  droit  AOA'  r i,  p.ii'  suite,  esl  aigu. 

Cela  posé,  revenons  aux  triodrcs  supjiîénienlaii-es  SABC, 
SA'B'C'(^^.  327),  et  considérons,  par  exemple,  le  dièdre  SC. 
La  droite  SB'  est  une  parpendiculaire  à  la  face  CSA  de  ce 
dièdre  du  cûté  de  SB,  et  par  suite  du  côté  de  l'autre  face  CSB; 
de  même,  SA'  esl  une  perpcndicutaire  à  la  face  CSB  du  dièdre, 
lu  côté  de  la  face  CSA;  donc,  l'angle  A'SB'  est  le  supplément 
de  l'angle  qui  mesure  \a  dièdre  SC  ou,  plus  brièvcmenl,  le 
supplément  du  dièdre  SC.  On  procéderait  de  même  pour  les 
dièdres  SA  et  SB. 

Puisque  les  deux  trièdres  SABC,  SA'B'C  se  déduisent  !'un 
de  l'autre  par  la  même  construction,  il  esl  clair  que  la  pro- 
priété qui  vient  d'être  établie  pour  les  dièdres  du  premier 
s'étend  aux  dièdres  du  second.  D'ailleurs,  la  démonstration 
serait  la  même. 

C'esl  en  raison  de  cette  double  propriété  que  les  deux  uiè- 
dres  ont  été  appelés  snpplémenldiies. 


f)î4.  Di^signons  par  n,  /;,  c  les  nombres  qui  mesurent  les  faces,  et  par 
A,  B,  C  les  nombres  qui  mesurenl  les  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre, 
l'angle  droit  i-tant  pris  pour  unité  d'angle.  Les  nombres  a',  h\  r'.  qui 
mesureront  Ips  faces,  etceux  A',B',C'qui  mesureront  les  angles  dièdres 
du  IriÈdre  supplémentaire,  seront  donnés  par  les  formules 


Si  l'on  connaît  une  propriété  quelconque  d'un  angle  Irièdre,  c'est-à- 
dire  une  relation  entre  les  éléments  h,  b,  r,  A,  B,  C  du  cette  figure,  en 
appliquant  cette  relation  aux  éléments  a\  b',  c' ,  A',  B',  C  du  triédre  sup- 
plémentaire, puis  on  remplaçant  ces  éléments  par  leurs  valeurs  tirées  des 
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formules  prùct'dentcs,  on  aura  une  relation  nouvelle  enlra  (^  .%  -,  A,  ]',,C, 
c'esl-à-dire  une  nouvelle  proprJLHo  du  trièdre  primUif. 

De  même,  toute  propriété  relative  à  plusieurs  trièdres  coiuMni,  par  la 
considération  des  trièdres  siipplémenlaires  des  proposés,  à  une  propriété 
nouvelle  de  ce  système  de  irièdres. 

On  conçoit  par  là  l'importance  du  théorème  précédent.  Voici  d'ail- 
leurs riuelques  applications  de  la  méthode  générale  que  nous  venons 
d'indiquer. 

573.  Nous  avons  vu  (370)  que  la  somme  des  fiices  d'un  trièdre  était 
toujours  comprise  entre  zéro  et  quatre  angles  droits.  Cherchons  le  tliéii- 
rènie  correspondant,  ou,  comme  on  dit,  le  théorème  cnrréhitif.  Consido- 
rons  à  cet  oirct  le  trièrlro  supplénicniaire  du  proposé  ;  «',  h',  r'  étant  ses 
faces,  on  a 

Par  suite.  A,  B,  C  étant  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  nu  a 

ou 

(i>A  +  B-i-C>2. 

Ainsi,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  I>n"s  mut  irréeliv,  'a 
simule  lies  angles  dièdres  esl  comprise  entre  deux  dniils  et  six  droits. 

Nous  avons  vu  encore  (5C7)  que,  dans  loi;t  trièdre,  la  plus  grande  face 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  :  quel  est  le  théorème  ror- 
rélalîf? 

Soient  a\li',c'  les  faces  du  trièdre  supplémentaire  du  trièdre  considéré. 
a'  étant  la  plus  grande,  on  a 

n' ..::  /.'  +  f  '  ; 
par  suite,  si  A,  B,  C  sont  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  aura 
ïï-A<(2-B]+(^.-C),     ou    A  +  ^>B  +  r.. 

D'ailleurs,  le  supplément  d'un  angle  diminuant  quand  cet  angle  augmente, 
A  doit  être  le  plus  petit  des  dièdres  A,  B,  C,  puisque /i'  est  la  plus  grande 
des  faces  a',  b\  c'.  Donc,  enfin,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  : 
Dans  tout  trièdre,  le  pUis  petit  angle  dièdre,  migmeiité  de  dciis:  di-oiis, 
est  plus  grand  que  la  simime  des  deux  autres  dièdres. 

576,  En  résumé,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois 
dièdres  donnés  A,  B,  C,  il  faut  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits,  et  que  le  plus  pelit  augmenté  de  deux  droits  soit 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres. 
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Ces  conditions  sont  si'JJ!ia/iies ;  car,  quand  elles  sont  remplies,  les  sup- 
plémenls  ii\  b\  c'  des  angles  donnés  A,  B,  C  satisfont  aux  deux  condi- 
tions du  n°  571.  On  peut  donc,  avec  les  trois  faces  «',  b\  c',  construire 
un  trièdre  ;  par  suite,  en  construisant  le  trièdre  supplémentaire  de 
fdiii-ly,  on  aura  un  trièdre  dont  les  dièdres  seront  les  angles  donufe 
A,  B,  C. 

THÉOEÈME. 

577,  Deux  angles  Inèdres  sont  égaux  : 

i"  Lorsqu'ils  onl  itiie  face  figale  adjacente  à  deux  anglrs 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semhtableinent  disposés; 

9."  Lorsqu'ils  ont  an  angle  dièdre  égal  compris  entre  Jeux 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées; 

3°  Lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  el 
semblablement  disposées; 

4°  Lorsqu'ils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chm  un 
et  semblablement  disposés. 

i"  Soient  les  deux  trièdres  SABC  ei  S'A'B'C  {fg.  33o).  I>ar 
Iiypothèse,  la  face  ASB  est  égale  à  la  faceA'S'B',  ies  angles 

Fie.  3Bo, 


dièdres  SA  ei  S'A'  soiH  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  dièdres 
SB  et  S'B'.  On  suppose  en  oiilre  que  la  disposition  est  la 
même,  c'esl-à-dire  que,  si  un  observateur  dont  la  tête  est  en  S, 
le  dos  appuyé  sur  la  face  ASB  et  le  regard  dirigé  vers  SC,  a 
l'arête  SA  à  sa  gauche  ei  l'arêle  SB  à  sa  droite,  un  autre  observa- 
teur, dont  la  tête  serait  en  S',  le  dos  appuyé  sur  la  face  A'S'B' 
et  le  regard  dirigé  vers  S'C,  aurait  l'arête  S' A' à  sa  gauche  et 
l'arête  S'B'  à  sa  droite. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  irièdres  sont  égaux,  c'est-à- 
dire  superposables.  En  effet,  si  l'on  place  la  faceA'S'B'  sur  son 
égale  ASB,  de  façon  que  S'A' coïncide  avec  SA  et  S'B' avec  SBr 
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i'ai'ùic  S'C  tom'je,  ^ar  rapport  au  |ibii  AS!Î,  du  miîiiic  côté 
(j!ie  se,  saiis  quoi  lu  disposiUon  des  clânienl^  sei'aîl  diEféreiUe 
d;ins  les  deux  iriédrcs.  Alors,  les  diiidrc:;  S\  et  S'A'  élant 
Cf;;iux,le  plan  A'S'C's'appliviuesur  le  plan  ASC;  de  môme,  les 
dièdres  SB  cl  S'IÎ'  élaiit  égaux.,  le  plan  B'S'C  s'uppIUiue  sur  le 
plan  ESC;  donc,  enfin,  les  arêt!;s  S'C  et  SG  se  eonfondcnl  et 
les  deux  ti-îèdrcs  coïncident. 

2"  Ledeiixième  cas  résulte  du  précédeoi,doni  il  est  le  coiré- 
fcï(/[375).  En  etfel,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des 
pi'uposésoni  une  fuce  égale  adjacente  à  deu>;  dièilres  respectî- 
venicnl  égaux  et  scniblablemenl  disposés  ;  ils  sont  donc  siiper- 
posables  ei,  par  suite,  il  en  est  de  même  des  trièdres  prj- 
m il  ifs. 

D'ailleurs, la  démonsiration  directe «"offi'e aucune  difficulté; 
on  voit,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédenl  (  i").  que 
la  superposition  est  possible,  si,  conformément  à  riypothèse, 
la  disposition  des  éléments  est  la  même. 

3"  Pour  le  troisième  cas,  on  pourrait  prouver  par  l'ab- 
surde que  le  dièdre  S3,  par  exemple,  est  égal  au  dièdre  S'B', 
en  s'appujant  sur  le  secon'l  théorème  énoncé  au  n"  50i), 

Voici  d'ailleurs  une  démonstration  directe  : 

Soient  SABCet  S'A'B'C  les  deux  trièdres;  il  suflll  évidem- 
ment de  démontrer  l'égalité  de  deux  dièdres  homologues,  des 
dièdres  SA  et  S'A',  par  exemple. 

Supposons  d'abard  que  les  deux  faces  ASB,  ASC,  qui  com- 
prennent le  dièdre  SA,  soient  deux  angles  aigus.  Eu  un  point 
quelconque  0  de  l'arête  SA,  formons  {flg.  33i)  l'angle  plLm 


correspondant  à  l'yngle  dièdre  SA;  en  d'autres  termes,  élevons 
par  le  point  0  des  perpendiculaires  sur  SA  dans  les  plans  ASB 
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Cl  ASC;  los  angles  APB  el  ASC  élaiU aigus,  cesperppiiilicuiaires 
rencontrent  les  arèlfs  t-Bet  ?C  on  deux  j.oinlsMeiNquenous 
juindrons  par  uni^  ligne  droite.  Prenons  S'O'  =  SO  et  consErui- 
sons  de mt^me  en  0' l'angle  plan  M'0'N'dudiè:'re  S'A'. Il  s'agit 
de  démontrer  l'égalité  dos  deux  angles  plans  MON  el  M' O'N'. 
Or  les  deux  triangles  rectangles SOM,  S' O'M'soiil  égaux  comme 
ayaiil  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  :  il  en  est  do 
luème  des  triangles  SON  et  S'O'N'  ;  par  suite,  les  deux  trian- 
gles SMN,  S'M'^"'  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux,  et  enfin  les  deux  triangles  OMN,  O'M'N'  ont  lesuois 
nûfés  égaux  chacun  à  chacun.  L'égalité  de  ces  derniers  triangles 
entraîne  celle  des  deux  angles  SiON,  M'O'N'. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  angles  ASB  el  ASC, 
([ui  comprennent  le  dièdre  SA,  soient  quelconques,  et  prenons 
six  longueurs  égales  SA  =  SU =SC=S''A'= S' C =5' C,  à  partir 
des  sommets,  sur  les  arêtes  des  deux  trièdrcs  [_^'g.  332). 


Les  Iriaiiglesisucèles  ASB  et  A'S'Ji',  BSC  ei  B'S'C,  CSA  el 
es' A' sont  égaux  deux  à  deux  comme  ayant  un  angle  égut 
compris  entre  deux  côtés  égaux;  par  suite,  les  triangles  ABC, 
A'B'C  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun.  D'après  cela,  les  deux  trièdres  A  et  A'  ont  leurs  faces 
respectivement  égales;  d'ailleurs,  les  angles  SAB,  SAC,  qui 
comprennent  le  dièdre  AS,  sont  aigus  comme  angles  à  la  base 
de  triangles  isocèles;  donc,  en  vertu  du  raisonnement  fait  dans 
l'alinéa  précédent,  le  dièdre  AS  est  égal  au  dièdre  A'S'.  ! 

4°  Le  dernier  cas  résulte  du  précédent  dont  il  est  le  corré- 
latif- En  elïel,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des  proposés 
ont  leurs  faces  respectivement  égales  et semLlablement  dispo- 
sées; ils  sont  donc  superposablos,  el,  par  suite,  il  en  est  de 
même  des  trièdres  primitifs. 
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SCOLIE. 

578.  Si,  dans  chacun  des  quatre  cas  examinés,  la  disposi- 
lion  des  éléments  égaux  était  difl'érenle  dans  les  doux  irièdres, 
il  n'y  aurait  plus  égalité,  mais  seulement  symétrie.  En  effet, 
ïoieni  ï  Cl  T' les  deux  liièdres  proposés,  et  T,  le  symétrique 
de  ï,  c'es£-à-dii'0  celui  que  l'on  déduit  de  ï  en  prolongeant 
SCS  arêtes  au  delà  du  sommet  f^îg'.  33o).  Lestrièdresï  ciT,  onl 
leurs  éléments  égaux  et  inversement  disposés;  par  suite, 
comme  T  et  T'  remplissent  par  hypothèse  toutes  les  conditions 
(le  l'un  des  cas  d'égalité,  sauT  celle  relative  à  la  disposition  des 
parties  égales,  les  iiièdres  T'  et  T,  satisferont  à  toutes  les  con- 
ditions de  ce  cas  d'égalité  :  ils  seront  donc  superposables  ;  d'où 
l'on  voit  que  T'  est  alors  superposable  au  symélrii]ue  de  T. 

579.  Nous  avons  suffisamment  signalé  dans  le  courant  de  ce 
paragraphe  l'analogie  entre  certaines  propriétés  des  tricdres  et 
des  triangles  rectiltgnes.  Il  importe  toutefois  d'observer  en  ter- 
minant que,  si,  à  toute  propriété  des  triangles  répond  une  pro- 
|)riété  des  trièdres,  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  par  exemple, 
tandis  que  l'égalité  des  angles  dièdres  de  deux  trièdres  entraîne 
l'égalité  de  leurs  faces,  l'égalité  des  angles  de  deux  triangles 
n'eniratne  que  la  proportionnalité  des  côtés. 


g  VIII.  -  APPENDICE. 

OUAimiLATÈRE    GAUCHE. 

SSCI.  On  dit  qvi'un  quadrilatère  ABCD  (/g-,  333)  est  giiur/ic-\orsquc  scp 
quatre  cotés  ne  sont  pas  dans  un  môme  plan.  Pour  obtenir  une  pareille 
figure,  il  suffit  d'assembler  deux  triangles  ABC,  ADC,  ayant  un  côté  com- 
mun AC,  de  façon  que  leurs  plans  ne  coïnddenl  pas. 

THÉORÈME. 

581 .  Quand  un  pion  P  rencontre  les   quatre  calé.'!  d'un  ijuadrilnlère 

gnur/w  ABCD  en  quatre  points  n,  h,  c,  d  [fig.  333  ),  on  a  la  rctalwn  seg- 

nA    iB    çC    rfp  _ 
«B'tC'cD^/A  -"'"'■ 
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En  piïe.t,  en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis  (310)  aux  deux 
riiiTigles  ABC  et  AïlC  coupés  rcspeclivomcnt  par  les  deus  transversales  ab 


1^ 


cl '■(;,  et  remarquant  que  les  deux  droites  ab  et  cd  se  rencontrent  nu 
point  I  où  la  diagonale  AC  perco  le  plan  P,  on  a  les  égaillés 

aj.    ^    eÇ  _  h:    .H)   E_A  _ 

«^  ■/.(:'  f"Â  ^  '  '      rO  ■  rTÂ  Te  ~  '  ' 

dont  le  produit  est  précisément  la  relation  (  !)■ 

582,  [lÉciPfiOi)UiîJiË\T,  si  sur  les  qiuiirc  côtés  d'un  quadrilatère  gauche 
ABCD,  on  prend  quatre  points  n,  b,  c,  d,  tels  qu'on  ait  larelatioii  [i),ces 
quatre  points  sont  dans  an  même  plan  [Jîg.  334  )■ 

Car  le  plan  P,  déterminé  par  les  trois  poinis  b,  c,  d,  rencontre  le  côté  AB 
en  u!i  point  n\  tel  qu'on  ait  (S81  ) 


«'B    bC    cD    rfA 

La  comparaiwn  de  celte  relation  avec  la  relation  (  i  ),  qui  a  lieu  par 
hvpolhèse,  donne 

ak  _a[k_ 

rtB  "  .ni  ' 

rt  celle  proportion  entraîne  (303)  la  coïncidence  des  points  n'  et  a. 
Corollaires. 
5S3.  La  relation  (  i  )  est  satisfaite  lorsqu'on  a 

£A  _  çD  b^  _<IK 

«B"^C  bi:.^  d\) 

De  là  ce  théorème  :  Si  une  première  droite  ae  divise  proportionnelle' 
ment  deux  côtés  opposés  AB  et  'DQ.d'im  quadrilatère  gauche  kW.V),  et  si 
une  seconde  dmite  bd  divise  proportionnellement  les  deux  autres  côtésW. 
et  AD,  ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan  {Jîg.  334  )  ■ 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  transversal  P  est  parallèle  aux  deus 
côtés  opposés  BC  et  AD,  les  deux  poinis  b  tV  d  passent  à  l'infini,  les 
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fliiiK'iiliilèrc  gMiclw  ADCD,  dk-isi   iinipiinii>i:nci!ciu>i:t  ti'i  tlcit.i   man:- 

h..  ilûm0(iitr,.tiûii  directe  do  ce  tlu'orème  tsl  daillci'rs  (rès-sinijilc  : 
si,  par  chacune  des  (iroites  BC  et  AD,  on  ima[;ii;e  un  plan  parailèlc  w. 
plan  P,  (in  a  deux  droites  AB  ut  CD  coupt'es  jiar  trois  plana  piirjIlL'Io  : 
donc  (."lO),  Ole. 

iU'i'i;  roi;iirmr'i!t  :  Ti'rni:  tlroile  ne,  qui  dïvhe  pr-'jiorlhnm  Vaiwnl drti.i 
i-ô(r..  o/i/iii>:i-,  AB  Cl  CD  il'iw  iiiiailril.itpip gaïK-lic  AUCP,  rstsiliice  ilansui. 
filiiK  iHindloh  mi.rdmix  tiMics  côtés  AD  cl  BC.  Car,  si  l'on  imagine  le  pliiT' 
meni'  par  c  pHraJléleraent  bus  droite? AD  et  BC,  ce  plan  doit,  en  verlu  •}.':. 
tlifiorème  direct,  diviiicr  le  côté  AB  enparticsi.roporllonnelleeîicCctf'i; 
co  pl.;n  contient  donc  le  poini  a  et,  par  siii[e,  la  druile  r.c. 


BR(.  Il  est  aisé  di.'  voirqne,  lurnrjiie  qiiulri-  pltnix  A.  B,  C,  D  pnvucul 
par  iii/e  niùiic  dniitp,  le  rapport  anharmor.ique  du  fidicrau  de  iiuiifir 
droilcx  dclcrminé  par  un  plein  triimvcrfal  i/iii/lcom/iie  csl  uuk'pcndiinl  de 
la  fmnitlon  de  ce  plnit  IransvrrxaL  Car  les  quatre  droilcs  o,  h,  f,  </,  d,'- 
lerminci>s  parnn  premier  plan  P,  et  les  quaire  droiies  <•',  h\  <■',  d,  dé- 
terminées par  un  second  plan  P',  se  coupent  dens  à  deux  enquaire  points 
a,  p,  7,  S,  situés  sur  l'intersection  des  deux  pl^nsP  cl  I'',  et  le  riipport 
anharmonique  des  points  a,  p,  7,  S  est  é^al  [321)  à  celui  des  Jroit's 
a,  h,  c,  d,  iiussi  bien  qu'à  celui  des  droites  n\  b',  c',  il'. 

D'après  cela,  on  d;.nne  lo  nom  de  nippurt  iiiihiinito/dijue  d'un  fid.'m.ii 
de  ipiiiire  plans  passant  par  une  même  droile  à  tout  rapport  anharmo- 
nique dn  faisceau  de  quatre  droites  délerminé  par  un  plan  transversal 
quelconque. 

58S  Dirsfjtie  quatre  plans  paasi  lit  par  une  même  dniile,  tuule  trnus- 
teisuU  le\  rencniitre  en  quatre  points  dont  le  rapport  nnlmrmoniijue  est 
c^al  n  iilui  des  quatre  plarts.  Car  ces  deus  rapports  ne  sont  autres  que 
celui  du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  quolconquo 
contenant  la  transversale  (321,  S8i). 

Un  faisceau  de  quatre  plans,  A,  B,  C,  D,  passant  par  une  mèms 
droite,  est  dit  Imimoidquc  lorsque  le  rapport  anharmonique  [A,  B,  C,  D) 
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(le  CCS  qaiilrc  plans  pst  égal  à  —  i.  Alors,  tout  plan  transversal  on  tonte 
sécanle  liétermîno  un  systcmo  iiannoniqiie  de  (piatre  droilcs  ou  de 
qiialL'c  |ioinliJ. 


SSC.  Le  tbéortme  du  u"  S2Î,  relatif  à  la  projection  d'une  droite  sur  un 
plan,  Bubsistu  lorsque  les  projetantes  des  divers  points  de  la  droite  sont 
obliques  au  plan,  pom-vu  qu'elles  soient  parallèles  entre  elles  o«  qu'elles 
divergent  d'un  même  point  de  l'espace;  car  les  projetantes  sont  encore, 
dans  l'un  ou  l'autre  cas,  situées  toutes  dans  le  plan  de  l'une  d'elles  et  de 
la  droite  que  l'on  projette. 

On  est  ainsi  conduit  à  étendre  le  sons  du  mot  prnjecdnn. 

La  projection  m  d'un  point  M  sur  un  plan  P  est  dite  orthngonale, 
oblique  ou  centrale,  suivant  que  la  projetante  Mm  est  perpendiculaire 
au  plan  P,  ou  qu'elle  est  parallèle  à  une  direction  fisc  oblique  à  ce  plan, 
ou  enOn  qu'elle  est  issue  du  point  fixe  S  de  l'espace. 

La  projection  orUiogonale,  oblique  ou  centrale  d'une  figure  est  le  lieu 
des  projections  orthogonales,  obliques  ou  centrales  de  ses  divers  points, 
en  supposant,  bien  entendu,  dans  les  deux  derniers  cas,  que  la  direc- 
tion oblique  des  projetantes,  ou  que  le  centre  S  de  projection  ne  change 
pas  quand  on  passe  d'un  point  à  un  autre  de  la  figure  que  l'on  projette. 

\ji perspective  d'une  figure  sur  un  tableau  P  n'est  autre  chose  que  la 
projection  centrale  de  cotte  figure  sur  le  plan  P,  la  position  de  l'œil 
étant  prise  pour  centre  S  de  projection. 

D'après  cela,  le  théorème  du  n"  583  peut  encore  être  énoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Lorsque  quatre  divites  concoufantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
si  l'on  construit  leur  projection  orthogonale,  oblique  ou  centrale,  sur  un 
plan  quelconque,  on  obtient  quatre  droites  concourantes  dont  le  rapport 
anliarmoniqiie  est  égal  à  celui  des  quatre  premières. 

Le  Ihéoi'ème  du  n"  530,  relatif  aux  projections  de  deux  droites  paral- 
lèles, subsiste,  ainsi  que  la  démonstration,  pour  la  projection  oblique: 
mais  il  cesse  d'être  vrai  pour  la  projection  centrale.  Nous  allons,  à  celle 
occasion,  donner,  sur  la  projection  centrale  ou  perspective,  quelques 
définitions  et  quelques  principes  fondamentaux  qu'il  est  indispensable 
de  connaître. 

K87.  On  nomme  droite  de  front  toute  droite  parallèle  au  tableau,  et 
plan  de  front  tout  plan  parallèle  au  tableau. 

On  appelle  trace  d'une  droite  D  le  point  t  où  elle  renconlro  lo  ta- 
bleau P  {fig.  335),  et  trace  d'un  plan  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan 
coupe  le  tableau.  Une  droite  de  front  n'a  pas  de  trace,  ou  plutôt  sa  trace 
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cal  à  l'infini  ;  il  en  esl  do  mâmc  d'un  plan  de  front.  Quand  une  droite  SF 
passe  par  le  centre  S  de  projection,  sa  perspective  se  réduit  à  un  point/, 
qui  est  sa  trace.  Quand  un  plan  passe  par  le  centre  de  projection,  tous 
les  points  do  ce  plan  ont  donc  leurs  perspectives  sur  la  trace  du  plan. 

On  nomme  poiitt  de  fuite  d'une  droite  D  non  parallèle  au  tableau  la 
Iroee  /de  la  parallèle  S/ menée  à  cette  droite  par  le  centre  S  de  projec- 
tion. Quand  un  point  M  s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  droite  D,  la 
projetante  SM  de  ce  point  tend  vers  la  position  S/,  et  la  perspective  m 
du  point  M  lend  vers  /;  le  point  de  fuite  /d'une  droite  D  est  donc  la 
perspective  du  point  à  l'iniini  de  cette  droite. 

Lorsque  plusieurs  droitesD,V  ^M" , ...,  non  par-allèles  ou  tableau,  sont 
parallèles  entre  elles,  elles  ont  le  mémo  point  de  fuite  ;  leurs  perspec- 
lifes  d,  d',  rf" , . . .  concourent  donc  en  ce  point/. 

Une  droite  de  front  A  n'a  pas  de  point  de  fuite,  ou  plutôt  son  point  de 
fuite  est  à  l'infini;  elle  a  pour  perspective  luie  droite  S  gui  lui  est  parai' 
tcie,  car  son  plan  projetant,  passant  par  une  droite  A  parallèle  au  tableau, 
coupe  le  tableau  suivant  uue  parallèle  S  à  cotte  droite.  Il  résulte  do  là 
i|ue,  si  plusieurs  droites  de  front  sont  parallèles,  lews  perspectives  sont 
parallèles. 

\'\'i.  33J.  Fig.  336. 


Les  droites  de  front,  parallèles  entre  elles,  ne  sont  pas  les  seules  droites 
qui  aient  leurà  perspectives  parallèles.  Pour  que  des  droites  D,  D', 
V  ,...{Jig.^'i^)  aient  leurs  perspectives  d,d\d" , ...  parallèles  entre  eUes, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elles  rencontrent  lu/e  même  droite  de  front  SU  pas- 
sant par  le  centre^  de  projection.  En  effet,  la  condition  est  nécessaire; 
car,  si  les  traces  d,  d',  d',..,  des  plans  projetants  Std,  St'd',  St'rf" 
sont  parallèles,  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  SU  parallèle 
(bOO)  à  d,  d',  d\  . .  -,  c'est-à-dire  suivant  une  droite  de  front  qui  ren- 
contre chacune  des  droites  D,  D',  D", La  condition  est  suffisante  1 

car,  si  elle  est  remplie,  les  plans  projetants  SaD,  Sa'D',  Sn'D', .  ■ . , 
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liassant  tous  par  une  même  droite  de  front  SU,  auront  leurs  traces  d,  d', 
d",  . . .  parallèles  à  coite  droite  (495).  On  retombe  sur  le  même  résultat 
que  celui  obtenu  dans  le  cas  très  particulier  signalé  d'abord,  lorsque  les 
droites  D,  D',  Vf,  ...  rencontrent  à  l'infini  la  droite  de  front  SU. 

588.  On  appelle  ligne  de  fuiie  d'un  plan  Q,  non  parallèle  au  tableau  P, 
la  trace  FFi  du  plan  Qi.  mené  par  le  centre  S  de  projection  parallèle- 
ment au  plan  Q  {^.  337  ).  Plusieurs  plans  parallèles  ont  donc  la  mémo 
ligne  de  fuite. 

Fig.  337. 


Quand  une  droite  D  est  parallèle  à  un  plan  Q  ou  située  dans  ce  plan, 
ton  point  de  fuite  f  est  sur  la  ligne  de  fuite  FFi  du  plan;  car  la  paral- 
lèle S/à  D,  menée  par  S,  est  contenue  dans  le  plan  Qi  (497). 

Les  points  à  l'inRni  de  foutes  les  droites  du  plan  Q  ont,  d'après  cela, 
leurs'perspectivessurlalignede  fuite  FFide  ce  plan  et,  comme  la  per- 
spective d'une  ligne  plane,  dont  le  plan  ne  contienl  pas  le  centre  S  de 
projection,  n'est  une  droite  qu'autant  que  cette  ligne  est  droite  elle- 
même,  on  voit  qa'on  est  conduit  à  considérer  tous  les  points  à  l'infini 
d'un  plan  Q  comme  étant  en  ligne  droite.  On  nomme  cette  droite  la 
droàe  de  l'infini  du  plan  Q. 
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LES   POLYÉDISES. 


-  PROPniÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 
DU  PRISME. 


5S9.  On  appelle  polyèdre  tout  corps  torminé  de  toutes  pans 
par  des  plans. 

Ces  plans,  en  se  limitaiu  mutuellemenl,  déltirmineni  les 
ar^les,  les  faces  et  les  sommc/s  lia  poljèdre.  Les  angles  diè- 
dres et  polyèdres  formés  par  les  faces  sont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  de  la  (igure.  Le  polyèdre  a  pour  diagonales  les 
droites  qui  unissent  deux  sommets  quelconques  non  situés 
sur  une  même  face. 

On  a  donné  des  noms  particuliers  à  certains  polyèdres  d'a- 
près ic  nombre  de  leurs  faces  :  ainsi,  tout  polyèdre  ayant 
quatre  faces  est  un  tétraèdre.  Le^  noms  hexaèdre,  octaèdre, 
dodécaèdre,  Icosaèdre  correspondent  aux  polyèdres  de  six, 
huit,  douze,  vingt  faces. 

590.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  reste  tout  entier 
d'un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces  prolongées  indéfini- 
ment. 

Une  droite  quelconque  ne  peut  rencontrer  la  surface  d'un 
polyèdre  convexe  en  plus  de  deux  points.  Car  tout  plan  mené 
suivant  cette  droite  rencontre  nécessairement  la  surface  du  po- 
lyèdre suivant  un  polygone  convexe  (26),  dont  le  contour  a, 
avec  la  droite  donnée,  les  mêmes  points  d'intersection  que  la 
surface  du  polyèdre. 

Dans  ce  qui  suit,  il  n'est  question  que  de  polyèdres  convexes. 
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591.  Parmi  les  polyèdres,  on  distingue  le/j/ïsmeel la/jjra- 

Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans  pa- 
rallélogrammes réunis  entre   eux  par   deux  faces  opposées 
égales  et  parallèles. 
On  construit  un  prisme  de  la  manière  suivante  : 
Soit  if  g-  338)  ASCDE  un  polygone  plan  quclconiiue.  Par  le 
sommet  A,  menons  extérieurement  au  plan  de  ce  polygone  la 


droite  AF  et,  par  le  point  F,  un  plan  parallèle  au  plan  AIJCDli; 
puis,  par  tes  sommets  B,  C,  D,  E,  traçons  jusqu'à  la  rencontre 
du  plan  mené  par  le  point  F  les  droites  BG,  CH,  DI,  EK,  pa- 
rallèlesà  AF.  Ces  droites  sont  toutes  égales  k  AF  (  309};  toutes 
les  faces  ABGF,  BCIIG,  CDIH,  ele.,  sont  donc  des  parallélo- 
grammes. De  plus,  les  deux  polygones  parallèles  ABCDE, 
FGIIIK  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles. Le  polyèdre  obtenu  est  donc  un  prisme, 

592,  Si  la  droite  AF  est  perpendiculaire  au  plan  ABCDE,  le 
prisme  est  droit;  sinon,  il  est  oblique. 

I.es  droites  AF,  BG,  Cil,  ...  sont  les  arêtes  latérales  du 
prisme,  et  la  somme  des  faces  parallélogrammes  ABGF, 
BCHG,    . . .    forme  son  aire  latérale. 

Le  prisme  a  pour  bases  les  deux  polygones  égaux  et  paral- 
lèles ABCDE,  FGIIIK,  et  sa  hauteur  est  la  distance  des  plans 
de  ses  deux  bases. 

503.  Dans  un  prisme  droit,  chaque  arête  latérale  est  égale 
à  la  hauteur.  Les  faces  latérales  d'un  prisme  droit  sont  des 
rectangles. 
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Dans  un  prisme  oblique,  la  hauteur  est  moindre  que  l'arèlo 
latérale. 

Un  prisme  ré^^ulier  est  un  prisme  droit  qui  a  pour  bases  des 
polygones  réguliers. 

594,  Suivant  que  les  bases  d'un  prisme  sont  des  triangles, 
des  quadrilatères,  des  pentagones,  des  hexagones,  etc.,  k 
prisme  est  dit  triangulaire,  quadrnngulaire ,  pentagonal , 
hexagonal,  etc. 

593.  Parmi  les  prismes  quadrangulaires,  on  dislingue  ceîui 
qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes,  et  on  lui  donne  le 
aom  de  parallélipipède.  Toutes  les  faces  d'un  parallélipipède 
sont  des  parallélogrammes  {Jig.  SSgj. 

Un  parallélîpîpède  peut  élre  droit  ou  oblique  (592 1- 

l'armi  les  parallélipipèdes  droits,  on  distingue  le  parallé- 
lipipède  rectangle,  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes 
les  faces  d'un  parallélipipède  rectangle  sont  des  rectangles 
[fig-  34o). 

On  nomme  cube  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  bases 
et  les  faces  latérales  sont  des  carrés,  nécessairement  égaux 

i.f'S-iM- 

On  remarquera  que  la  perspective  déformant  les  angles,  la 
fig.  34o.  représente  aussi  bien  un  porallélipipcde  droit  qu'un 
parallélipipède  rectangle- 


Fijj.  a 

/  ■ 

/ 

Fij.  J4i 

/l 

r- 

/ 

E 

596.  De  même  qu'on  appelle  dimensions  d'un  rectangle  les 
longueurs  de  deux  côtés  adjacents,  on  appelle  dimensiomA'xin 
parallélipipède  rectangle  les  longueurs  de  trois  arêtes  conti- 
guës,  c'est-à-dire  partant  d'un  même  sommet.  Le  parallélipi- 
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[lède  rectangle  AG  {fig-  5^o)  a  pour  dimensions  les  longueurs 
des  ai'èles  AB,  AD,  AE. 

THÉORÈME. 

597.  Les  faces  opposées  d'un  parallélipipède  sont  égales  el 
parallèles. 

Soil  [fig.  349  )  le  parallélipipède  AG.  Ses  bases  ABCD,  EFGIl 
sont,  par  définiiion,  des  parallélogrammes  égaux  el  parallèles. 

Fip,  35  j. 


Il  faut  donc  prouver  seulenionl  f[i.ie  deux  faces  latérales  op- 
posées, ADIIE  el  BCGF  par  exemple,  remplissent  la  même 
condition.  Or,  AD  et  lïC  soni  égaux  et  parallèles  comme  côtés 
Oj-'posés  du  parallélogramme  ABCD  ;  AE  et  BF  sont  aussi  égaus 
el  parallèles  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme  ABFE. 
Par  suite,  les  deux  angles  DAE  et  CBF  sont  égaux  et  leurs 
plans  sont  parallèles.  Les  deux  parallélogrammes  ADTIE, 
BCGF  sont  donc  égaux  et  parallèles. 

Corollaires. 
SOS.  Le  parallélipipède  étant  un  prisme  compris  sous  six 
faces  parallélogrammes  dont  les  opposées   sont  égales  ei  pa- 
rallèles, on  peut  prendre  pour  bases  d'un  parallélipipède  deux 
faces  opposées  quelconques  (  591  ). 

599.  Tout  plan  qui  rencontre  deux  faces  opposées  d'un 
parallélipipède  le  coupe  suivant  un  parallélogramme.  Soit  le 
plan  IKLM  [fîg.  343)  qui  rencontre  les  deux  faces  oppo- 
sées ADIIE  et  BCGF  du  parallélipipède  AG.  Les  côtés  opposés 
de  la  section  IKLM  éiani  parallèles  comnae  intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupes  par  un  troisième,  celte  section 
est  un  parallélogramme. 


,  Google 


GOO.  Pour  construire  un  paraUéliiiipède  sur  trois  droites 
lioniiécs  Alî,  Al),  AE,  partaiil  d'un  m6me  point  A  et  nonsi- 
tucps  dans  un  même  plan  [ftg.  342),  il  suffil  de  mener  par 
l'exirémité  non  commune  de  chacune  de  ces  droites  un  pïan 
parallèle  au  plan  des  deux  autres.  Ainsi,  par  le  point  E,  on 
conduira  un  plan  parallèle  au  plan  BAD,  par  le  point  D  un  plan 
parallèle  au  plan  BAE,  par  le  point  B  un  plaR  parallèle  au 
plan  DAE.  Le  polyèdre  compris  sous  les  si':  plans  considérés 
sera  un  parallélipipMe. 

Tllf:OIlÈME. 
601,  Dans  un  paraîlélipipède,  les  quatre  diagonales  >e  coti- 
pent  niuiueUeinent  en  parties  ê.j^alcs. 

Fis,  343. 


■« 


\!^ 


Soient  (/g-.  343)  le  paraîlélipipède  Ad  et  ses  quatre  diagonales 
AG,  CE,  BII,  Dr.  Les  deux  côtés  AE  et  CG  étant  égaux  et  pa- 
rallèles, la  HgureACGEest  un  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales AG  et  CE  se  coupent  inuiuellemeni  au  point  0  en  par- 
lies  égales.  La  Qgure  ABGH  étant  aussi  un  parallélogramme, 
les  diagonales  AG  et  BII  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales,  c'est-à-dire  au  point  0  milieu  de  AG,  On  prouverait  de 
même  que  la  quatrième  diagonale  I)F  passe  au  point  0  et  y 
est  divisée  en  parties  égaies. 

SuoLrEs, 

G02.  On  appelle  centreiïun  parallélipiiiède  le  point  de  ren- 
contre de  ses  quatre  diagonales. 

Toute  droite  KL  passant  par  le  point  0  et  limitée  à  la  sur- 
face du  paraîlélipipède  AG  {fig.  343}  est  divisée  au  point  0 
en  deux  parties  égales.  En  effet,  le  plan  déterminé  par  cette 


>y  Google 


LIVRE   VI.    —    LES   POLYÈDRES.  ')■] 

ilroite  et  la  diagonale  A(i  eoiipe  les  deux  faces  opposées  ADHE 
cl  BCGF  suivaril  les  parallèles  AK  ci  GL;  les  deux  triangles 
AOK,  GOL  sont  donc  égaux. 

603.  Si  le  parallélipipède  proposé  esl  rectangle,  tous  les  pa- 
rallélogrammes de  la  figure  deviennent  des  reciangles.  Le  pa- 
rallélogramme ABGII,  par  exemple,  esl  alors  un  rectangle, 
parce  que  l'arête  AC  esl  perpendiculaire  à  la  face  AIHIE.  Les 
diagonales  d'un  rectangle  étant  égales,  les  quatre  diagonales 
d'un  parallélipipède  reclangte  sont  égales. 

604.  Dans  l'Iiypoilièse  précédente,  les  inangles  llAB,  IIDA, 
élanl  rectangles,  on  a 

i!ÏÏ'=  AÏi  -+-  Âïi,   An  ---  ÂD  H-  ÙH'  =  ad' -l-  âë'. 

Vàt  suiie, 

SH'^ÂÏï'-hAD'H-ÂE'. 

Donc,  le  carré  de  ta  diagonale  d'an  parallélipipède  rectan- 
gle est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  s<?s  trois  dimensions. 

Un  cube  étant  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  dimen- 
sions sont  égales,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal 
à  trois  fois  le  carré  de  son  arête. 

TIIÉOliÈME. 
GOo.  Les  sections  faites  dans  r/n  prisme  par  deux  plans  pa- 
rallèles sont  deux  polygone 


Soienl  {ftg.  344}  le  prisme  AH  et  les  sections  LMNOP, 
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QRSTU,  faites  par  deux  plans  parallèles.  Les  côlés  de  ces  sce- 
llons sonl  deux  à  doux  parallèles  comme  inlerseciions  de  deux 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  et  égaux  comme  pa- 
rallèles comprises  entre  parallèles.  Les  deux  polygones  ob- 
t.ciuis  oQt  donc  il  la  fois  leurs  angles  égaux  et  leurs  côtés 

ConoiLAiiiES. 

fiOC.  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  base  du  prisme, 
la  section  obtenue  est  égale  à  cette  base. 

En  supposant  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  iiu 
delà  des  bases,  la  démonstraiion  précédente  s'applique,  que 
les  sections  soient  îmérieures  ou  extérieures  au  prisme,  et 
même  lorsqu'elles  sont  en  partie  intérieures  cl  en  partie  exté- 
rieures. Il  suffit  que  les  i)la)is  sécants  rcnconircni  toutes  les 
r.rètes  latérales. 

SCOLIE. 

607.  On  appelle  seclion  droite  d'un  prisme  la  section  déter- 
minée dans  ce  prisme  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  arèlcs 
Luér^îes. 


TllÉORiiiyE. 
603.  L'aire  latérale  d'an  prisme  a  poar  mesure,  le  produit 
du  périmÈIre  de  sa  seclion  droite  par  son  arêle  hiténde. 


Soient  (/g.  3/i5)  le  prisme  AU  et  sa  section  droite  LMNOP. 
Les  côtés  de  cette  section  droite  sont  les  hauteurs  des  paral- 
lélogrammes qui  forment  l'aire  latérale  du  prisme,  et  ces  pa- 
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rallélogrammes  ont  pour  bases  égales  les  arêtes  lalérales  du 
polyèdre.  La  somme  tie  leurs  mesures  sera  donc 

AF.LM  +  BG.MN+.-.^KE.PL 

^AF'.LM  +  MN  ...  +PL). 

Corollaire. 

609.  Si  le  prisme  esl  droit,  sa  section  droite  est  égale  à  sa 
base  et  son  arête  latérale  à  sa  hauteur  (606,  593).  L'aire  laté- 
rale d'un  prisme  droit  a  donc  pour  mesure  le  produit  du  péri- 
mètre de  sa  base  par  sa  hauteur. 

SCOLIE. 

610.  En  ajoutant  à  l'aire  latérale  d'un  prisme  deux  fois  l'aire^ 
de  sa  base,  on  obtient  son  aire  lolale. 

is  II.  —  VOLUME  DU  PRISME. 


611.  On  appelle  volume  d'un  polyèdre  Véiendue  du  lieu 
qu'il  occupe  dans  l'espace  indéfini. 

Quand  deux  poljèdres  peuvent  coïncider,  ils  sont  égaux. 
Quand  deux  polyèdres  ont  des  volumes  égaux  sans  pouvoir 
coïncider,  on  dit  qu'ils  sont  équivalents. 

Pour  démontrer  que  deux  polyèdres  convexes  coïncident,  il 
suffit  de  prouver  qu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

012.  Si  l'on  détache  une  portion  d'un  prisme  par  un  plan 
incliné  à  sa  base,  le  polyèdre  restant  est  un  prisme  tronqué. 
La  section  obtenue  est  la  base  supérieure  du  ironc  de  prisme. 

THÉOEÈME. 

613.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hau- 
teursont  égaux. 

Car,  si  l'on  fait  coïncider  les  bases  intérieures  de  ces  prismes, 
leurs  arêtes  latérales  prendront  deux  à  deux  la  même  direc- 
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lion  (518),  el  comme  elles  sont  égales  à  la  hauieur  donnée,  les 
bases  supérieures  des  deux  prismes  coïncideront  aussi. 


614.  La  dcmonstralion  précédente,  s'applique  au  cas  de 
deux  prismes  droits  tronqués  de  même  base,  lorsque  leurs 

arêtes  latérales  sont  égales  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

615.  Toul  prisme  oblique  est  équivalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  pour 
hauteur  son  arête  latérale. 

Soit  (/g-.  346)  le  prisme  oblique  ACCDEFGHIK  ou  AH.  Par 
un  poiniG' de  l'arête  BG,  mêlions  la  section  droite  F' G'H'I'K'. 


Prolongeons  l'arête  lîG  au-dessous  de  la  base  ABCDE  d'une 
longueur  I{B'=  GG',  et  par  le  point  B'  menons  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  la  section  droite.  Les  intersections  de  ce  plan 
avec  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  détermineront 
un  polygone  A'B'C'D'E'  égal  (606)  au  polygone  F'G'H'l'K'. 
La  ligure  A'B'C'D'E' F'G'HTK'  ou  A'II'  sera  donc  un  prisme 
droit  ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  Ail 
et  pour  hauteur  son  arête  latérale  BG;  car  on  a  B'G'  =  BG, 
puisque,  par  construction,  BB'  =  GG', 

Ceci  posé,  le  volume  compris  entre  la  base  inférieure  du 
prisme  oblique  AH  el  la  base  supérieure  du  prisme  droit  A'H' 
estcoraraunauxdeux  prismes.  Pour  démontrer  l'équivalence  de 
ces  deux  prismes,  il  sufiit  donc  de  démontrer  l'égalité  des  deux 
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(loljcdrcs  OU  prismes  droits  ironqués(Ci3)  A'B'C'D'E'ABCDE 
ou  A'CctF'G'iri'K'FGlIIKouF'H.  Celle  égalité  résulte  i m- 
mëdîalemontde  la  remarque  faite  au  n^Bli;  caries  deuxbasrs 
A'B'C'D'E',  F'G'iri'K'  sont  égales,  ainsi  que  les  arêtes  cor- 
respondanlcs  A'A  eiF'F,  B'B  et  G'G,  etc.  A'A,  par  exempli', 
est  l'arête  latérale  ou  ia  hauteur  du  prisme  droit  A'H',  dimi- 
nuée de  AF',  et  F' F  est  l'arête  latérale  du  prisme  oblique  Alï, 
diminuée  de  la  même  quantité. 

THÉOilÈME. 

61(î,  Le  plan  mené  par  deux  aréles  latérales  opposées  d'a:i 
parallélipipède  le  partage  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
valents. 

'^'^'l  iJ'S'  3'i7)  '^  parallélipipède  quelconque  AG.  Le  plan 
A.EGC,  mené  par  les  arèies  opposées  AE  et  CG,  partage  ce  pa- 
rallélipipède en  deux  prismes  triangulaires  AECEFG,  ACDEGll, 

dont  il  s'agit  de  démontrer  l'équivalence, 

Fin,  i-'i-]. 


Menons  la  section  droite  du  parallélipipède  AG.  Celte  section 
OKLM  est  un  parallélogramme  (599);  et  les  deux  triangles 
égaux  KLM,  KMO,  suivant  lesquels  la  diagonale  KM  la  divise, 
sont  respectivement  les  sections  droites  des  prismes  xiBCEFG, 
ACDEGII. 

Or,  le  prisme  triangulaire  ABCEFG  est  équivalent  au  prisme 
droit  ajanl  pour  base  KLM  et  pour  hauteur  AE  (  G15);  de  même, 
le  prisme  triangulaire  ACDEGIJ  est  équivalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  KMO  et  pour  hauteur  AE.  Les  deux  prismes 
droits  énoncés  étant  égaux  (613),  les  deux  prismes  triangu- 
laires ABCEFG,  ACDEGH  sonl  équivalents,  cl  chacun  d'eux 
est  la  moitié  du  parallélipipède  AG. 
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THÉORÈME. 

C17.  i"  Si  deux  pcirallélipipèdes  rectangles  de  même  base 
ont  des  hauteurs  égales,  ils  sont  égaux. 

2°  Si  trois  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
tels,  que  la  hauteur  du  premier  soit  égale  à  la  somme  des 
hauteurs  des  deux  autres,  le  premier  parallélipipède  est  égal 
à  la  somme  des  deux  autres. 

En  effet  : 

1"  Soient  {Jîg.  348)  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  AG 
ctA'G',  dont  les  bases  ABCD.A'B'C'D'sonl  égales,  ainsi  que 
les  hauteurs  AE  et  A'E'.ces  deux  iiarailélipipèdes  rectangles 
seront  égaux  couirac  prismes  droîls  ayani  même  base  et  même 
liauteur  (613). 


2"  Soient  (^g.  348)  les  trois  parallélipipèdes  rectangles  AN, 
A'G',  E''N',  dont  les  bases  ABCD,  A'B'C'D',  E"1'''G"II"  sont 
égales,  et  dont  les  hauteurs  AL,  A'E',  E"L',  satisfont  à  la  con- 
dition 

AL  =  A'E+E"L'; 

le  parallélipipède  rectangle  AN  est  égal  à  ia  somme  des  deux 
autres.  Car,  si  l'on  prend  sur  AL  une  longueur  AE  égale  à 
A'E'  et  qu'on  mène  par  le  point  E  une  section  EFGll  paral- 
lèle à  la  base  ABCD,  EL  sera  égale  à  E''L',  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse énoncée.  Par  suite,  des  deux  paraliélipipèdes  rectan- 
gles AG,  EN,  qui  composent  le  parallélipipède  rectangle  AN, 
le  premier  sera  égal  au  parallélipipède  rectangle  A' G',  et  le  se- 
cond au  parallélipipède  rectangle  E''N'  (1°). 
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Corollaires. 

C18.  La  rapport  de  deux  paratlélipipèdes  rectangles  de 
même  base  est  égal  au  rapport  de  leurs  hauteurs;  en  d'autres 
let'mcs,  le  volume  d'un  parallétipipède  rectangle  de  base  con- 
stante est  proportionnel  à  sa  hauteur. 

Car  le  ihéorème  précédent  prouve  qu'un  parallélipipède 
rectangle  de  base  constante  et  sa  hauteur  satisfont  au\  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  {voir  Note  I)  pour  qu'il  y  ail 
proportionnalité  entre  ces  grandeurs. 

Dire  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont  même  base, 
c'est  dire  qu'ils  ont  deux  dimensions  communes  (596)  La  con- 
clusion précédente  peut  donc  être  énoncée  de  cette  manière  : 

Deux  parallélipipèdes  rectangles,  qui  ont  deux  dimensions 
communes,  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimensions, 

U  résulte  de  là  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  quel- 
conques sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  trois 
dimensions,  puisque  une  grandeur  proportionnelle  à  plusieurs 
autres  varie  proportionnellement  ii  leur  produit  (Note  I). 

6t9.  L'une  des  dimensions  d'un  parallélipipède  rectangio 
étant  prise  pour  sa  hauteur,  le  produit  des  deux  autres  dimen- 
sions mesure  sa  base  (419).  Donc,  deux  parallélipipèdes  rec- 
tangles quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits  respec- 
tifs de  leur  hase  par  leur  hauteur. 

TIIÉORËME. 
620.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  a  pour  me- 
sure le  produit  du  nombre  qui  mesure  sa  base  par  le  nombre 
qui  mesure  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend  pour  unités  d'aire  et 
de  volume  le  carré  et  le  cube  construits  sur  l'unité  de  lon- 
gueur. 

En  effet,  soient  [Jig.  3^8)  AN  le  parallélipipède  rectangle  à 
mesurer  et  A' G'  le  cube  dont  le  côté  A'B'  =  A'D'  =  A'E'  re- 
e  l'unité  de  longueur  :  on  a  (  619) 

AN   _     ABCO        AL 
A'G'^A'It'G'D'A'E'" 
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Or,  ilaiis  lo  syslèmo  il'unilés  adopté,  le  premier  membre  de 
celte  relation  est  égul  au  nombre  qui  mesure  le  volume  AN 
et  les  rapports  qui  composent  le  second  membre  sont  .espec- 
tivenieiit  égaux  aux  nombres  qui  mesurent  la  base  et  la  hau- 
teur du  parallélipipède  reulangle  proposé.  Donc  le  nombre 
qui  mesure  le  volume  du  parailéiipipôde  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  sa  base  et  sa  hauteur.  Ainsi, 
en  désignant  CCS  trois  nombres  par  V,  B,  II,  on  a  la  formule 

V:.-  D.II. 

On  préfère  énoncer  ce  théorème  usuel  d'une  manière  plus 
rapide,  quoique  incorrecte,  en  disant  ;  le  volume  d'un  paral- 
lélipipède rectangle  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

ScOLll.S, 

62t  En  se  reportant  au  n°  til8,  le  rapport  du  paraUélipipèds 
rectangle  AN  au  cube  A'G'  peut  s'écrire 

A'U'^A'li''A'D''Â'K'' 

Les  rapports  qui  composent  le  second  membre  élani  respecti- 
vement égaux  aus  nombres  qui  mesurent  les  arêtes  conligucs 
du  parallélipipède  rectangle,  on  voit  que  le  nombre  qui  me- 
sure le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  égal  au  pro- 
duit des  nombres  qui  mesurent  ses  trois  dimensions.  En 
d'autres  termes,  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est 
égal  an  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Ce  second  énoncé  n'est  applicable  qu'au  parallélipipède 
rectangle;  nous  allons  prouver,  en  terminant  ce  paragraphe, 
que  le  premier  (620),  oii  entrent  expiicilement  ia  base  et 
la  liauleur  du  parullélipipôde,  est  applicable  &  loua  les 
prismes. 

62-2.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  la  troisième  puissance 
de  son  arête.  De  là,  le  nom  de  cube  donné  à  la  troisième  puis- 
sance d'un  nombre. 

623.  Le  volume  d'un  parrallélipipède  rectangle  est  encore 
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égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  bauieur,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  volume  le  parallélipipède  rectangle  ayant  pour 
base  l'unité  d'aire  quelle  qu'elle  soil  el  pour  hauteur  la  lon- 
gueur prise  pour  uniié  de  hauteur. 

THÉORÈME. 

62.'i..  Le  volume  d'un  parallélipipède  quelconque  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soil  (/g-.  349)  le  parallélipipède  quelconque  AG  ayant  pour 
base  ABCD  ou  EFGH  et  pour  hauteur  la  perpendiculaire  EP 
abaissée  du  sommet  E  sur  le  plan  ABCD.  Menons  par  le 
point  E,  dans  le  plan  EFGH,  la  perpendiculaire  EM  à  I!G.  Si 

Flg.  3:^9, 


/^     /^ 

/  A  /  / 

d/      Ma    c/       A 

\y  â^\ 

l'on  prend  la  face  AEH1>  pour  base  du  parallélipipède  pro- 
posé (598),  son  arête  latérale  sera  EF,  et  sa  section  droite  (607) 
sera  le  parallélogramme  EMQR  déterminé  par  le  plan  MEP. 
Le  parallélipipède  AG  sera  donc  équivalent  au  parallélipipède 
droitRKayant  pour  base  la  section  droite  EMQR  et  pour  hau- 
teur l'arête  EF  (615). 

Cela  posé,  reproduisons  à  part,  pour  plus  de  clarté  {^g.  349) 
ce  parallélipipède  droit  RK,  et  construisons  un  parallélipipède 
rectangle  PK  ayant  pour  dimensions  EF,  EM,  EP.  Le  paral- 
lélipipède droit  RK  et  le  parallélipipède  rectangle  PK  ainsi 
déterminé  présentent  seulement  comme  parties  non  com- 
munes les  deux  prismes  droits  qui  ont  pour  hauteur  EF  01 
pour  bases  ies  deux  triangles  égaux  EPR,  MVQ.  Ces  deux 
prismes  étant  égaux  (613),  les  deux  parallélipipèdes  seront 
équivalents  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  du  parallélipi- 
pède quelconque  AG  ei  du  parallélipipède  recungle  PK.  Donc, 
R.  et  OE  C.  -  Tr.  de  Géom.  {If  Parlie).  5 
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le  produit  EF.EM.EP,  qui  exprime  la  mesure  (621)  du  pa- 
rallélipipèdc  reciangle  PK,  mesure  aussi  le  volume  du  paral- 
lélîpipède  quelconque  AG.  Or,  EF.EM  mesure  la  base  EFGH 
de  ce  paralléiipipède,  el  EP  est  sa  hauteur. 

Donc,  enfin,  le  volume  du  paralléiipipède  quelconque  AG 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

THÉORÈME. 
625.  Le  volume  d'un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


1"  Soit  [fig.  35o)  le  prisme  triangulaire  ABCEFG.  Par  Tex- 
trémité  A  de  l'arêic  AB,  menons  le  plan  ADHE  parallèle  à  la 
face  BCGF,  el  par  l'extrémité  C  de  l'arcte  lîC  le  plan  CDHG 
parallèle  à  la  face  ABFE;  prolongeons  en  même  temps  les 
deux  bases  du  prisme  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  plans.  On 
obtiendra  ainsi  (600)  le  paralléiipipède  AG  construit  sur  les 
trois  droites  BA,  BC,  BF.  La  face  ACGE  du  prisme  triangu- 
laire considéré  étant  un  plan  diagonal  du  paralléiipipède  AG, 
ce  prisme  en  sera  la  moitié  (616).  Donc,  le  volume  du  paral- 
léiipipède AG  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD 
par  sa  hauteur  EP  (624),  le  volume  du  prisme  triangulaire 
ABCEFG  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit,  c'est-à- 
dire  le  produit  de  sa  base  ABC,  moitié  du  parallélogramme 
ABCD,  par  sa  hauteur  EP. 

2"  Soit  [Jtg.  35i  )  un  prisme  quelconque  ABCDEFGHIK.  On 
le  décompose  en  prismes  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  diagonaux  par  l'arête  AF  et  chacune  des  arêtes  CH,  DI. 
Ces  prismes  triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC, 
ACD,  ADE,  qui  composent  la  base  du  prisme  donné,  et  leur 
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hauteur  commune  esl  celle  !l  du  prisme.  La  somme  de  leurs 
mesures  (  i"j 

ABC.H+ACD.H-fADE.H, 

ou  la  mesure  du  prisme  AI,  sera  donc  égale  au  produit  de  sa 
base  AliCDE  par  sa  hauteur  II, 


ConoLLAinES. 
626.  En  désignant  par  V,  B,  H  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'un  prisme,  sa  base  et  sa 
hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V^B.II. 

Donc,  deux  prismes  de  bases  équivalentes  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents;  deux  prismes  sont  entre  eux  comme 
les  produits  respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur;  deux 
prismes  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs; 
deux  prismes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 


6-27.  APPLICATION.  —  Un  bassina  la  forme  d'an  prisme  hexa- 
gonal régulier  de  o",  ■]5  de  hauteur,  le  côté  de  la  base  hexago- 
nale est  égal  à  i  mètre;  calculer  la  capacité  du  bassin. 

L'aire  de  la  base  du  prisme  considéré  étant  six  fois  l'aire 
du    triangle    équilatéral    de   i   mètre    de   côté    est    égale   à 

^^(427)  OU  à  ^"''-^.  En  appliquant  la  formule  V=B.H, 
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on  aura  donc  pour  le  volume  cherché 

\   -_:  -~  .O,  7J  —  -y-  -  -——^ 

à  I  décimètre  cube  près. 


=  .-,946, 


-  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÈilALE 
DE  LA  PYÏiAMIDE. 


628.  La  pyramide  esl  un  polyèdre  dont  l'une  des  faces  est 
un  polygone  quelconque,  et  dont  toutes  les  autres  faces  sont 
des  triangles  ajaiit  pour  bases  respectives  les  différents  côtés 
de  la  face  polygonale  et,  pour  sommet  commun,  un  point  ex- 
térieur à  cette  fjce- 

Fi".  Ïâ2. 


\insi,  soit  {fig.  35a)  un  polygone  .\ltCDE  et  un  point  S 
pris  hors  du  plan  de  ce  polygone.  Le  corps  limité  par  la  face 
polygonale  ABCDE  et  par  les  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCI),  SDE,  SEA  esl  une  pyramide. 

029.  La  pyramide  SABCDE  a  pour  base  le  polygone  ABCDE 
et  poar  sommet  le  point  S.  Sa  /lauleurei^l  la  dislance  du  som- 
met S  à  la  base  ABCDE,  c'esl-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Les  droites  SA,  SB,  SC,  . . .  sont  les  arêtes  latérales  de  la 
pyramide,  et  la  somme  des  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  -  .  -  constitue  son  aire  latérale. 

C30.  La  pyramide  esl  régulière  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  dont  le  centre  se  confond  avec  le  pied  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide. 
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Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  néeessai- 
rement  égales,  comme  obliques  s'écarlanl  également  du  pied 
de  la  hauteur;  ses  faces  latérales  sont  donc  des  triangles  iso- 
cèles tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces  triangles 
est  Vapolhème  de  la  pyramide  régulière. 

631.  Suivant  que  la  base  de  la  pyramide  est  un  iriangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.,  la  pyramide 
est  dite  triangulaire,  quadrangulaire,  pentagonale,  hexago- 
nale, etc. 

632.  Toute  pyramide  triangulaire  ajant  quatre  faces,  on  lui 
donne  souvent  aussi  le  nom  de  tétraèdre  (589). 

D'après  la  définition  générale  de  la  pyramide,  on  voit  qu'on 
a  le  droit  de  prendre  pour  base  d'un  tétraèdre  telle  face  qu'on 
veut;  le  sommet  du  tétraèdre  est  alors  le  sommet  opposé  à  la 
base  choisie. 

Les  tétraèdres  sont  dans  ta  Géométrie  de  l'espace  ce  que 
les  triangles  sont  dans  la  Géométrie  plane.  On  fixe  la  position 
d'un  point  sur  un  plan  en  le  rattachant  par  un  Iriangle  à  deux 
points  donnés.  On  fixe  la  position  d'un  point  dans  l'espace  en 
le  ratlachanl  par  un  tétraèdre  à  trois  points  donnés. 

633.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faces  latérales,  le  polyèdre  compris  enire  la  section 
obtenue  et  la  base  de  la  pyramide  est  uhg  pyramide  tronquée 
ou  un  tronc  de  pyramide. 

Si  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  de  la  base  de  la  py- 
ramide, le  tronc  de  pyramide  est  dit  à  bases  parallèles. 
Fig.  353. 


Soit  {_fig.353)  la  pjTamide  SABCDE.  Coupons  cette  pyra- 
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midc  par  le  plan  abcde  parallèle  à  la  base  ABCDE,  el  compris 
enire  celle  base  et  ie  somniei  S.  La  section  abcde  et  la  base 
ABCDE  sont  les  bases  du  ironc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
ABCDEabcile.  La  hauteur  du  tronc  est  la  dislance  conslanie 
des  plans  de  ses  deux  bases.  Les  segments  A«,  C^,  Ct,  . .  -, 
sont  ses  arêtes  latérales,  el  son  aire  latérale  est  la  somme  des 
trapèzes  ABab,  BCbc,  CDcd, 

634.  Si  la  pyramide  considérée  est  régulière,  le  tronc  de 
pyramide  à  bases  parallèles  qui  lui  correspond  esi  un  tronc 
de  pyramide  régulier. 

THÉORÈME. 

635.  Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à 
sa  base  : 

1°  Ses  arêtes  latérales  el  su  hauteur  sont  divisées  en  parties 
p  rop  orlionnelles; 

3"  La  seclion  est  un  polygone  semblable  à  la  base  de  la  py- 
ramide. 

Fis,  M- 


1°  Soil  (Jig.  354}  la  pyramide  SABCDE  coupée  par  le  plan 
abcde  parallèle  à  sa  base.  Ce  plan  rencontre  les  arèies  laié- 
rales  SA,  SB,  SC,  . . . ,  et  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  aux 
points  a,  b,  c, . . .,  h.  Deux  plans  parallèles  coupant  en  parties 
proponionnelles  une  série  de  sécanies  issues  d'un  même 
point  (511),  on  peut  écrire  immédiatement 

SA  ~  Sl(  ^  se  SU  ■ 
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a"  Les  polygones  ABCDE  et  abcde  ont  leurs  côlés  deux  à 
deux  parallèles  {495)  et  dirigés  dans  le  môme  sens.  Les  angles 
homologues  de  ces  polygones  sont  donc  égaux  [506),  De  plus, 
le  iiarallélisme  de  leurs  côtes  entraîne  la  similitude  des  trian- 
gles SAB  cl  S(i6,  SBC  et  S6c, Par  suile, 

AB^^SB'     SB""1JC' 
d'où 

AB~BC' 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'on  a 

bc cd de,  __ea 

ÏÏC  '  CD  ""  i)Ë  ^  ËÂ' 

Les  polygones  ABCDE  el  abcde,  ayant  leurs  angles  égaux  et 
leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

Corollaire. 
636.  La  similitude  des  triangles  SAB  et  %ab  donne 
ab  _  S« 
ÂB~SÂ 
ou,  d'après  ce  qui  précède, 

ab^sh" 

La  similitude  des  polygones  ABCDE  et  abcde  donne  à  son 
tour 

abcde    _  ab 
ABCDE  ^7^'' 


c'est-à-dire  que,  dans  une  pyramide,  les  sections  parallèles  à 
la  base  et  la  base  elle-même  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide. 
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SCOIIE. 

637.  Si  l'on  coupe  une  iiyiamide  régulière  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base,  la  section  abcde,  étant  semblable  à  la  base 
ABCDE,  est  aussi  un  poljgogne  régulier.  Comme  les  arêtes  la- 
térales d'une  pyramide  régulière  sont  égales,  il  en  est  de 
même  des  arêtes  du  tronc  de  pyramide  régulier  obtenu.  Les 
faces  latérales  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  sont  donc  des 
trapèzes  isocèles  tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de 
ces  trapèzes  est  Vapothème  du  tronc  de  pyramide. 

THÉORÈME. 

638,  Lorsque  deux  pyramides  ont  des  hauteurs  égales,  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  parallèlement  à  leurs  bases 
et  à  la  même  dislance  de  leurs  sommets  sont  proportionnelles 
aux  bases  des  deux  pyramides. 


Soient  [fig.  355)  les  deuxpyramidesSABCD,S'A'B'C'.  dont 
les  hauteurs  SH  et  S' H'  sont  égales.  Prenons  SA  =  S'A'  et, 
par  les  poinis  h  et  h',  menons  la  section  abcd  parallèle  à  la 
base  ABCD  et  la  section  a' i't' parallèle  à  la  base  A'B'C'.Nous 
aurons (636) 


aicd       S/i          a'b'c'        S'// 
ABCU      gg.'     A'B'C  ^sTÏT-' 

c'est- 

-dire, 

en  vertu  de  l'hypothèse  et  de  la  construction, 
abcd        a'b'c' 
ABCD      A'B'C' 

,  Google 


G39.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  obtenues  sont  équivalentes. 

THÉORÈME. 
6V0.  L'aire  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  me- 
sure la  moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  son  apo- 

thème. 

Fia.  35e. 


Soil  [fig.  356)  la  pyramide  régulière  SABCDE.  Les  triangles 
isocèles  et  égaux  qui  composenlsa  surrace  latérale  ajaiitres- 
pectivement  pour  bases  les  côtés  AB,  BC,. .  -,  EA  de  la  base 
de  la  pyramide,  et  pour  hauteur  son  apoihème  SH  (630),  la 
somme  des  aires  de  ces  triangles,  c'est-à-dire  l'aire  deman- 
dée, a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des 
côtés  AB,  BC,...,  E\  par  l'apothème  SH,  c'est-à-dire  la  moi- 
tié du  produit  du  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide  par  son 
apothème. 

SCOLIE. 

Cil.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  périmètres  de  ses 
deux  bases  par  son  apothème. 

Soil  ijig.  356)  le  tronc  depyramide  régulier  ABCDEabcde. 
Les  trapèzes  isocèles  et  égaux  qui  composent  son  aire  latérale 
aiant  respectivement  pour  bases  les  côlés  AB  et  ab,  BC  et 
bc,  ...,EK  et  ea,  des  bases  du  tronc  de  pyramide,  et  pour 
hauteur  son  apothème  H/f  (C37),  la  somme  des  aires  de  ces 
trapèzes,  c'est-à-dire  l'aire  demandée,  aura  pour  mesure  le 
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lirodiiit  lie  la  demi-somme  des  côtés  AB  el  ab,  lîG  cl  ^c,  . . . , 
EA  et  ea,  par  l'apoliième  Wk,  c'est-à-dire  le  produit  de  !a 
demi-somme  des  périoièlres  des  deux  bases  du  tronc  de 
pyramide  par  son  apothème. 


§  IV.  VOLUME  DE  LA  l'ViS.AMIDE. 
THÉORÈME. 


642.  Deux  pyramides  triangulaires  de  bai 
et  de  hauteurs  égales  sont  équivalentes. 


Nous  diviserons  la  démonstration  en  deux  parties. 

I"  Considérons  {fig.  357)  ""^  pyramide  triangulaire  SABC. 
Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  n  de  parties  égales 
SK,  KG,  GD,  DA  et,  par  les  points  de  division  K,  G,  D,  menons 
des  plans  parallèles  au  plan  de  la  base  ABC,  Soient  KML, 
GIH,  DFE,  les  sections  faites  dans  la  pyramide  par  ces  plans. 
La  parallèle  menée  par  M  à  SA  sera  située  dans  le  plan  déter- 
miné par  le  point  M  et  la  droite  SA,  c'est-à-dire  dans  le  plan 
de  la  face  SAC;  elle  rencontrera  donc  GI  en  un  certain  point  T, 
tandis  que  la  parallèle  menée  par  L  à  S.A  rencontrera  à  son 
tour  la  droite  GH  en  un  certain  point  R.  La  figure  KMLGTR 
sera  alors  un  prisme  inscrit  dans  la  tranche  KMLGIH,  et  l'on 
obtiendra  de  même  les  prismes  GIHDQP,  DFEAON,  inscrits 
dans  les  tranches  suivantes  GiHDFE,  DFEACB. 

Cela  posé,  nous  allons  prouver  que  la  somme  S  des  volumes 


,  Google 


LIVRE   VI.    —    LES   POLÏÈimES.  ?■> 

des  prix  m  en  insciUsdans  les  diverses  tranches  de  la  pyramide 
SABC  a  pour  limite  le  volume  de  cette  pyramide;  lorsque  le 
nombre  n  croit  indéfiniment. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que  les  droites  SK,  LR,  HP,  EM, 
étant  égales  et  parallèles,  les  figures  SKLR,  LRHP,  HPEN, 
sont  des  parallélogrammes;  les  segments  Kl\,  IIP,  PN,  sont 
donc  parallèles  à  l'arête  SB,  et,  comme  l'extrémilé  de  chacun 
d'eux  est  l'origine  du  suivant,  ils  appartiennent  tous  à  une 
même  droite  KN  parallèle  îi  SB.  Les  points  K,  T,  Q,  O,  sont, 
également,  sur  une  même  droite,  KO  parallèle  à  l'arête  SC. 
Il  en  résulte  que  la  figure  AKON  est  an  tétraèdre  dont  la  base 
est  parallèle  à  celle  du  tétraèdre  primitif  ASCB  (632),  qui 
diffère  d'autant  moins  de  ce  tétraèdre  que  la  division  SK  est 
plus  petite,  et  qui  coïncide  avec  lui  à  la  limite,  lorsque  " 
croit  indéfiniment,  puisque,  dans  cette  hypothèse,  SK  tend 
vers  zéro.  Mais  le  volume  fixe  ASCB  et  les  volumes  AKON  et 
S  qui  varient  avec  n  satisfont  évidemment,  pour  toute  valeur 
(le  l'entier  n,  aux  inégalités 

AKON<S<ASCB. 

Donc,  puisque  AKON  a  pour  limite  ASCB,  la  somme  S  tend 
vers  cette  même  limite. 

2°  Considérons  maintenant  (yï^.  SSy)  deux  pyramides  trian- 
gulaires SABC,  S'A'B'C,  de  hases  équivalentes  et  de  même 
hauteur.  Si  l'on  place  les  hases  ABC,  A'B'C,  sur  un  même 
plan,  de  façon  que  les  sommets  S  et  S'  soient  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  ces  sommets  seront  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  commun  des  bases.  Si  l'on  opère  alors  sur  la  pre- 
mière pyramide  SABC  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  en  me- 
nant des  plans  parallèles  au  plan  commun  des  bases  par  les 
points  de  division  de  l'arête  SA  supposée  divisée  en  n  par- 
ties égales,  ces  plans  partageront  aussi  SA'  en  n  segments 
égaux  entre  eux  et,  à  chaque  tranche  de  SABC  et  au  prisme 
qui  y  est  inscrit,  correspondront  une  tranche  de  S'A'B'C  et 
un  prisme  inscrit  dans  celte  tranche.  Mais  doux  prismes  in- 
scrits correspondants,  tels  que  GIHDQP,  C'I'H'D'Q'P',  sont 
équivalents  {626);  car,  leurs  bases  GIH,  GTH',  sont  équi- 
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valenles  (C39),  el  leurs  liauleurs  sont  les  mômes  puisque 
les  bases  supérieures  sont  dans  un  môme  plan  aussi  bien 
que  les  liases  inférieures.  Donc,  la  somme  des  volumes 
des  prismes  inscrits  dans  la  pyramide  SABC  est,  quel  que 
soit  l'enlier  71,  égale  à  la  somme  des  volumes  des  prismes 
inscrits  dans  la  pyramide  S'A'B'C;  et,  comme  chacune  de 
ces  sommes  a  pour  limite  le  volume  de  la  pyramide  cor- 
respondante lorsque  n  croît  indéfiniment  (i"},  les  volumes 
de  ces  pyramides  sont  égaux  (till). 


643.  Lev( 
produit  de  s- 


1"  Soit  (fig.ZSS)  la  pyramide  triangulaire  EABC.  Par  les 
sommets  A  et  C,  menons  les  droites  AD  et  CF,  parallèles  à 
l'arête  BE,  jusqu'à  leurs  rencontres  D  et  F  avec  un  pian  mené 
par  le  sommet  E  parallèlement  à  la  base  ABC  de  la  pyramide. 
Le  polyèdre  ABCDEF  sera  un  prisme  triangulaire  ayant  même 
baiie  et  même  hauteur  que  la  pyramide  proposée. 

Si  l'on  fait  passer  un  plan  par  les  trois  sommets  T),  E,  C,  le 
prisme  triangulaire  ABCDEF  se  trouve  décomposé  en  trois  py- 
ramides triangulaires  EABC,  EDCA,  EDCF.  La  première  est  la 
pyramide  donnée.  Les  deux  autres  sont  équivalentes  (642), 
car  elles  ont  même  hauteur  et  leurs  bases  sont  équivalentes 
comme  moitiés  du  parallélogramme  ACFl).  Or,  si  l'on  prend 
la  face  DEF.  pour  base  de  la  pyramide  EDCF,  son  sommet  est 
le  point  G.  Celte  pyramide  a  donc  même  base  et  même  hau- 
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leur  que  ie  prisme  ABCDEF  ;  elle  esl  donc  équîvalenie  à 
la  pyramide  EABC. 

Les  trois  pjramides  doni  se  compose  le  prisme  ABCDEF 
élanl  équivalentes,  ciiacune  d'elles  est  le  tiers  de  ce  prisme. 
Or,  le  volume  du  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  le  volume  de  la  pyramide  EABC  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2"  Soit  (/g"- 359)  la  pyramide  polygonale  SABCOE.  On  la 
décompose  en  pyramides  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  par  l'arête  SA,  et  chacune  des  arêtes  SC,  SD.  Ces  pyra- 
mides triangulaires  ont  pour  bases  les  Iriangles  ABC,  AGD, 
ADE,  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  donnée,  et  leur 
hauteur  commune  esl  celle  de  cette  pyramide.  La  somme  de 
leurs  mesures  ou  la  mesure  de  la  pyramide  SABCDE  sera  donc 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  SO. 

COUOLLAIHES. 

CM.  En  désignant  par  V,  B,  H  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'une  pyramide,  sa  base  et 
sa  hauteur,  on  a  !a  formule  général  e 

V  =  ^  B.IL 

Donc,  toule  pyramide  esl  le  tiers  du  prisme  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Deux  prramides  quelconques  de  bases 
équivalentes  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes.  Deux  py- 
ramides sont  entre  elles  comme  les  produits  respectifs  de  leur 
base  par  leur  hauteur.  Deux  pyramides  de  même  base  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases. 

64.5.  Quand  un  tétraèdre  est  régulier,  son  volume  s'exprime 
en  fonction  de  son  arête  a. 

Un  léiraèdre  régulier  est  compris  sous  quatre  triangles 
équilatéraux  égaux.  Sa  base  a  donc  pour  expression  [427) 

Sa  hauteur  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
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iiyanl  pour  second  côié  de  l'angle  droit  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  iriaiigle  de  base,  c'est-à-dire  — >  et  pour  hypoté- 
nuse  Tarèle  a  du  tétraèdre.  Cette  hauteur  est,  par  suite, 


/ï 


On  a  donc,  pour  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  fonction 
de  son  arâte, 

"  3'  4    y/3  "  "  12  ■ 

Exemple. 
Quel  est  le  volume  du   tétraèdre  régulier  dont  l'arête  est 
1  mètre? 
On  a 


à  yCenlimélre  cube  prés. 

SCOLIE. 

646.  Pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre,  il  suffit  de  dé- 
composer ce  polyèdre  en  pyramides,  de  calculer  les  volumes 
de  ces  pyramides  et  de  faire  la  somme  des  nombres  obtenus. 
Plus  généralement,  il  suffit  de  décomposer  le  polyèdre  pro- 
posé en  parties  telles,  que  l'expression  de  leur  volume  soit 
connue. 

Pour  opérer  la  décomposition  en  pyramides,  on  peut  choisir 
un  point  quelconque  dans  l'espace  et  le  joindre  à  tous  les 
sommets  du  polyèdre.  Les  bases  des  différentes  pyramides 
formées  sont  les  faces  du  polyèdre,  el  leurs  hauteurs  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  choisi  sur  ces  faces. 
I.e  volume  du  polyèdre  est  la  somme  arithmétique  ou  algé- 
brique des  volumes  des  pyramides  obtenues,  suivant  que  leur 
sommet  commun  est  lui-même  intérieur  ou  extérieur  au 
polyèdre. 
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Souvent  on  effectue  la  décomposition  en  prenant  pour 
centre  l'un  des  sommets  du  polyèdre,  c'est-à-dire  en  menant 
toutes  les  diagonales  qui  partent  d'un  même  sommet. 

Si  l'on  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  polyèdre  un  point  à 
égale  distance  de  toutes  ses  faces,  les  pyramides  qui  le  com- 
poseront auront  pour  hauteur  commune  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'une  des  faces,  el  le  volume  du 
polyèdre  aura  pour  mesure  te  ilers  du  produit  de  son  aire  par 
cette  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

647,  Un  tronc  de  pyramide  à  hases  parallèles  est  équiva- 
lent à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  com- 
mune la  hauteur  du  tronc,  el  pour  bases  respectives  les  deux 
bases  du  tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases. 

1°  Soit  {^g.  36o]  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases 
parallèles  ABCDEF. 


Les  plans  AEC,  DEC  le  partagent  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EDCF,  EDCA,  dont  nous  désignerons  les  vo- 
lumes respectifs  par  P,  P',  P". 

La  première  EABC  a  pour  base  la  base  inférieure  ABC  du 
tronc  de  pyramide,  et  elle  a  même  hauteur  que  ce  tronc, 
puisque  son  sommet  E  est  un  sommet  de  la  base  supérieure. 

Si  l'on  prend  le  point  C  pour  sommet,  la  seconde  pyramide 
EDCF  a  pour  base  DEF  la  base  supérieure  du  tronc,  et  elle  a 
même  hauteur  que  ce  tronc,  puisque  son  sommet  C  se  con- 
fond avec  un  sommet  de  la  base  inférieure. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  comparons-la 
successivement  aux  deux  autres. 
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Si  l'on  prend  le  point  C  comme  sommet  commun  des  deux 
pyramides  EABC,  EDCA,  elles  ont  même  hauteur  et  sont  entre 
elles  comme  leurs  bases  EAB,  ADE;  mais  ces  iriangles,  dont 
la  hauteur  est  aussi  la  même,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  AB  et  DE,  et  l'on  peut  écrire 

De  même,  si  l'on  prend  le  point  E  comme  sommet  commun 
des  deux  pyramides  EDCA,  EDCF,  elles  ont  même  hauteur  el 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DAC,  CDF,  ou  comme  les 
bases  AC  et  DE  de  ces  triangles,  qui  ont  aussi  même  hauteur. 
On  a,  par  suite, 

P  _  P  " 

P"  ~  P'  ■ 


p"=  .- 


P.P'. 


1-e  volume  de  la  troisième  pyramide  est  donc  la  moyenne 
proportionnelle  des  volumes  des  deux  premières,  c'est  à-dire 
que  la  pyramide  EDCA  équivaut  à  une  pyramide  ayant  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc,  el  pour  base  la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ses  deux  bases, 

2''Soit(;îê-- 361}  lo  tronc  de  pyramide  polygonaleGHIKLMNP. 


Ce  tronc  a  été  obtenu  en  coupant  la  pyramide  TGHIR  par 
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un  plan  parallèle  à  sa  base.  Prenons  un  point  Sa  la  même  hau- 
teur que  le  point  T  au-dessus  de  labaseGIlIK,  et  construisons 
duns  le  plan  de  cette  base  un  triangle  ABC  qui  lui  soit  équi- 
valent. La  pyramide  trianguLiire  SABC  sera  équivalente  à  la 
pyramide  polygonale  TGHIK  (64^1-).  Si  l'on  prolonge  le  plan 
(.SINP  jusqu'à  la  pyramide  SAEC,  il  déterminera  dans  cetle 
pyramide  une  section  DEF  équivalente  à  la  section  LMNP  (639)  ; 
les  deux  pyramides  SDEF,  TLMNP  seront  donc  aussi  équi- 
valentes. Par  suite,  le  troue  polygonal  GHIRLMNP,  différence 
des  pyramides  TGÏIIK,  TLMNP,  sera  équivalent  au  tronc  trian- 
gulaire AltCDEF,  différence  des  pyramides  SABC,  SDEF.  Et 
comme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la 
hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
ironc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  il 
en  sera  de  même  du  tronc  de  pyramide  polygonale  qui  a 
même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

Corollaires. 
648.  En  désignant  par  V,  B,  6,  h  les  nombres  qui  mesurent 
respectivement  le  volume  d'un  tronc  do  pyramide  à  bases 
parallèles,  ses  deux  bases  et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

ou 

{')  v  =  |(B-l-/,+  v'l!"ï)- 

Souvent,  au  lieu  de  donner  les  deux  bases  !'  et  /'.  ou  donne 
l'une  d'elles  B  el  le  rapport  -r-  de  deux  côtés  liomologiies  i!c 
ces  deux  bases;  on  a  alors 

Il  en  résulte 

''"  ^=-('+A  +  A.)- 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Céom.  (H-  Partie).  l5 
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Celle  formule,  irès-commode  dans  les  applications,  se 
trouve  dans  un  Traité  de  Léonard  de  Pise,  Sur  les  centres 
de  gravité. 


Les  bases  parallèles  d'un  tronc  de  pyramide  sont  deux 
hexagones  réguliers  ayant  respectivement  i  mètre  et  2  mètres 
de  cûlé,  sa  hauteur  est  égale  à  3  mètres  :  calculer  son  volume. 

On  a  dans  ce  cas 


Cl,  en  appliquant  la  Tormule  {1] 


à  I  ceniimèlre  cube  près. 

SCOLIES. 

649.  On  aurait  pu  employer,  pour  trouver  le  volume  d'un 
Ironc  de  pyramide  polygonale,  la  mciliode  de  décomposition 
déjà  suivie  dans  d'autres  cas  [625,  64-3);  mais  telle  marche 
exigeant  ici  la  vérification  d'une  formule  algébrique,  il  étail 
préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  de  transformation  en 
ligures  équivalentes. 

630.  On  peut  donner  au  mol  ironc  une  extension  utile. 

De  même  que  les  théorèmes  relatifs  ans  sections  d'un  prismcs'àtendent 
au  cas  où  elles  sont  extérieures  (606),  les  théorèmes  relatifs  aux  sections 
d'une  pyramide  (  635,  636)  s'étendent  au  cas  où  ces  sections  deviennent 
extérieures,  qu'elles  soient  faites  au  delà  du  sommet  ou  au-dessous  de  la 
base  de  la  pyramide  proposée.  Les  plans  sécants  doivent  seulement  rester 
parallèles  à  la  base  de  celte  pyramide. 

On  peut  distinguer  les  deux  cas  possibles  en  disant  que  les  sections 
faites  au-dessous  du  sommet  donnent  des  troncs  de  première  espèce,  et 
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que  les  sections  faites  au-dessus  du  sommet  donnent  des  Ironcs  de  secortifc 


l'our  évaluer  lovolur 


n  ironc  de  seconde  espèce  AIICDEF(y/g-.  30^), 


'f7>» 


il  suffit  d'effectuer  la  somme  des  pyramides  SA BC,  SDEF.  La  hauteur /i  du 
tronc  est  d'ailleurs  égale  a  la  somme  des  hauteurs  H  et  ti'  des  deux  py- 
ramides. On  a  ainsi,  en  conservant  les  notations  du  n"  6i8, 


^>-K'-x)- 


De  la  relation  (6i8,  ( 


3  A=(A+«)    ■   3   y       Â+Â"'j' 

Pour  un  tronc  de  seconde  espèce,  la  formule  du  volume  est  donc  !a 
ni6me  que  pour  un  tronc  de  première  espèce,  sauf  le  signe  de  la  moyenne 
proportionnelle.  On  passe  donc  de  l'une  à  l'autre  formule  en  cïiangeant  le 
signe  de  cetle  moyenne  ou  en  changeant  a  en  —  a. 
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On  aurait  pu  suivre  une  nnrclie  analigue  pour  wlciler  l'expression 
du  volume  d'un  tronc  do  pyramide  de  première  e-pice,  seulemonl.  au 
lieu  d'ajouier  les  pyramides  bABL  SDEF  il  aurait  fallu  les  relramlier 
i./î:?-36i). 

651.  PboblÈHE.  —  On  dnnnv  le  volume  V,  la  hauteur  h  et  lu  câté  kdc 
la  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  à  buses  parallèles  ,■  on  sup- 
pose tjtic  cette  base  est  un  hexagone  réf^ulicr,  et  l'on  demande  le  ià:è  r 
du  l'hcrogone  régulier,  base  supérieure  du  tronr. 

L'équation  du  problème  sera  réqualion  (2)  Jll  n°  OiS,  dans  Idquello  en 
romplaeera  a  par  l'inconnue  x,  c'est-à-dire 


■3  V     A    y) 


X'   ■   A    '  tik 

i.BS  racines  do  celte  équation  restent  imaginaires  tantqii'on  a  V  <  —  ; 
elles  deviennent  réelles  et  elles  restent  toutes  deux  négatives  tant  que  V 
est  compris  entre  -r  ^^~X'  ^"fm,  elles  sont  l'une  [jositive  etlau're  nc- 
j^ative,  lursqu  on  a  V  >  -^r-  ■ 

Dans  le  premier  cas,  le  problème  est  impossible  ;  dans  le  deuxième  cas, 
deux  troncs  de  seconde  espèce  répondent  à  la  question  ;  dans  le  troisième 
cas,  un  tronc  de  première  espèce  et  un  tronc  de  seconde  espèce  y  ré- 
pondent à  la  fois. 

Supposons,  par  exemple,  A=  t",  d'où  C  —  —";-■'  /' -   l'^V^^  1^' 

V  ~  2"".  L'équation  k  résoudre  sera 


La  racine  positive  est  x  =  o.aQS^G  à  7^7  de  millimètre  près;  la  racine 
négative  est  s:  =^  —  1,26376  avec  la  même  approsimalion.  Iji  première 
répond  à  un  tronc  de  première  espèce  ;  la  seconde,  prise  positivement. 
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h  un  ironc  de  seconde  espèce.  La  hauteur  de  la  pyramide  qui  correspond 
au  tronc  de  première  espère  est  (6S0) 

à  i  millimètre  prés.  Celle  do  la  pyramide  qui  correspond  au  tronc  do  se- 
conde espèce  est  (GJiO) 

à  Y  millimètre  près, 

THÉORÈME. 

632.  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  est  équivalent  à  la 

somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  la  base 

inférieure  du  tronc  et,  pour  sommets,  ceux  de  sa  basesupé- 

Soit  [fig.  363  )  le  tronc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF.  En 
menant  le  plan  ACE,  on  détache  du  Ironc  la  pyramide  trian- 
gulaire EABC,  quia  pour  base  ABC  etpoursommel  le  poinlE. 


Il  reste  la  pyramide  quadraiigulaire  ECABF.  En  menant  le 
plan  DEC,  on  la  partage  en  deux  pyramides  triangulaires  ECDA, 
ECDF. 

La  première  ECDA,  qui  a  pour  sommet  le  point  E  cl  pour 
base  CDA,  équivaut  à  la  pyramide  BCDA  de  même  base  CDA 
et  de  même  hauteur,  puisque  son  sommet  B  est  situe  sur 
l'arête  EB  parallèle  a  DA  ou  au  plan  CDA  de  la  base  com- 
mune. Or  la  pyramide  triangulaire  BCDA  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le  point  D, 

La  seconde  pyramide  triangulaire  ECDF  peut  être  regardée 
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comme  ayant  pour  base  ECF  et  pour  sommet  ie  poinl  D  ;  elle 
équivaut  donc  à  ia  pyramide  ABCF,  de  base  BCF  et  de  som- 
met A.  En  effet,  les  deux  bases  ECP,  BCF  sont  équivalenies 
comme  triangles  de  même  base  CF  et  de  même  bautcur, 
puisque  l'arête  EB  est  parallèle  à  FC;  et  les  haiiieurs  des  deux 
pyramides  comparées  sont  égales,  puisque  la  droite  DA,  qui 
joint  leurs  sommets,  est  parallèle  a  FC  et,  par  conséquent, 
au  plan  commun  EBCF  de  leurs  bases.  Or,  la  pyramide  trian- 
gulaire ABCF  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  base 
ABC  et  pour  sommet  le  point  F. 

653.  Si  le  tronc  considéré  est  un  tronc  de  prisme  droit,  les 
bauteurs  des  trois  pyramides  indiquées  se  confonUeiil  avec 


les  arêtes  latérales  EB,  DA,  FC,  et  la  base  ABC  avec  la  section 
droite  du  tronc.  Le  volume  du  corps  tronqué  a  donc  alors 
pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  de  ses  arêtes  latérales  (013^ 

On  étend  facilement  cet  énoncé  au  cas  du  tronc  de  prisme 
oblique.  Soit  [fig.  364)  'e  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF. 
Menons  sa  section  droite  MNP.  Elle  le  partage  en  deux  troncs 
de  prisme  MNPABC,  MNPDEF,  qui  sont  droits  relativement 
à  cette  section  considérée  comme  base-  Le  premier  a  pour 
mesure 

■■/MA  +NB+  PC\ 


MNP  ( 

/MD-hNE  +  PF\ 


MNP 
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Le  Ironcde  prisme  oblique  ABCDEF,  somme  des  deux  troncs 
de  prismes  droits  MNPABG,  MNPDEF,  a  donc  pour  mesure  ia 
somme  de  leurs  mesures,  c'est-à-dire 


Corollaire. 
654.  En  désignant  par  V,  B,  ^,  li,  h',  h",  a,  a',  a"  les  nom- 
bres qui  mesurent  respectivement  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  triangulaire,  sa  base  et  sa  section  droite,  les  hauteurs 
des  sommets  de  sa  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  sa 
hase  inférieure  et  ses  arêtes  latérales,  on  a  les  formules 


Application. 

635.  La  base  B  d'un  parallélipipède  droit  tronqué  est  égale 
à  36  mètres  carrés;  ses  arêtes  latérales  sont  égales  à  5  mètres, 
3  mètres,  7  mètres  et  9  mètres;  on  demande  de  calculer  son 
volume. 

Soit  [Jig.  365)  ABCDEFGH  le  parallélipipède  tronqué  pro- 
posé. Menons  le  plan  diagonal  ACGE  qui  le  partage  en  deux 


troncs  de  prismes  triangulaires  droits,  dont  les  bases  sont 
égales  entre  elles  et  à  la  moitié  du  parallélogramme  ABCD. 
Les  volumes  de  ces  deux  troncs  de  prismes  étant  respective- 
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iiii?n(,  d'après  les  formules  du  numéro  préccdonl, 

le  volume  ciicrclié  sera 

D'une  manière  générale,  si  l'on  désigne  par  A  et  n,  B  et  l/,  les  aroLcs 
latérales,  opposées  deux  a  deux,  d'un  parai léli pi pède  tronqué  quelconque 
et  par  S  sa  section  droite,  les  volumes  c  et  f'  des  deux  prismes  triangu- 
laires ti  onqués  qui  le  composent  sont 

''  ~V  ^    â       '    ^  ^  V        ■;,        ' 
]>ar  suite,  son  volume  V  ;_  c  -h  i>'  a  pour  expression 

Mais,  si  l'on  représente  par  ^  la  longueur  do  la  droite  qui  unit  les  contres 
dv's  deux  bases  du  trône,  ou  a 

V  =  S.'j. 

I  e  volume  d'un  parallélipipèdo  tronqué  quelconque  a  rlonc  peur  me- 
sure ^;'/;;oi'/;(/;  i/c  sa  scilioii  droite  jicir  lu  mnyciiiic  aiilliméliiji:e  lie  i!rii,c 
(ireti-s  latérales  opposées, 

THÉORÈME. 

636.  Le  volume  de  tout  polyèdre  ayant  pour  hases  di-iiJc  pulygoncs 
(jiwtconqites  situés  dans  des  plans  parallèles  et  pniir  faces  laiéi-ales  des 
trapèxs  ou  des  triangles  est  exprimé  par  lu  ftiriiiule 


i/iiiis  laquelle  H  dà.\ig!ie  la  distance  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base 
i/ifériciire  du  polyèdre.  B'  hi  base  supérieure,  et  W  la  section  èquidistainc 
des  deux  bases. 
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En  effet,  soient  [.jM,N|P,0,  la  suction  f;qiii(lislante  des  bases  (^^.366] 
ot  S  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  de  celte  section.  Le  polyèdre 
peut  être  décomposé  en  pyramides  avant  pour  bases  ses  diverses  faces  et 


sommet  commun  le  point  S,  Les  volumes  des  deux  pyramides  qui 

BIT     B'Il 

sur  les  bases  B  et  B'  ont  évidemment  pour  mesure?  "7"  '  "^  > 


et  il  reste  à  évaluer  les  volumes  des  pyramides  qui  reposent  sur  les  faces 
latérales.  Soit  donc  LIIH'L'  une  quelconque  do  ces  faces,  par  exemple 
celle  qui  répond  au  côté  L,M|  du  polygone  L,M|N,P,0,;  pour  raisonner 
d'une  manière  générale,  nous  supposerons  que  cette  face  soit  un  trapèze 
(si  c'était  un  triangle,  lun  des  côtés  parallèles  LM  ou  L'M'  serait  nul). 
Abaissons  du  points  la  perpendiculaire  SO  sur  le  plan  de  la  face  LMM'L'; 
dans  ce  plan,  nienons  par  le  point  0  la  perpendiculaire  TOI,  à  L,M,;  la 
droite  SI,  sera  perpendiculaire  à  L,M,  ;  enfin  menons  l'K,  perpendiculaire 
au  plan  de  la  section  L|M|N,P,Q|  :  l'K,  sera  la  moitié  de  la  dislance  11  des 
bases  du  polyèdre-  Cela  posé,  la  pyramide  S  L  M  M' L'a  pour  mesure 

L,M,.aI'l,.iS0. 

Or,  le  produit  !'I,.SO  peut  éire  remplacé  par  le  produit  SI,  .l'Kp  qui, 
comme  lui,  exprime  le  double  de  l'aire  du  triangle  l'I.S  ;  on  a  donc,  pour 
le  volume  de  la  pyramide  indiquiie, 

'iaL,M,.Sl,  =  Î-Î-4SL,M,. 

Par  suite,  pour  avoir  la  somme  des  volumes  des  pyramides  qui  reposent 
sur  les  faces  latérales  du  polyèdre,  il  faut  multiplier  par  -  quatre  fois  la 
somme  des  triangles  qui  ont  S  pour  sommet  commun  et  pour  bases  les 
côtés  delà  section  L,M,N|P,Q, ,  c'est-à-dire  multiplier  par  -;  qualre  fois 
l'aire  B"  de  celte  section. 
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APPLICATIO:^. 

657.  Les  amas  de  pierres,  les  fossés  ou  cuvettes  établis  do  distance  en 
distance  le  long  des  routes,  les  tombereaux,  etc.,  sont  terminés  haul  et 
bas  par  deux  rectangles  parallèles  LMNP,  L'M'N'P',  et  latéralement  par 
quatre  trapèzes  LMM'L'.HNN'M',  NPP'N',  PLL'P'.  Exprimons  le  volume 
d'un  pareil  corps  en  fonction  de  la  distance  S  des  plans  desdeux  reclangles 
et  des  dimensions  n  et  t,  it*  et  b',  de  ces  rectangles  [fig.  30?). 

Fie-  3G7. 


La  section  L|M,P,  Q, ,  équidistante  des  bases,  est  un  rectangle  dont  les 
dimensions,  L|M|,  L,P,,  sont  évidemment  égales  à  -  (/;  -i-a')  tl  ~  {/> -h />") . 
Le  volume  du  corps  est  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  donné  par 
la  formule 

que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

Pour  ù'  =  o,  le  volume  se  réduit  à 

et  lo  corps  a  la  forme  qu'on  donne  dans  les  parcs  d'artillerie  aux  piles  de 
boulets  sphériques  rectangulaires. 

§  V.  -  FIGURES  SYMÉTRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

C58.  Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre  0,  lorsque  ce  centre  0  est  le  milieu  de  la  droite  AA' 
{Jig.  368). 

Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  xy  [fig.  Sôg)  ou  à  un  plan  P  [Jig.  Sjo),  lorsque  cet  axe 
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ï  roi.YÈniiES 


ou  ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droiie  AA'. 
Deux  figures  sonl  sjméirîques  par  rapport  à  un  centre,  à  un 
axe  ou  à  un  plan,  lorsque  leurs  points  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  ce  centre,  à  cet  axe  ou  à  ce  plan.  Les 
points  symétriques  des  deux  figures  sonl  dits  homologues. 


Fie.  368. 


Fis.  %■ 


Flg.  î;o. 


Deux  figures  symétriques,  par  rapport  à  un  axe,  sont 
égales.  Car  une  rotation  de  180  degrés  autour  de  l'axe,  impri- 
mée à  l'une  des  deux  figures,  amène  évidemment  celle  figure 
sur  l'autre. 

La  symétrie  par  rapport  à  un  axe  n'offre  donc  rien  de  par- 
ticulier. Aussi,  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  ne  scra-t-il 
question  que  de  ia  symétrie  relative  à  un  point  ou  à  un  plan. 

THÉORÈME. 

659.  Deux  figures  F'  et  F",  symétriques  d'une  mên\e  figure  F 
par  rapport  à  deux  centres  différents  0'  et  0",   sont  égales 


.  ;-• 

'■ 

.,■ 

"r- 

-.^ 

*■' 

j^ 

Soient  A  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  A'  son  homo- 
logue dans  la  figure  F'  et  A"  son  homologue  dans  la  figure  F". 
0'  étant  le  milieu  de  A  A'  et  0"  le  milieu  de  AA",  la  droite  A' A" 

(')  I!ll,lï.irs,  Journal  df  Mathématique!,  t.  XIV. 
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est  parallèle  à  O'O"  el  égule  à  2  0'0",  La  figure  F"  n'^sl  donn 
que  la  figure  F'  transporlée  parallèleinenl  à  la  tJireclion  O'O", 
d'une  quyniiié  égale  à  î.O'O". 


660.  La  position  du  cenlre  de  sjmélrie  n'influe  ni  sur  la 
forme  ni  même  sur  V orientation  de  la  figure  symétrique  d'une 
figure  donnée. 

THÉORÈME. 

CGI.  Si  deux  figures  F  et  F"  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  P,  on  peut  toujours  les  placer  de  telle  sorte  qu'elles  ' 
soient  symétriques  par  rapport  à  un  centre  0'  pris  à  volonté 
dans  ce  plan;  el  réciproquemeni,  */  deux  fi^^ures  F  et  F'  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  centre  C,  on  peut  toujours  les 
placer  de  telle  sorte  qu'elles  soient  symétriques  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  P  passant  par  ce  centre  ififf^"]!]  {']■ 

11  suffit  de  faire  tourner  la  figure  F"  dans  le  piemier  ca?,  la 
figure  F'  dans  le  second,  de  i6o  degrés  autour  de  la  perpen- 
diculaire O'CB  élevée  en  0'  au  plan  P, 

En  effei,  considérons  une  figure  F,  un  plan  P  cl  un  point 
quelconque  0'  de  ce  plan;  soienl  F'  la  figure  symétrique  de  F 
par  rapport  au  point  0',  el  F"  la  figure  symétrique  de  F  par 
rapport  au  plan  P.  Le  théorème  direct  et  sa  réciproque  seront 
démontrés  à  la  fois,  si  l'on  fait  voir  que  les  figures  F'  eiF" 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  O'ii  élevée 
en  0'  au  plan  P  (658).  Or,  soienl  A,  A',  A"  trois  points  liomo- 
logues  des  figures  F,  F',  F",  rt  0"  le  point  où  la  droite  AA" 
rencontre  te  plan  P.  0'  étant  le  milieu  de  AA'  et  0"  lemîlieu 
de  Ai",  la  droile  A'A"  est  parallèle  à  O'O"  et,  par  suite,  per- 
pendiculaire FUT  O'I!.  D'ailleurs  O'B,  étant  menée  parallèle- 
ment à  AA"  par  le  milieu  de  A  A',  passe  parle  milieu  C  de  A'A". 
Donc,  enfin,  les  points  A'  et  A"  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  O'B. 
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COROLLALRRS 

GC2.  Deux  ligures  sjméiriques  d'une  même  figure  F,  par 
rapitort  à  deux  plans  différents  P  cl  Q,  ne  sont  autre  chose, 
quant  à  \a  forme,  que  la  figure  symétrique  de  F  par  rapport  à 
un  centre  quelconque  (G59);  elles  sont  donc  superposables. 
Mais  leur  orientation  dans  l'espace  n'est  pas  la  même,  à  moins 
que  les  plans  P  ei  Q  ne  soient  parallèles. 

663,  En  résumé,  si  l'on  fait  abstraction  de  l'orientation  pour 
n'avoir  égard  qu'à  la  forme,  on  voit  qu'une Jigure  V  n'a  qu'une 
seule  figure  symétrique.  Toutes  les  figures  obtenues  en  pre- 
nant la  fif^ure  symétrique  de  F,  par  rapport  a  tel  centre  ou  à 
lei  plan  qu'on  veut,  sont  superposables. 

SCOLIE. 

GC*.  Telle  propriélé  de  deux  figures  symétriques  (058)  est 
plus  ou  moins  aisée  à  démonlrer,  suivant  que  l'on  considère 
la  symétrie  relative  à  un  plan  ou  à  un  centre.  Le  théorème 
précédent  (6G1)  permet  de  choisir  le  mode  de  symétrie  qui 
l'aciliie  le  plus  les  raisonnements.  C'est  généralement  la  sjmé- 
trie  relative  à  un  centre  qui  rend  les  démonslralions  plus  sim- 
ples, parce  qu'en  déplaçant  le  centre  de  symétrie  on  n'altère 
pas  même  l'orientation  de  la  figure  symétrique  (6G0). 
THÉORÈME. 

GG5.  La  figure  srmétriqite  d'une  ligne  droite  est  une  ligne 
droite. 

Car,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  de  la  droite  pour 
centre  de  symétrie,  ce  qui  ne  peut  rien  changer  au  résultat 
(GGO),  on  retrouve  évidemment  la  droite  eUe-même  pour  figure 
symétrique. 

CoROLLAinES. 

666.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  crlle  de  leurs 
ryiné  triques. 

Car,  si  l'on  prend  pour  centre  de  symétrie  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points,  on  voit  que  ces  deux  points 
ne  font  que  s'échanger. 
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1)67,  L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  de  leurs  s)-- 
mé  triques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le  sommet  de  cei 
angle,  on  voit  que  les  droites  symétriques  forment  l'angle  qui 
lui  est  opposé  par  le  sommet. 

SCOLIE. 

G68.  Il  importe  de  se  figurer  nellemenlia  siluaiion  de  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport  à 
un  plan. 

Soit  AB  [fig.  3;2)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  «n  centre  donné  0'.  Prenons  d'abord  la 

Fi--  372.  I-iy.  373. 


droite  symétrique  deAB  par  rapport  à  son  milieu  0:  le  point  A 
aura  son  symétrique  en  B,  et  le  point  B  son  symétrique  en  A  ; 
de  sorte  que  la  droite  symétrique  de  AB,  par  rapport  à  son 
milieu  0  pris  pour  centre,  sera  BA.  Pour  passer  ensuite  du 
centre  0  au  centre  0',  il  suffira  (659)  de  faire  décrire  aux 
points  A  et  B  des  droites  BA'  et  AB'  parallèles  à  00'  et  dou- 
bles de  00'.  On  trouve  ainsi,  pour  symétrique  de  AB,  la 
droite  A'B'  parallèle  à  AB,  de  sens  coiitrnire,  et  située  à  la 
même  dislance  du  centre  0'  de  symétrie. 

Soit  OA  {,fig.  3i3)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  plan  P  qu'elle  rencontre  en  0.  En  pre- 
nant d'abord  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapport  au  point  0, 
on  trouve  son  prolongement  OA',  et  il  suffit  (CGI)  de  faire 
tourner  OA' de  iSo  degrés  autour  delà  perpendiculaire  OB 
au  plan  P,  pour  avoir  la  droite  OA"  demandée.  On  voit  que 
les  deux  droites  OA  et  OA",  sj-mélriquespar  rapport  au  plan  P, 
wnl  également  inclinées  sur  ce  plan,  quelles  rencontrent 
d'ailleurs  au  même  point  0. 
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THÉORÈME. 

669.  La  Ji^ure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan.- 

Car,  si  l'on  prend  un  poini  du  plan  pour  centre  de  symétrie, 
on  retrouve  évidemment  le  plan  lui-même  pour  figure  symé- 
trique. 

Corollaires. 

670.  La  figure  symélrique  d' un  polygone  plan  est  un  poly- 
gone égal  au  premier. 

D'abord,  c'est  un  poljgone  plan  (669);  il  est  ensuite  ég.i] 
ou  premier,  parce  qu'il  a  ses  côtés  et  ses  angles  égaux  aux 
côtés  homologues  et  aux  angles  homologues  de  ce  polygone 
(666,  667). 

671.  L'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle  de  leurs  sy~ 
métriques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  un  point  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre  donné,  on  voit  que  les  plans  symétriques 
de  ses  faces  forment  le  dièdre  qui  lui  est  opposé  par  l'arête. 

SCOLIE. 

672.  Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  centre  sont 
parallèles  et  équidistanis  de  ce  centre. 

Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  plan  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ce  plan,  qu'ils  coupent  d'ailleurs  suivant  la 
mtme  droite, 

TMÉOBEME. 

673.  Deux  polyèdres  symétriques  ont  :  i"  leurs  faces  égales 
chacune  à  chacune  ; -i"  leurs  angles  dièdres  homologues  égaux; 
3"  leurs  angles  polyèdres  homologues  symétriques  (566). 

I"  L'égalité  des  faces  homologues  résulte  du  n''670. 

2°  L'égaillé  des  angles  dièdres  homologues  résulte  du 
n<*671. 

3"  Pour  montrer  clairement  la  relation  qui  existe  entre  un 
angle  polyèdre  A  de  la  première  figure  P  et  l'angle  polyèdre 
homologue  A'  de  la  seconde  figure  P',  il  suffit  de  construire  la 
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ligure  symétrique  de  P  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  A  du  premier  angle  polyèdre.  On  voit  ainsi  que  l'angle 
polyèdre  A'  est  l'angle  polyèdre  opposé  par  le  sommet  à  l'angle 
polyèdre  A. 

THÉORÈME. 

67Ï.  Deux  polyèdres  symétriques  P  et  I»'  sont  équivalents. 

Si  l'on  décompose  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  à  chacun  de 
CCS  tétraèdres  répond  un  tétraèdre  symétrique,  et  l'ensemble 
de  ces  tétraèdres  symétriques  forme  le  polyèdre  P'.  Deux 
polyèdres  symétriques  P  ci  P',  étant  d'après  cela  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  sjmctriqi'es  deux  à  deux,  il 
suffit  de  démontrer  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 

Or,  soit  (^5-.  374)  S\BC  un  tétraèdre  quelconque.  Formons 
son  symétrique  SA'B'C  par  rapport  au  point  S.  Les  triangles 
ASC,  A'R'C  sont  égaux   (CïO),    ot  leurs  plans  sont  équidi- 


Elanis  du  point  S(672).  Par  suite,  les  deux  tétraèdres  SABC, 
SA'  B'C,  ayant  des  bases  el  des  hauteurs  égales,  sont  équiva- 
lents. 

La  symétrie  relative  à  un  plan  fournirait  dans  ce  cas  une 
démonstration  tout  aussi  simple  ;  car,  comme  la  propriété  dont 
il  s'agit  concerne  la  grandeur  et  non  la  situation,  on  peut 
prendre  à  volonté  le  plan  de  symétrie  (662).  Or,  en  construi- 
sant {/g-.  375)  la  figure  S'ABC  symétrique  de  SABC  par  rap- 
port au  plan  ABC,  on  voit  que  les  deux  tétraèdres  SABC, 
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S' ABC  ont  même  base  ABC  et  des  hauteurs  égales  SO  et  S'O; 
d'où  résulte  leur  équivalence. 

SCOLIE. 

675.  Les  deux  prismes  dans  lesquels  un  parallélipipède  est 
décomposé  par  un  plan  diagonal  (616)  sont  évidemment  symé- 
triques par  rapport  au  centre  0  du  parallclipipède  [fig-  343). 
C'est  pourquoi  ils  ont  même  volume  (674),  bien  qu'ils  no 
soient  pas  en  général  superposables.  On  ne  peut  les  super- 
poser que  quand  ils  sont  droits. 

§  VI.  -  POLYÈDRES   SEMBLABLES. 


676.  On  donne  le  nom  de  polyèdres  semblables  aux  po- 
lyèdres qui  ont  leurs  angles  polyèdres  égaux  et  qui  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  semblables  chacune  à 
chacune. 

L'égalité  des  angles  polyèdres  entraîne  évidemment  l'éga- 
lité des  angles  dièdres  homologues. 

On  appelle  homologues  les  éléments  (faces,  arêtes,  diè- 
dres, etc.)  qui  se  correspondent  dans  deux  polyèdres  sem- 
blables. 

677,  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  proporlionnelles. 

Car  les  faces  semblables  de  ces  polyèdres  ayant  le  même 
rapportde  similitude,  puisqu'une  même  arête  appartient  sur 
chaque  polyèdre  à  deux  faces  adjacentes,  le  rapport  de  deux 
arêles  homologues  quelconques  est  constant. 

THÉORÈME. 

t>78.  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la 
base,  on  détermine  une  seconde  pyramide  semblable  à  la  pre- 
mière. 

Soit  [_fig.  376)  la  pyramide  SABCDE,  dans  laquelle  un  plan 
parallèle  à  la  base  a  déterminé  la  section  FGHIK.  Les  deux 
pyramides  SABCDE,  SFGHIK  ont  leurs  faces  semblables,  car 
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les  polygones  ABCDE,  MiHiK   sont  semblables  ((î35),  ei  les 
faces  latérales  SAB  et  SKG,  SBCeiSGII . . ..  le  sonlaussi  par 


suite  du  parallélisme  des  côtés  de  ces  deux  polygones. 

Quant  aux  angles  polyèdres,  l'angle  polyèdre  S  est  commun, 
et  deux  angles  trièdres  homologues,  tels  que  A  et  V,  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  dièdre  eommun  compris  entre 
deux  faces  égales  chacune  à  chacune  ei  semblablement  dis- 
posées, savoir  ;  l'angle  dièdre  SA  commun,  la  face  SAB  égale 
a  la  face  SVfi  et  la  face  SAE  égale  à  la  luce  SFK. 

THÉORÈME. 

679.  Peux  pyramides  triangulaires  sont  semblables,  lors- 
qu'elles ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  fnees 
semblables  chacune  à  chacune  et  semblahlemenl  disposées. 

Soient  [fig.  377)  les  pyramides  SABC,  S'A'B'C,  dans  les- 
quelles l'angle  dièdre  SA  est  égal  à  l'angle  dièdre  S'A',  et  les 
laces  SAB,  SAC,  semblables  aux  faces  S'A'B',  S'A'C,  et  sem- 
blablemeni  placées. 

Portons  la  seconde  pyramide  sur  la  première,  de  manière 
qu'elles  aient  même  sommet  et  que  les  faces  homologues  de 
leurs  angles  dièdres  égaux  coïncident.  Le  triangle  S'A'B' étant 
semblable  au  triangle  SAB  et  le  point  A'  tombant  en  D  sur  SA, 
S'B'  se  confondra  avec  SB,  et  le  point  B'  viendra  en  un  point  Ë 
tel,  que  DE  soit  parallèle  à  AB,  De  même  le  triangle  S'A'  C, 
étant  semblable  au  triangle  SAC,  S'C  se  confondra  avec  SG, 
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et.  le  point  C  viendra  en  un  point  F  tel,  que  DF  soit  parallèle 
à  AC,  La  base  A'  B  '  C  occupera  donc,  alors  la  position  DEF,  et 


son  plan  sera  parallèle  au  plan  de  la  base  ABC  (506).  La  pyra- 
mide SDEF  étant  semblable  a  la  pyramide  SABC  (678),  il  en 
et-t  de  même  de  la  pyramide  S' A' B'C  qu'elle  représente. 


THÉOTttîMR, 
680.  Deux  polyèdres,  ijumposés  d' 
traèdres  semblables  chauurt  à  c/iacur. 
posés,  sont  seniblablf.s. 


m  même  nombre  de  ié- 
et  semhlablemrnt  dis- 


Soient  {fig.  S'jS)    OABD,   OBCD,    OCDE,   ....    O'A'IVD', 

O'B'C'D',  O'C'D'E',  ...  deux  séries  de  tétraèdres  respecti- 
vement semblables  et  sembbhlemeni  disposés;  le  polyèdre 
formé  par  les  premiers  tétraèdres  est  semblable  au  polyèdre 
formé  par  les  seconds. 

En  effet  : 

1°  Les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  sont  semblables 
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comme  composées  d'un  même  nombre  dû  triangles  semblables 
et  semblablement  disposés.  Considérons,  par  exemple,  la  t'nce 
ABCD  du  premier  polyèdre.  Les  triangles  ABD,  BCD,  qui  la 
constituent,  sont  semblables  aux  triangles  A'B'D',  B'C'I)', 
comme  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables.  De  plus, 
Jes  triangles  ABD,  BCD  étant  dans  un  même  plan,  les  angles 
dièdres  OBDA,  OBDC  des  deux  tétraèdres  OABD,OBCD  sont 
supplémentaires  ;  il  en  est  donc  de  même  des  angles  dièdres 
homologues  O'B'D'A',  O'B'D'C,  des  tétraèdres  semblables 
O'A'D'D',  O'B'C'D'.  Par  suite,  les  deux  triangles  A'B'D', 
B'C'D'  sonl  aussi  dans  le  même  pian,  ci  constituent  sur  le 
second  polyèdre  une  face  A'B'C'D'  semblable  à  la  face  ABCD. 
2°  Les  angles  polyèdres  des  deux  polyèdres  eont  égaux 
comme  ayant  tous  leurs  éléments  égaux  et  semblablement 
disposés;  car  les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  étant 
semblables  et  semblablement  disposées,  leurs  angles  po- 
lyèdres ont  d'abord  loutcs  leurs  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune et  semblablement  disposées.  De  plus,  les  angles  dièdres 
homologues  rie  ces  angles  polyèdres  sonl  égaux,  soit  comme 
dièdres  homologues  de  deux  tétraèdres  semblables,  soit 
comme  somme  d'angles  dièdres  égaux.  L'angle  dièdre  BCDE, 
par  exemple,  formé  par  les  deux  faces  ABCD,  COE  du  pre- 
mier polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles  dièdres  BCDO, 
ECDO,  qui  appartiennent  aux  deux  tétraèdres  OBCD,  OCDE; 
et  l'angle  dièdre  B' CD' E',  formé  par  les  deux  faces  A'B'C'D', 
C'D'E'  du  second  polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles 
dièdres  homologues  B'C'D'O',  E'C'U'O',  qui  appartiennent 
aux  deux  tétraèdres  semblables  O'B'C'D',  O'C'D'K'. 

681.  BÉciPBOQUEMKnr,  deux  polyèdres  semblables  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
et  semblablement  disposés. 

Soit  {fig.  379]  un  point  O  pris  dans  l'intérieur  du  premier 
polyèdre  ;  décomposons-le  en  tétraèdres  en  prenant  le  point  0 
pour  centre  de  décomposition  (646),  et  soit  OABC  l'un  des 
léiraèdres  obtenus.  Les  points  A,  B,  C,  ayant  pour  homo- 
logues sur  le  second  polyèdre  les  points  A',  B',  G',  menons 
un  plan  O'A'B' faisant  au-dessus  de  A'B'C  un  angle  dièdre 
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é^a\  à  celui  que  forme  le  plan  AOJî  au-dessus  de  ABC,  ei  clans 
ce  plan  O'A'IV  construisons  le  triangle  0' A'iî'  semblable  au 


triangle  OAB.  En  prenant  le  point  0'  pour  centre  de  décom- 
position, on  décompose  donc  le  second  polyèdre  en  tétraèdres, 
qui  correspondent  à  ceux  du  premier  polyèdre,  et  il  reste 
seulement  à  prouver  que  ces  tétraèdres  sont  semblables  deux 
à  deux. 

SoitD  un  quatrième  sommet  du  premier  polyèdre,  tel  que 
les  deux  triangles  ABC,  ABD  aient  un  côté  commun  et  soient 
situés  sur  la  même  face  ou  sur  deux  faces  adjacentes.  Com- 
parons les  deux  tétraèdres  OABD,  O'A'B'D'.  Les  faces  OAB, 
O'A'B'  sont  semblables  comme  faces  homologues  des  deux 
tétraèdres sembiablesOABCO'A'B'C'jIes  faces  AUD,  .VB'D' 
le  sont  aussi  comme  triangles  homologues  de  dea-i  faces  sem- 
blables des  polyèdres  donnés.  De  plus,  si  les  deux  triangles 
ABC,  ABD  sont  dans  un  même  plan,  les  deux  dièdres  OABD, 
O'A'B'D'  sont  égaux  comme  suppléments  des  angles  dièdres 
égaux  OABC,  O'A'B'C  ;  si  les  deux  triangles  ABC,  ABD  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  les  deux  angles  dièdres  OABD, 
O'A'B'D'  sont  encore  égaux  comme  différences  des  angles 
dièdres  égaux,  DABC  et  OABC  d'une  pan,  D' A'B'  C  et  0'  A'B'  C 
d'autre  part.  Dans  les  deux  cas,  les  tétraèdres  OABD,  0'  A'B'  D' 
sont  semblables  (679). 

La  même  démonstration  s'appliquera  de  proche  en  proche. 
La  similitude  des  deux  tétraèdres  considérés  en  dernier  lieu 
permettra  toujours  de  vérifier  la  similitude  des  deux  tétraèdres 
suivants. 
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682.  Deux  poinls  0  et  0'  l'opporlés  à  deux  polyèdres  sem- 
blobles  sont  dits  homologues,  lorsqu'en  joîgiiani  l'un  d'eux  0 
aux  commets  consécutifs  A,  B,  C  de  l'un  des  polyèdres,  et 
l'autre  0'  aux  sommets  homologues  A', B',C'  de  l'autre  po- 
lyèdre, on  obtient  deux  tétraèdres  OABC,  0'  A'B'  C  semblubles 
ei  sembiablemeni  disposés  par  rapport  aux  deux  polyèdres. 

II  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  deux  points 
lioinologues  quelconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polyèdres  semblables,  en  tétraèdres 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  est  extérieur  au  premier  polyèdre,  son  homo- 
logue 0' est  aussi  extérieur  au  second  polyèdre;  il  faut  alors 
considérer  les  deux  polyèdres  comme  composés  de  tétraèdres 
additifs  et  de  tétraèdres  soustraclifs. 

Si  le  point  0  coïncide  avec  l'un  des  sommets  A  du  premier 
polyèdre,  son  homologue  0'  coïncide  avec  le  sommet  A'  du 
second  polyèdre,  et  les  diagonales  homologues  des  deux  po- 
lyèdres, relatives  aux  sommets  \  et  A',  se  confondent  avec  les 
arêtes  latérales  de  leurs  tétraèdres  homologues. 

683.  Deux  droites  rapportées  à  deux  polyèdres  semblables 
sont  dites  homologues,  lorsque  leurs  extrémités  sont  deux  à 
deux  des  points  homologues.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues- 

l.e  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  faces  homologues  des  deux 
polyèdres. 

Soient  {/g.  38o)  ABCDE,  A'ii'C'H'E'  deux  faces  homo- 
logues quelconques  des  polyèdres  donnés,  ci  FH,  [""'II'  deux 
droites  homologues  quelconques.  Formons  les  tétraèdres  ho- 
mologues FABC,  F'A'B'C,  HABG,  H'A'B'C.  La  similitude  de 
ces  tétraèdres  entraîne  celle  des  tétraèdres  FHAO,  F'H'A'C. 
En  elfet,  les  faces  FAC,  HAC  sont  respectivement  semblables 
aux  faces  F' A'C'.H'A'C,  et  l'angle  dièdre  FACH,  diflérence 
>  des  angles  dièdres   FACB,   HACB,  est  égal  à  l'angle  dièdre 
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i  angles    flièdres    égaux  F'A'C'lï', 


Tr\'C'B'.  Les  deux  tétraèdres  FHA»:,  F'H'A'C  étant  sembla- 
bles, on  a  {t)77} 


TIIÈOIIÈME. 
6Si.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables 
est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homo- 
logues, ou  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  arêtes  homolos-u<:s. 


Soient  d'abord  [fg.  38i)  deux  tétraèdres  semblables  SABC, 
SUEF,  qu'on  peut  toujours  supposer  placés  l'un  dans  l'autre, 
comme  l'indique  la  figure  (678),  de  manière  que  leurs  bases 
ABC,  DEF  soient  parallèles. 

Le  premier  tétraèdre  SABC  ayant  pour  base  ABC  el  pour 
hauteur  SH,  son  volume  a  pour  expression 

ABC.SH 
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Io4  GÉOMÉTRIE   DANS  i/eSPACF. 

Le  second  lélraèdre  ujant  puur  base  J)KF  et  pour  hauteur  SK, 
son  volume  est  égal  à 

DEF.SK 

3 

Là  rapport  cherché  est  par  suite  égal  à 

ABG.SH  _  ABC    SH 
DEF.SK  ~  DEF*  SK' 

Mais  le  plan  DEF  étant  parallèle  au  plan  ABC,  on  a  (636,  635) 

^  — M  Sn_SA_AB 

DEF  ~  gj^'  SK  ^  SD  ~  de' 

Le  rapport  des  volumes  des  deux  tétraèdres  est  donc  repré- 
senté par 

Stï'  âb' 

-.1^;^      ou      ^35' 

SK  D£ 

Soient  maintenant  deux  polyèdres  semblahlcs  P  et  P'.  Le 
rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homologues  sera  (677) 
celui  de  deux  arêtes  homologues  quelconques  AU  ei  A'B'.Ces 
deux  polyèdres  sont  déconiposables  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  semblables  et  sembiablement  disposés  (681),  et  le 
rapport  de  similitude  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 

homologues  est  égal  (683)  au  rappon -T7T77- Si   le   polyèdre  P 

est  composé  des  tétraèdres  T,  T,,  T„  et  le  polyèdre  P'   des 
tétraèdres  homologues!'',  T',,'rj,  onauradonc,  d'après  ce  qui 


^         A'JÎ'  "^i        A'JÏ'  ''       A'B' 

Cl,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu. 
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685,  Les  aires  de  deux  poly^'dres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues. 

686.  De  la  relation  démontrce,  on  dcduîl  réciproquement 


A'  If 


v- 


Donc,  lorsqu'on  veul  amplifier  ou  réduire  un  polyèdre 
dans  un  rapport  donné,  Véchelle  à  adopter  pour  ampliiier  ou 
réduire  les  arêtes  de  ce  polyèdre  est  égale  à  la  racine  cubique 
du  rapport  donné.  Par  exemple,  si  le  volume  du  nouveau 
polyèdre  doit  être  la  millième  partie  du  polyèdre  donné,  il  fau- 
dra faire  ses  arêtes  dix  fois  plus  petites  que  les  arêtes  homo- 
logues du  polyèdre  donné. 
Application. 

687.  Étant  donnée  une  pyramide  dont  l'une  des  arêtes  %K 
est  égale  à  i  mètre,  par  quels  points  a  et  a'  de  cette  arête 
faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  ta  base  delà  pyramide, 
pour  partager  son  volume  en  trois  parties  équivalentes? 

Les  pyramides  partielles  dont  les  arêtes  sont  S«  el  Si'  re- 
présentent respectivement  le  tiers  et  les  deux  tiers  de  la  pyra- 
mide donnée.  On  aura  donc 

SA  ~  V  3  '      SA  ^  V  3  ' 
d'où,  en  opérant  par  logarithmes  et  en  faisant  SA  ;=  i", 

Srt  =  o"',693     et     S«'  =  o'",874 
à  V  millimètre  près. 

g  VU.  ~  APPENDICE. 

GÉNÉBALES  DES  POLVÈDBES. 


688.  Dans  tout  polyèdre  convexe,   le  nombre  des   arêtes  augmenté 
Je  %  est  ègnlim  nombre  des  faces  augmenté  de  relui  des  sommets. 
Soient  A  le  nombre  des  arêtes,  F  celui  des  faces,  et  S  celui  des  som- 
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loi>  GÈOMÉrniB  1>AMÎ  l'espace- 

iiiuts  (lu  polycdre  ;  il  laiit  tldmontrcr  l'égalité 
(.)  F  +  S  =  A*a. 

CoDSidérons  (i'abord  une  figure  plane  formée  de  polygones  convexes 
juxtaposés  sans  laisser  de  vides,  et  désignons  par  F',  S',  A'  le  nombre 
des  polygones,  celui  dos  sommets  et  celui  des  côtés.  Décomposons  ces 
polygones  en  triangles  <i  l'aide  de  diagonales  menées,  dans  chacun  d'eux, 
d'un  sommet  aux  sommets  non  voisins,  d  étant  le  nombre  total  des 
diagonales,  F'  +  rf  sera  le  nombre  total  des  triangles,  A'  -+-  rf  le  nombre 
total  des  côtés;  le  nombre  S'  des  sommets  sera  resté  le  môme.  Suppo- 
sons maintenant  que  l'on  enlève  successivement  les  différents  triangles 
sauf  im,  en  commençant  par  ceux  qui  reposent  sur  le  bord  et  en 
continuant  par  ceux  dont  un  ou  deux  côtés  auront  été  amenés,  par  les 
suppressions  déjà  faites,  k  faire  partie  du  contour  extérieur.  SoU  t'  lo 
nombre  des  triangles  qui,  au  moment  où  on  les  enlève,  ont  un  côté  sur 
le  bord,  et  ("  celui  des  triangles  qui  en  ont  deux.  La  suppression  d'un 
triangle  du  premier  genre  détruira  seulement  un  côté  et  colle  d'un 
triangle  du  second  genre  détruira  deus  côtés  et  un  sommet. 

Par  suite,  quand  on  aura  enlevé  tous  les  triangles,  sauf  un,  le  nombre 
des  triangles  détruits  étant  ('+  t',  celui  des  côtés  détruits  sera  ï'-h  af'' 
et  celui  des  sommets  supprimés  sera  l'.  Donc,  comme  le  nombre  des 
îriangles  restants  est  alors  égal  à  i  et  que  celui  des  côtés  reslants,  aussi 
bien  que  celui  dos  sommets  restants,  est  égal  à  3,  on  aura 

r^  d-{t'-¥i']^-i,    A'-i-rf-(i'+ai")=3,    S'-i'-3 
d'où 
{->.)  F'  +  S'-V=i. 

Ce  lemmc  établi,  revenons  au  polyèdre  convexe.  Si  on  supprime  l'une 
des  faces,  les  faces  restantes,  dont  le  nombre  sera  F  — i,  pourront  être 
considérées  comme  formant  une  suite  de  polygones  convexesjuxlaposés 
et  renfermés  dans  le  contour  de  la  face  supprimée,  et  nous  pourrons 
raisonner  sur  ce  résoau  comme  s'i!  était  plan,  puisque  le  théorème  ne 
dépend  que  des  nombres  des  polygones,  des  sommets  et  dos  arôtes- 
La  relation  (a)  doit  donc  être  satisfaite  par  les  valeurs 

A'  =  A,    S'  =  S,    F'  =  F  — i: 
on  tombe  ainsi  sur  la  relation  (;),   qui  est  due  ii  Kulei-  t.  Mémoires  dr 
Fétersbourg,  1758)  ('). 

GOKOLL.MRES. 

689.  Désignons  par  t,  q,p,  /',  li',  o,  . . .  les  nombres  des  fucoa  triangu- 
laires, quadrangulaires,  pentagonales,  hexagonales,  heptagonales, octogo- 
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nales, Oiaquc  arfileéLanlcommuncà  deux  faces,  on  aura  évidemment 

(2)  F  r^  /  -^-  7  ->-  /.  -4-  A  -^  A'  -t-  ^  --  . . .  . 

SoientT,0,P,  H,  H',  0,  ...  les  nombres  d'angles  Irièdres,  tétraèdres, 
pentaèdres,  hexaèdres,...  du  polyèdre  proposé;  chaquo  arête  unissa ni 
deux  Fommets,  on  aura  de  miirne 

(4)  S-T-^0-)-H  ^H'  +  O-H  .... 

{')]  2A  =  3T  ,-  40-t-5P-^6H-i^  7}r-r  80-i-  .... 

D'après  i'égalilé  (3),  ic  nombre  des  fnces  tln/il  le  nombre  des  côtés  eit 
impair  (  c'est-à-dire  le  nombre  /  -i-  /?  -i-  /*'  -t-  . .  .)est  toujours  pair;  d'a- 
près l'égalité  (  5),  le  nombre  tlei  angles  polyèdres  ou  des  sommets  dont  te 
numhredes  iire'tes  est  impair  (c'est-à-dire  le  nombre  T  h-  P  i-  H'-t  .  .  .'■ 
est  toujours  pair. 

090.  On  peut  exprimer  F  en  fonciion  de  T,  Q,  P,  H,  H',0, ...  ;  il  siillit 
d'éliminer  Set  A  entre  les  relations  (ij,  (4)  et  (5).  On  trouve 


Ite  même,  on  peut  exprimer  S  en  fonction  de  (,  i/, /j,  h,  h',  ",...; 
sulfit  d'éliminer  F  et  A  entre  les  relations  (i),  (s)  et  (3).  On  trouve 


691.  Si  l'on  eonçoit  la  suijm-e  d'un  polfèifre  convexe  difcomposé  en 
plusieurs  portions,  chaque  portion  éiimt  une  face  seule  on  te  système  de 
plusieurs  faces  voisines,  le  théorème  d'Eider  a  encore  lieu  entre  le  nombre 
des  portions  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  arêtes  gui  servent  de  limites  à 
ces  mêmes  portions,  el  le  nombre  des  sommets  compris  entre  ces  arêtes. 

En  effet,  que  les  droites  qui  terminent  chaque  portion  soient  ou  non 
dans  un  même  plan,  les  nombres  considérés  ne  varient  pas.  Or,  dans  la 
première  hypothèse,  sans  rien  changer  à  ces  mêmes  nombres,  on  pourrait 
former  un  nouveau  polyèdre  en  substituant  à  chaque  portion  une  face 
plane  terminée  au  même  contour,  et  le  théorème  d'Euler  serait  applicable 
à  ce  polyèdre. 

Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  dans  ce  cas  ; 
seulement,  (  est  alors  le  nombre  des  portions  de  la  surface,  terminées  par 
un  contour  triangulaire  ',  'j,  p,  ■ . .  les  nombres  des  portions  dont  le  con- 
tour est  quadrangtilaire,  pentiigonal ,  etc. 
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692,  Dans  tout  polyèdre  convexe,  te  nombre  des  faces  triangiilmn 
augmenté  de  celui  des  angles  irlédres,  est  an  moins  égal  à  litdt. 
En  effet,  si  dans  la  relation  (i),  qu'on  peut  écrire 


on  remplace  F  par  la  valeur  (a),  S  par  la  valeur  (  4),  et  4  A  par  la  somme 
des  valeurs  (31  et  (5),  on  trouve 

,  +  T  .^  8  +  (^  -1-  P)  +  î  (/,  +  H )  -^  3  ( //  +  H')  -h  4  ( 0  -^  0)  ^  . . . . 

D'après  cela,  il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  qui  nennfnnwnifiice 
triangulaire,  ni  angle  trièdre. 

THÉORÈME. 

C93.  1°  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  aient 
plus  de  cinq  côtés  ;  1"  il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tons  les 
angles  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes. 

En  effet  ; 

1°  Si,  dans  l'inégalité  aA>  3S,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (4)  et  (5),  on  renipîaceAet  S  parles  valeurs  (3jet  (7),on  trouve 
la  formule 

qui  prouve  que  t,  q  et  p  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

a"  Si,  dans  l'inégalité  aA>3F,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (a)  et  (3),  on  remplace  A  et  F  parles  valeur9(5)et  (6),ontrouve 
la  formule 

3T-.-2Q  +  P>i2-^(H'--aO-i-...), 
qui  prouve  que  T,  Q  et  P  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

SCOLIE. 

69-i.  La  symétrie  de  la  formule  d'Euler  par  rapport  auK  nombres  F  et  S 
et  la  similitude  des  équations  (^.)  et  (4  ),  (3)  et  (5)  entraînent  dans  les 
relations  qu'on  peut  en  déduire  une  corrélation  que  le  lecteur  a  sans  doute 
déjà  remarquée. 

THÉORÈME. 

69S.  //  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont 
toutes  les  faces  aient  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  tes  angles 
polyèdres  aient  te  même  nombre  ni  d'arêtes. 
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En  elfët,  uhaque  arête  appartenant  à  deuï  faces  et  joignant  deux  som- 
el3,  on  a 

tÎDDs  et  là  formule  d'Euler 


L'élimination  de  A  et  de  S  entre 
donne 


F=- 


4»> 


2  (m 


=  3,  cette  relation  devient 


et  l'on  ne  peut  donner  alors  à  m  que  les  valeurs  3,4  et  5,  auxquelles 
répondent  respectivement  les  valeurs  F  =  4.  F  =  8,  F  =  ao. 


F  =  -/.-J— 


F=  - 


On  no  peut  donner  dans  les  deux 
F  =  6ou  F==  1-2. 


que  la  valeur  3,  et  il  en  résulte 


et  l'on  ne  peut  donner  à  m  aucune  valeur.  Il  en  est  de  même  n  fortiori 
pour«>6;  ce  résultat  était  d'avance  indiqué  par  lo  théorème  du  n'ôas. 

Il  n'y  a  donc  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les 
faces  aient  le  rnSme  nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  polyèdres  le  même 
nombre  d'arêtes  ;  ce  sont  le  tétraèdre,  l'octaèdre  et  l'icosaèdre  à  faces 
triangles;  l'hexaèdre  S  Taces  quadrilatères;  le  dodécaèdre  à  faces  pen- 
taRones. 

THÉORÈME. 

696.  L'/ingtc  droit  étant  pris  pour  ii/iitê,  la  somme  des  angles  de  toutes 
les  jaces  iPitii  polyèdre  convexe  est  égale  à  quatre  foin  le  nombre  des 
sommets  diminué  de  2. 

L'angle  droit  étant  l'unité  d'angle,  on  sait  que,  pour  une  face  quelconque 
de  n  côtés,  la  somme  des  angles  est  a/j  —4-  En  désignant  par  h,  n\ 
II",  ...  les  nombres  de  côtés  des  différentes  faces,  on  aura  donc  pour 
toutes  les  faces 


Cette  suite  contiendra  d'ailieurs  F  termes, 
pour  e: 


-4) 


;  cherchée  a  donc 
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Chaque  cûté  appartenant  à  daux  faces,  la  iiarenthÈse  est  égale  à  aA,  et 
l'on  obtient  la  formule 

jiA-.F)     oa    as--;.). 

d'aprèd  le  thiîorème  cl'Euler. 


LEMME. 
697,  Si,  dans  an  angle  iioljédre  convss:, 
uni:  sculf  dumeure/it  ciimlantes,  un  ou  plu. 
lacenli  à  la  face  ijiii  peut  variei 


dont  toutes  les  faces  moins 
'eiirs  angles  dièdres  non  ad- 
ou  diminui-nt  tous  à  la  fois. 


Soient  [fig.  382)  l'angle  polyèdre  SABCDEFet,  dans  cet  angle,  SAB  la 
seule  face  qui  puisse  varier.  Supposons  d'abord  qu'un  seul  angle  dièdre  SD 
augmente  ou  diminue.  Menons  les  plans  ASD,  BSD.  Les  deux  angles  po- 
lyèdres SBCD,  SADEF  ne  changent  ni  de  forme  ni  de  grandeur,  d'après 
les  conditions  de  constance  imposées  à  leurs  faces  et  à  leurs  angles  dièdres. 
Par  suite,  si  l'angle  dièdre  SD  augmente  ou  diminue,  ce  ne  peut  Être  que 
par  sa  partie  ASDB  ;  et,  comme  ce  dernier  angle  dièdre  est  compris  dans 
l'angle  Irièdre  SAUD  entre  deux  faces  invariables  de  grandeur,  la  face 
opposée  ASB  augmente  ou  diminue  (Ei69). 

Si  plusieurs  angles  dièdres  non  adjacents  à  la  face  ASB  augmentent  ou 
diminuent  è  la  fois,  il  en  sera  de  môme  de  cette  face  ;  car  on  peut  faire 
varier  isolément,  et  l'un  après  l'autre,  les  angles  dièdres  considérés  et, 
d'après  ce  qui  précède,  chaque  changement  partiel  en  produira  toujours 
un  de  même  nature  sur  la  face  ASB. 

COROLLAinE. 

698.  Si,  toutes  les  faces  demeurant  constanles,  certains  dièdres  d'un 
angle  polyèdre  viennent  à  changer,  il  est  impossible  que  tous  varient  dans 
le  même  sens,  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  que  tous  augmenleot  ou 
que  tous  diminuent. 
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699  Dan\  un  iingh  f/oli  eilre  com'exe  ayant  plus  de  Imù  faces,  toutes 
fei  faces  deiiieuiant  conslanla  ri  l'ongle  polyèdre  restant c.nnaexe,  on 
fui'jiose  i/tie p/uiieun  aiigla  dieilns  ont,  les  uns  augmenté,  les  autres 
diminué,  <.i  alors,  en  faisant  le  tour  de  l'angle  polyèdre,  on  affecte  du 
signe  -f-  l  arête  de  chaque  angle  dièdre  augmenté,  du  tig/ie  —  l'aréle  de 
rhiique  angle  iliedrt  diminue,  on  trowera  toujours  dans  le  tour  entier  au 
innint  quatiL  xnriations  de  signer 

Il  est  impossible  qu'il  n'y  ait  que  deux  variations  de  signes,  c'est-à- 
dire  il  est  impossible  qu'à  une  série  de  signes  +  succède  une  série  do  si- 
gnes —  qui  ramène  au  premier  signe -i-.  En  effet,  si  l^g.  382 ),  lesarêtes 
SA,  SF,  SK  étant  affectées  du  signe  -f- ,  les  arêtes  suivantes  SD,  SC,  SB 
étaient  affectées  du  signe  — ,  la  face  ASE  qui  sépare  les  deux  angles 
polyèdres  SAFE,  SEDCBA  augmenterait  dans  l'un  et  diminuerait  dans 
l'autre  (697). 

Puisqu'il  y  a  plus  de  deux  variations  de  signes  et  qu'on  doit  fermer  le 
circuit  en  rejoignant  le  signe  qui  a  servi  do  point  de  départ,  il  est  impos- 
sible que  le  nombre  des  variations  soit  impair.  Puisque  ce  nombre  est 
pair  et  plus  grand  que  m,  il  est  au  moins  égal  à  li. 

TnÉORfiilE. 

700.  Dam-  un  polyèdre  eom-exe  dont  foutes  les  faces  sont  c/mstonies, 
les  angles  dièdres  sont  aussi  constants. 

a  En  effet,  supposons,  contre  l'énoncé  ci-dessus,  que  l'on  puisse  faire 
I)  varier  les  inclinaisons  des  faces  adjacentes,  sansdétruire  le  polyèdre; 
n  et  pour simpliQer  encore  la  question,  supposons  d'abord  que  l'on  puisse 
«  faire  varier  (outes  les  inclinaisons  à  la  fois. Les  inclinaisons  sur  certaines 
n  atétes  varieront  en  plus,  les  inclinaisons  sur  d'autres  arêtes  varieront 
n  en  moins;  et  on  comparant  deux  à  deux,  relativement  aux  signes  de 
»  leurs  variations,  les  inclinaisons  des  arêtes  qui,  danschaqiiBface,abou- 
"  tissent  aux  mêmes  sommets,  on  trouvera,  en  passant  successivement 
n  d'une  arête  à  l'autre,  plusieurs  changements  de  signes.  C'est  le  nombre 
»  de  ces  changements  que  nous  allons  chercher  à  déterminer  [  '  ).  n 

Il  suit  du  lemme  précédent  que  chaque  angle  polyèdre  présente  sur  ses 
arêtes  au  moins  quatre  changemenis  de  signes.  Le  nombre  des  change- 
ments de  signes  obtenus  en  considérant  tous  les  angles  polyèdres  du  po- 
lyèdre serait  donc  au  moins  égal  à  4 S,  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est 
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Remarquons  qu'en  faisant  le  Cour  de  chaque  sommet  ou  en  faisant  celui 
du  périmètre  de  chaque  face  on  doit  trouver  le  mâme  nombre  tolal  do 
variations  de  signes.  En  effet,  chaque  variation  de  signes  autour  d'un 
sommet  correspond  à  deux  arêtes  de  signes  différents  qui  se  suivent  sur 
le  périmètre  d'une  même  face,  et  réciproquement. 

Mais,  sur  un  périmètre,  le  nombre  des  variations  ne  peut  dépasser  le 
nombre  des  côtés  et  ne  peut  être  impair  ;  car,  puisqu'on  doit  revenir  au 
point  de  départ,  chaque  variation  en  entraîne  nécessairement  une  se- 
conde. Chaque  face  triangulaire  ne  peut  donc  fournir  plus  de  deux  chan- 
gements de  signes;  les  quadrilatères  et  les  pentagones  ne  peuvent  en 
fournir  plus  de  quatre;  de  même,  les  hexagones  et  les  heplagonesplusde 
six,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  faces  ou  tous  les  sommets  du  polyèdre 
ne  pourront  donc  donner  plus  de  changements  de  signes  qu'il  n'y  a  d'il- 
nilés  dans  la  somme 

2/-^4î-;-4/>H-(i/i-i-  e/Z-i-S"   ■■  .... 

Or  cette  somme  est  inférieure  à  4  S;  car  on  a(690), d'après  la  formule  (7), 

4S=  S-^2(-+-4f/-h-6/;-H8/j-i-  10/1' ^lïo-^ 

Il  faut  en  conclure  qu'il  est  impossible  que  les  inchnaisons  sur  les  arêtes 
changent  toutes  à  la  fois. 

«  Si  l'on  suppose,  en  second  lieu,  que,  dans  le  polyèdre  donné,  non- 
B  seulement  les  faces,  mais  encore  les  inclinaisons  sur  plusieurs  arêtes 
B  restent  invariables,  et  que  cependant  on  puisse,  sans  détruire  le  po- 
i>  lyèdre,  taire  varier  les  inclinaisons  sur  les  arêtes  restantes,  alors,  pour 
B  démontrer  l'absurdité  de  l'hypothèse,  il  suffira  de  concevoir  la  surface 
B  du  polyèdre  décomposée  en  autant  de  portions  que  les  arêtes  sur  les- 
»  quelles  les  inchmisons  varient  forment  de  contours  différents,  et  d'ap- 
»  phquer  nus  portions,  aux  arêtes  qui  les  terminent,  et  aux  sommets 
0  compriù  entre  ces  arêtes,  les  mêmes  raisonnements  quenousavons  ap- 
pliques, dans  1  hvpotlièse  précédente,  aux  faces,  aux  arêtes  et  aux  som- 
mets du  polyèdre  ('),  s  On  y  parviendra  eu  s'appuyant  encore  sur  its 
lemme  précLdent  et  sur  le  scolie  du  n"  691. 

701 ,  Il  suit  du  thLorème  précédent  que  deux  polyèdres  coiit/excs ,  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  égales,  sont  ègaiu:  ou  sy?uêtriqucs, 
suivant  que  les  faces  égales  sont  ou  non  semblablement  placées. 

702.  Il  suit  encoredu  théorème  précédent  que,  lorsque  deux  polyèdres 
t  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  semblables,   te 


(■)  Ce 
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second  est  scmhtabla  au  jircmier  ou  à  un  troisième  polyèdre  symétrique 
du  premier,  suivant  que  les  faces  semblables  sont  ou  non  sembla blement 
placées. 

PROBr.ÈSlE. 

703.  Chercher  le  nombre  de  conitilians  nécessaires  pour  déterminer  un 
polyèdre  com-cxc. 

1°  Le  polyèdre  est  d'une  nalure  déterminée,  c'est-à-dire  qu'on  connaît 
pour  ce  polyèdre  les  nombres  A,  F,  S,  (,  y,  fi,  h,  h\  .... 

Prenons  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre.  Si  elle  a  n  côtés,  il  faut 
an —  3  conditions  pour  la  déterminer.  H  y  a  hors  de  celte  base  S  —  n 
sommets.  Pour  déterminer  un  point  dans  l'espace,  il  faut  trois  conditions. 
On  aurait  donc  en  tout  a/i  —  3-i-3(S— »),  ou  3S  — k  — 3  conditions. 
Mais  les  sommets  qui  répondent  à  une  même  face  sont  dans  un  même 
plan,  et  trois  poinîs  Butûsent  pour  déterminer  un  plan.  Par  conséquent, 
pour  tous  les  sommets  d'une  même  face,  en  sus  des  trois  premiers,  il  ne 
faut  réellement  que  deusconditions.  On  doit  donc  diminuer  3(S  — n)  de 
la  somme  («'  —  3)  -h  («"  — 3)  -h  (n"  — 3]  -^  ... ,  en  désignant  par  n\ 
n",  «", ...  les  nombres  de  côtés  des  F  —  i  faces  qui  restent  en  dehors 
de  la  base  choisie.  Le  nombre  de  conditions  demandé  est  donc  finalement 

Î(P^.S~2, -(« -H  «'-^ /<''  +  «'" +...); 
mais  (C8S,  689) 

„  _j- h' 4- «"-!-„'"-,-...  =  2A    et    F->S  — ?.  =  A. 
Le  nombre  cherché  se  réduit  donc  à  .\.  Ainsi,  le  nombre  des  données  né- 
cessaires pour  déterminer  un  polyèdre,  dans  les  conditions  indiquées,  est 
égid  au  nombre  de  ses  arêtes. 

li  Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne  doivent  pas 
»  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  ingles  qui  constituent  les 
B  éléments  du  polyèdre;  car,  quoiqu'on  eût  autant  d  équations  que  d'in- 
s  connues,  il  pourrait  se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités 
»  connues  rendissentio  problème  indéterminé  Ainsi  il  semblerait,  d'après 
s  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver  que  la  connaissance  des  arêtes 
B  seules  suffit  en  p:énéral  pour  déterminer  un  polyèdre  mais  il  y  a  des 
B  cas  où  cette  connaissance  n'est  pas  sufh  ante  Parexemple,  étant  donné 
V  un  prisme  non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité 
n  d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  même  ma- 
))  nière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en  conser- 
n  vant  les  côtés,  changer  les  angles  etdonner  ainsi  à  cette  base  une  inli- 
1}  nii«  de  formes  différentes  ;  on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arètu 
u  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan  de  la  base  ;  enCn,  on  peut 
»  combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  l'autre,  et  il  en  résultera 
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»  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où 
Il  l'on  voit  que  les  arêtes  seules  ne  suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déler- 
»  miner  le  polycdro.  Les  données  f|u'il  convient  de  prendre  sont  celles 
n  <]ui  ne  laissent  aucune  indétermination  ('  ).  » 

■i"  La  nature  du  polyèdre  n'est  pas  délerminée,  et  l'on  connaît  seule- 
ment le  nombre  de  ses  sommets. 

Prenons  trois  de  ces  sommets  à  volonté  eu  construisant  un  triangle  où 
il  entre  trois  des  éléments  donnés.  Si  l'on  considère  ce  triangle  comme 
base,  il  y  a  S  —  3  sommels  hors  de  celte  hase,  et  la  détermination  de 
chacun  d'eux  exige  trois  conditions.  Le  nombre  cherché  est  donc  ici 
34-3[S--3)  ou  3S-6. 

SCOLIE. 

704.  Si  un  côté  et  A  —  !  angles  déterminent  un  polyèdre  de  nature 
donnée,  un  autre  côté  pris  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déterminent  un 
polyèdre  semblable  au  premier.  Donc,  poitr  ijae  deux  pofyédres  tir.  même 
nature  soient  seiiihlables ,  il  fiiul  A  —  i  conditinns. 

Si  les  deux  polyèilres  ne  sont  pas  de  nature  déterminée,  et  s'ils  ont 
seutemeni  le  même  nombre  S  d'angles  polyèdres,  il  faut  3S  —  7  condi- 
tions pour  qu'ils  soient  semblables. 


T11É0RP.ME. 

70H.  La  projection  d'ii/ie  droite  ÂB  sur  un  lire  XY  ctf  rg(de  au  pro- 
duit de  /ri  longueur  ÂB  de  cette  droite  /lar  le  cosinus  de  l'imgic  vigu  a. 
qu'elle  fuit  tii'ct  l'ri.ec. 


Nous  supposons  ici  {fi^.  58!)  que  la  droite  AD  01  l'axe  XY  ne  soient 
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pas  dans  un  même  plan,  sans  quoi  lo  théorème  ne  différerait  pas  de  celui 
qui  a  été  démontré  déjA  en  Géométrie  plane  [Appendice  du  UV  Livre). 
Dans  DOtre  hypothèse,  la  projection  ab  est  é^ale  à  la  portion  de  l'axe  XY 
comprise  entre  deux  plans  M  et  N  menés  par  A  et  B  perpendiculaire- 
ment â  cet  axe,  ou  bien  encore  à  la  portion  AD  do  la  parallèle  à  l'axe 
menée  par  (e  point  A  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  N.  Or  le  triangle 
rectangle  ADB  donne 


706.  L'nire  de  la  projection  d'un  triangle  sur  un  plan  est  égale  à  l'a. 
de  ce  triangle  multipliée  par  la  cosinus  de  l'angle  aigu  ijue  for/ne  le  pi 
du  triangle  avec  le  plan  de  prnjL-ction. 


Supposons  d'abord  que  le  triangle  proposé  ABC  ait  un  de  ses  côtés  BG 
Situé  dans  le  plan  P  de  projection  [fig.  385).  Si  de  la  projection  a  du 
Bommet  A  on  mène  la  perpendiculaire  aD  sur  BG,  la  droite  AD  sera,  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  hauteurdu  triangle  ABC. 
Or,  le  rapport  des  triangles  nBC,  ABC,  de  raème  base  BC,  est  égal  ati  rap- 
port des  hauteurs  àD  et  AD,  c'est-à-dire  au  cosinus  de  l'angle  aigu  ADa 
qui  mesure  l'inclinaison  des  deux  plans. 

Considérons  actuellement  un  triangle  ABC  placé  d'une  manière  quel- 
conque par  rapport  au  plan  de  projection  {fig.  386),  et  menons  parle 
sommet  B  le  plus  voisin  de  ce  plan  un  plan  F  qui  lui  soJt  parallèle.  I-t 
proJL'CtionrtBc  du  triangle  ABC  sur  le  plan  F  est  égale  à  celle  qu'on  ob- 
tiendrait en  le  projetant  sur  le  plan  primitif.  Or,  soient  0  le  point  où  le 
côté  AC  prolongé  rencontre  le  plan  P',  et  a  l'angle  du  plan  ABG  et  du 
plan  de  projection  ;  le  triangle  ABC  étant  la  différence  de  deuï  triangles 
A^O,  CBO,  qui  ont  un  côté  BO  dans  le  plan  P',  on  a 

aiic  ^  nBO  —  f  BO  =  ABO  cosa  —  CBOcosa 
=  t  ABO  —  CBO  )  ces  a  =  ABC  cos  a. 
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ConOLLiVIRH. 

707.  Le  thénrème  s'étend  à  la  projection  de  l'aire  d'un  pnlygrine plan 
et  même  d'une  courbe  plane  fennec. 

Il  suffit  de  taire  voir  que  la  proposition  a  lieu  pour  un  polygone,  puis- 
qu'une courbe  n'est  qu'un  polygone  d'un  nombre  infini  lie  côlùs  inGni- 
ment  petits. 

Or,  soient  T,  T',  T", . . .  les  aires  des  triangles  qui  composent  le  poly- 
gone plan  P  et  t,  t\  i", ...  les  triangles  correspondants  du  polygone  /), 
qui  est  la  projection  de  P  ;  chacun  des  triangles  de  la  deusiènie  série  est 
évidemment  la  projection  du  triangle  correspondant  de  la  première,  et  si 
l'on  appelle  a  l'inclinaison  du  plan  du  polygone  P  sur  le  plan  de  projec- 
tion, on  a 

d'où,  on  ajoutant, 

l -I-  t'  -\-  t" -h  . . .  =  {T  -''V -hT" -t-  . . .  )c03a     ou     /<  =  Pcos«, 

ce:ntre  des  distances  proportion.n elles. 

708.  Soient  A  et  B  deux  points  donnés,»  un  cûc^fii-n?  ou  nombre  fixe, 
d'ailleurs  positif  ou  négatif,  correspondant  au  point  A,  et  6  un  coefficient 
relatif  au  point  B.  On  sait  que,  sur  la  droite  indéfinie  qui  passe  par 

les  points  A  et  B,  il  existe  un  point  unique  M  tel,  (jue  le  rapport  ^  soit 
égal  en  grandeur  et  en  signe  à  —  -■  Projetons  les  trois  points  A,  B,  M 

sur  un  plan  quelconque  P,  parallèlement  à  unedirection  donnée  arbitraire- 
ment, et  proposons -nous  de  déterminer  la  longueur  de  la  projetanleMM, 
ou  2  du  point  M  en  fonction  des  coefficients  «  et  Ê,  et  des  projetantes 
AA,  =  «  et  BB,  =  b  des  points  A  et  B. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  coefficients  a  et  S  sont  de 
môme  signe  ou  de  signes  contraires. 


'ZSEF      ^^^"" 


./  ■;:- 


Dans  le  premier  cas  {f^-  38;),   le  rapport  - 
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suite,  le  point  M  est  situé  entre  A  et  B.  D'ailleiira,  en  menant  CMD 
parallèle  au  plar 

xAC.    .-«.  ._  _„  

fc-E 


solue,à^  =  7— -i  ona<lonc--=iiTT;=-T — --  d  ou 


l)ans  ieseeond  cas  {fg.  388),  le  rapport est  positif  et,  par  suite,  le 

point  M  est  situé  sur  l'un  des  prolongements  de  AB,  On  a  alors 


d'oil 

C'est  la  même  formule  que  dans  le  premier  cas.  a  h-  6  sera  le  coefficient 
attribué  au  point  M. 

709.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  points  A,  B,  M  étaient  si- 
tués d'un  même  côlé  du  plan  P  ;  mais  cette  restriction  n'est  pas  néces- 
saire, et  la  formule  [i)  subsiste  pour  toutes  les  dispositions  possibles  de 
la  figure,  pourvu  qu'on  regarde  les  nombres  u,i,z,  qui  mesurent  les  pro- 
jetantes, comme  positifs  pour  les  points  situés  d'un  côté  du  plan  P,  et 
comme  négatifs  pour  les  points  situés  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  B,  M,  étant  situés  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  au  plan  P,  menons  un  plan  P'  parallèle  à  P  et  à  une  distance  à 
assez  grande  pour  que  les  trois  points  A,  B,  M,  soient  au-dessus  du  plan  P'. 
Alors,  si  «',  II',  s'  mesurent  les  projetantes  relatives  à  ce  plan  P',  on 
aura  (708) 

(^+6)s'^fl'a  +  i'S. 

Kn  retranchant  de  cotte  égalité  l'identité 

(x-^  6)/(=  Aan-Aê, 
on  obtient  la  relation 

(„  +  g)(,^_/,)  =  („'_/,)^  +  (i'_/,)§. 
Mais,  en  ayant  égard  nus  signes  des  projetantes,  on  a  toujours 
z^Â  =  z,     a--h  =  a,     ù'~h==b, 
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a,  II,  z  étant  les  projetantes  relatives  au  plan  P.  Donc  la  formule 

(a^-S)::--^na-i-iS 
subsiste  dans  tous  les  cas. 

710.  Cela  posé,  soient  A,  B,C,  D  ,...,  L  autant  de  points  qu'on  voudra, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  ;  désignons  par  a,  ê,  7, 
5,,,.,  1  les  coefflcienls  correspondants,  et  parn,  b,  r,  i/,,..,l  les  nombres 
positifs  ou  négatifs  qui  mesurent  les  droites  projetant  obliquemcntou  or- 
thogonalemcnt  les  points  A,  B,  C,  D,,..,  L,  sur  un  plan  quelconque  P. 

Sur  la  droite  AB  (Jîg.  389)  prenons  le  point  M,  tel,  que 

M,  A       _5 
M,  Il  k" 

La  projetante  s,  de  ce  point  sera,  en  grandeur  et  tn  signe, 


Menons  M,  C  et  prenons  sur  cette  droite  le  point  M,  tel,  qu3 

M,^ -;_ 

M,C  "       a  +  ë' 

La  projetante  z^  de  ce  point  sera 

Fn  menant  de  même  AIjD  et  prenant  sur  cette  droite  un  point  M, 
te! ,  que 

M,M„  S 


îî  Jusqu'au  dernier  point  L,  on  obtiendra  ûnalenient  u 
point  M  dont  la  projetante  z  aura  pour  expression 

««  +  fte  +  rïH-  .,,  ^-n 
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Cl  dit  que  ce  |)oint  M  ost  le  feutre  des  disiaïues  proporliniinelles  des 
points  donnî'S  (A,  a)  (B,^},  (C,7),...,  (L,).).  On  arrive  d'ailleurs  au 
même  point  M  dans  quelque  ordre  que  l'on  joigne  les  points  donnés;  cela 
résulte  de  ce  que  la  formule  {2),  qui  exprime  la  distance  du  point  M  à 
un  plan  quelconque  P,  ne  porte  aucune  trace  de  l'ordre  suivi. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefHcienls  a,ê,  7,...,  1  sont  égaux  entre  eux, 
le  point  M  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances;  sa  distance  à 
un  plan  quelconque,  comptée  parallèlement  à  une  droile  arbitraire,  est 
donnée  [lar  la  formule 


n  étant  le  nombre  des  points  considérés. 

71i.  La  formule  (a),  qu'on  peut  écrire 

(3}  ï2«^s««, 

en  désignant  en  général  par  la  notation  ^a.  la  somme  do  tous  les  coeffi- 
cients et  par  L «k  la  somme  de  lous  les  produits  aa.,  èê, , . . ,  II,  exprime 
que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  In  projetante  de  c/uiijr/e 
jxjînt  par  son  coefficient  est  égale  au  produit  de  la  projetante  du  centre 
des  distances  proportionnelles  par  la  somme  des  coefficients. 

Pour  que  s  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  2fla  le  soil,  car  on  suppose 
expressément  que  la  somme  ïo  des  coefficients  donnés  est  dilférenle  de 
zéro.  Donc,  pour  qu'un  plan  passe  par  le  centre  des  distances  proportion' 
nelles,ilfaut  et  il  suffit  quêta  somme  des  proiluits  obtenus  en  multipliant 
chaque  projetante  relative  à  ce  plan  par  le  coefficient  correspondant  soit 
égale  à  zéro.  Cette  condilion  se  réduit  à  2<i  =  o,  lorsqu'il  s'agit  du  centre 
des  moyennes  distances. 

712.  Dans  le  cas  où  tous  les  points  donnés  A,  B,  C, ..,,  L  sont  dans 
un  même  plan  Q,  le  centre  M  est  aussi  dans  ce  plan.  Si  l'on  prend  alors 
pour  direction  des  projetantes  une  parallèle  au  plan  Q,  tous  les  pieds  des 
projetantes  seront  situés  sur  l'intersection  XY  du  plan  Q  et  du  plan  P 
de  projection  ;  cela  revient  donc  à  projeter  sur  une  droite  quelconque  XY 
du  plan  Q. 

713.  Soient  A,,  A„  ...,  B,,  Bj,...  deux  groupes  de  points;  M  le  centre 
des  distances  proportionnelles  du  premier  groupe,  et  Zle  centredes  dis- 
tances proportionnelles  du  système  formé  par  tous  les  points  dos  deux 
groupes. 

Appelons  a,,  a,,...,  p,,  p„...  les  coefficients,  n,,  (/„...,  i,,  /-,,...  les 
projelanles  des  points  donnés,  et  désignons  par  m  et  par  z  les  proja- 
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iules  (ie  M  et  de  Z.  On  nura,  par  1; 


.-^ïifi, 


r.e  poinl  Z  est  donc  le  centre  des  (li--tancL'  jiroponionneiles  de?  points 
M,  B|,  Bj, ...,  quand  on  donne  a  M  un  coolHcient  égal  à  p. 

Ainsi,  dans  la  re.rhcrclie  du  cintre  de',  distnnn x  proportionnelles  d'an 
système  de  points,  on  peut  remplacer  pUu,iiiii .  de  en  points  par  leur 
centre  particulier,  poareii  i/a'on  lionne  a  ce  a  ntrc  un  coefficient  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  points  correspondant r 

Inversement,  on  peut  remplacer  un  point  par  plusieurs  nitue',  ihnt 
il  ctt  le  centre,  tl  dont  la  somme  des  coefficieiiti  ci.'  egule  à.  son  cocj- 
ficicni. 


7i-î.  On  appelle  cr/itre  du  gnivilé  d'une  ligne  droite  AB  le  centre  des 
moyennes  distances  de  ses  extrémités  A  etB,  c'est-à-dire  par  conséquent 
le  milieu  de  celle  droite. 

Le  rentre  de  ^rnvité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  divers  côtés  de  ce  contour  po- 
lygonal, ces  centres  ayant  des  copfTicients  proportionnels  aux  côtés  cor- 
respondants. 

Il  est  aisé  do  voir,  d'après  cela,  que  le  centre  de  gnmié  du  périmètre 
d'un  triangle  ABC,  est  le  centre  0  du  cercle  inscrit  au  triangle  A' h' C  formé 
enjoignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif (fig.  Sgo).  En  effet, 


Fig.  3yo. 


Fie-  30 [. 


si  l'on  mène  les  trois  hauteurs  A'A",  B'B",  C'C  du  ti 
l'on  applique  la  formule  (3)  en  projetant  si 
côtés  de  ce  triangle,  on  trouve 


igle  A'B'C,  etsi 
t  sur  chacun  des 


Aii  +  BC-i-CA'     AB  +  BC^-CA'     AB -,- BC -h  CA ' 
pour  les  distances  du  centre  de  gravité  aux  trois  droites  A'B',  B'C,  C'A'. 
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Or,  comirio  les  numéralDiirs  de  ces  trois  fractions  représentent  chacun 
l'aire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  cherclié  est  équi- 
dislant  des  trois  côtés  du  triangle  A'B'C. 

715.  On  appelle  centre  de  gravilé  de  l'aire  d'un  triangle,  ou  plus  rapi- 
dement cw;//»  Je  ^rnc/f^f/'^M  tri/iiigle,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  sommets. 

Il  est  aisé  de  voir  [fig.  Sgi  )  que  te  centre  de  gravité  G  d'un  triangle 
ABC  eut  le  /miiit  de  concours  lies  médianes  de  ce  triangle;  car,  pour  avoir 
ce  centre,  il  faut,  d'après  la  construction  même  du  n"  710,  prendre  le  mi- 
lieu Ide  BC,  puis  diviser  lA  de  telle  sorte  que  t^v  =  — -■  Donc  le  point  G 
est  sur  la  médiane  AI,  au  tiers  de  sa  longueur  à  partir  de  la  base,  etc. 

716.  Un  polygone  ABCDE  étant  donné  {Jig.  Sgs),  si  on  le  décompose 
en  triangles,  enjoignant  tous  ses  sommetsàunpoinlOprîsdansson  plan, 


et  ijue  l'on  chorcliele  centre  G  des  dislances  proporlionnelles  des  centres 
de  gravité  G,,  G,,  Gj.G,  ,65  de  ces  triangles,  en  leur  attribuant  des  coeffi- 
cients proportionnels  aux  aires  des  triangles  correspondants,  on  aura  ce 
qu'on  appelle  le  centre  de  gravité  du  ptifygoue.  Si  le  point  0  est  pris  à 
l'intérieur  du  polygone,  tous  les  triangles  sont  additifs,  et  l'on  donne  à 
tous  les  coefficients  le  signe  +  ;  si  le  point  0  est  pris  il  l'extérieur  du  po- 
lygone, il  y  a  des  triangles  additifs  et  des  triangles  soustractifs,  et  Ton 
donne  pour  coefficients  aux  centres  de  gravilé  des  triangles  additifs  les 
aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  +,  etau.'i  centres  de  gravité  des 
triangles  soustractifs  les  aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe— . 

Pour  légitimer  cette  définition,  il  faut  prouver  que  la  position  du  centre 
de  gravité  G  du  polygone  est  indépendante  de  la  position  qu'occupe  le 
point  0  dans  son  plan.  A  cet  effet,  projetons  la  figure  sur  un  plan  quel- 
conque P,  en  donnant  aux  projetantes  une  direction  perpendiculaire  au 
plan  ABCDE.  Soient  §■,  g,,  g,,  g^,  §■„  g^  les  projetantes  des  points  G,  G,, 
G,,  Gj,  Gj,  Gj,  et  7,7,,  7j,  73,  7,,  7s  les  coefficients  correspondants, 
c'est-à-dire  les  aires  du  polygone  ABCDE  et  des  triangles  OAB,  OBC,  OCD, 
ODE,  OEA,  prises  avec  lessignea  convenables. 
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L;i  fijriiiule  (3)  doniianl 


'/.g  représente  le  volume  du  tronc  de  prisme  droit  dont  ABCDE  est  la  hase. 
En  effet  g„  projetante  du  point  G,,  est  égal  au  tiers  des  projetantes  des 
points  0,  A  etB,  puisque  g-,  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois 
sommets  du  triangle  OAB.  Donc  7,  .g-,  représente  [633)  le  volume  du  tronc 
duprismedroit  dont  OAB  est  la  base.  De  même,  les  j)roduitS7j.|?,.7j-S'j.  ■■■ 
représenlent  les volumesdes  troncs deprismeconstruits  sur  OBC,  OCD,.... 
D'ailleurs,  comme  les  facteurs  y,,  7,,  7j,,..  sont  positifs  ou  négatifs,  sui- 
vant que  les  triangles  correspondants  sont  additifs  ou  soustractifs,  on  voit 
que  les  produitS7,.g'|,7j.gj,...  ont  naturellement  le  signe  +  ou  le  signe — . 
suivant  que  les  troncs  do  prisme  qu'ils  représentent  sont  additifs  ou  sous- 
tractifs. Donc,  enfin,  le  second  membre  de  la  relation  précédenle  exprime 
la  mesure  du  volume  du  tronc  de  prisme  construit  sur  le  polygone  ABCDE  ; 
et,  en  désignant  ce  volume  par  V,  on  a 

V 
V-S--V    ou    g=-- 

La  distance  du  point  G  à  un  plan  quelconque  P,  comptée  per pend icu- 
faireroent  au  plan  ABCDE,  est  donc  indépendante  de  la  position  que  le 
point  0  occupe  dans  le  plan  du  polygone. 

717.  Cherchons,  par  exemple,  le  centre  de  gravité  d'un  irapcio  AIÏCD 
{/s-  393). 

Fig.   39Ï. 


D'aprèà  le  tliéorème  précédent,  le  point  G  est  le  centre  des  dislances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  triangles  ABD,  BDC,  ces  points 
ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  aires  de  ces  triangles,  c'est-à- 
dire  à  leurs  bases  AB  et  DC,  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  ou  à  3AI  et 
3KC,  les  points  I  et  K  étant  les  milieux  de  AB  et  de  DC.  Mais  (713)  on 
peut  remplacer  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABD  par  le  système  des 
trois  points  A,  B,  D,  affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  AI,  et  le  centre 
de  gravité  du  triangle  BDC  par  te  système  des  trois  points  B,  D,  C, 
affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  KC.  On  adonc  ensomme  à  prendre 
le  centre  des  distances  proportionnelles  des  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
aftect^srespectivementde  coefficients  égaux  à  Al,  AI  +  KC,  KC,  Al-i-KC, 
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Or,  les  points  A  et  li  peuvent  Otro  î\  leur  four  rpmplacés  pnr  le  point  I, 
ayant  aAl  + KG  pour  coefficient,  et  les  points  Det  C  par  le  point  K,  ayant 
2KC  +  AI  pour  coefficient.  Le  centre  de  gravité  G  du  trapèze,  étant  le 
centre  des  distances  proportionnelles  de  ces  deux  points  I  et  K,  s'obtiendra 
en  divisant  IK  en  deux  parties  telles  que 

fit  iKCh-AI  ]X:-i-AI 

GK"  "       aAl+KC  "~Âi*  +  KC' 

Par  suite,  si  l'on  prolonge  BA  d'une  longueur  AE  égale  à  DC,  et  DC 
d'une  longueur  CF  égale  à  AB,  la  droite  EF  coupera  IK  au  point  de- 
mandé G. 

718.  Pour  déterminer  les  centres  de  gravité  des  volumes,  on  suit  une 
marche  entièrement  analogue  à  celle  qu'on  vient  d'exposer. 

Après  avoir  défini  le  cenrre  rie  ^laoité  d'un  tétraèdre  comme  étant  le 
centre  des  moyetmes  dislances  de  ses  sommets,  on  définira  le  centre  de 
gr/ieiié  d'un  pnlyrdre  quelconque  comme  étant  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  tétraèdres  additifs  ou  sous- 
tractifs  qu'on  obtient  en  joignant  a  tous  les  sommetsdu  polyèdre  un  point 
0  pris  à  volonté  d-ms  1  espace  ,  ces  centres  de  gravité  doivent  être  d'ail- 
leurs affectés  chacun  d'uncoefflcient  proportionne!  au  volume  du  tétraèdre 
correspondant.  On  démontrera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
du  n"  716,  que  la  position  du  centre  do  gravitéainsi  défini  ne  dépend  pas 
de  la  position  du  point  0. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ce  sujet  et  d'en  faire  des 
applications.  Les  problèmes  de  ce  genre  ont  leur  véritable  place  dans  la 
Statique,  où  Ton  aperçoit  mieux  leur  utilité.  Les  centres  de  gravité  ne 
jouent  qu'un  rôle  fort  restreint  en  Géométrie  pure,  oii  ils  interviennent 
cependant  d'une  manière  intéressante  pour  l'évaluation  de  quelques  aires 
et  de  certains  volumes,  comme  nous  allons  le  voir  immédiatement  pour  le 
tronc  de  prisme  quelconque,  et  comme  nous  le  montrerons  plus  tard  à  la 
suite  de  l'étude  des  corps  ronds. 
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tctriièdre.  En  reraplaçaut  [fig.  3g^)  les  deux  sommets  A  Pt  B  par  leur 
milieu  I  affeclé  du  coellicieiit  a  et,  de  même,  les  sommeUC  et  D  parleur 
milieu  K  affiiclé  du  coefficient  a,  on  voit  que  le  ventre  de  gravité  G  lUi 
tétraèdre  est  aa  iiiilipu  de  lu  droite  qui  jnint  les  milieax  de  deux  arêtes 
op/iosées  AB  c(  CD. 

Si,  procédant  autrement,  ou  remplace  les  trois  points  B,  C,  D  par  le 
centre  de  gravité  0  du  triangle  BCD,  affecté  du.  coefficient  3,  on  «oit  quo 
le  centre  de  gravité  G  est  sur  !a  droite  AO  en  un  point  tel,  que 

GO            I         ,     ,   ,    ,.         ri^      ^^'> 
-„  ■  =  —  -1     c  esl-ii-dire    GO  = 


En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  a  la  proposition  suivante  :  Dam 
tout  tétraèdre,  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  de  chaçuc  couple 
d'arêtes  opposées,  et  les  quatre  droites  qui  joignent  cluiqiie  sommet  au 
point  de  rencontre  des  médianes  de  la  face  opposée,  passent  par  un  même 
point  ;  ce  point  est  situé  au  milieu  des  trois  premières  droites,  et  pour 
cimcune  des  quatre  autres  il  est  aux  trois  quarts  de  sa  longueur  comptée 
à  partir  du  sommet  correspondant. 

THfiOHÈME. 
719.  J'nire  liilérnle  d'un  tronc  de  prisme  qitcko/tque  est  égidt-  an  pro- 
duit du  périmètre  du  la  section  droite  par  la  portion  de  la  partdlclc  aux 
arêtes  du  prisme,  menée  par  le  centre  de  grm'ité  du  contour  de  la  section 
droite  et  comprise  entre  les  deux  hases  du  tronc  {fig.  SgS,  ) 

FiR.  3ii5. 


Soient  A'B'C'D'E' A^S'CD^E-le  ironc  de  prisme,  et  ABCDE  une  sec- 
tion droite  située,  par  esemple,  au-dessus  des  deux  bases,  i'ar  les  mi- 
lious  L,  M,  N,  P,  R  des  côtés  de  la  section  droite,  et  par  le  centre  de 
gravilé  G  du  contour  de  cette  section,  concevons  dis  parallèles  aux  arêtes 
du  prisme,  et  appelons  respectivement  /',  m',  n\  //,  /■',  g'  les  longueurs  de 
ces  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan  de  la  base  A'B'G'D'E',et  t,m", 


b.Goo^^le 
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""'  /"".  ''"i  H"  '*>*  lone;ueiirs  des  mômes  parallèles  prolongées  jusqu'au  plaa 
de  la  base  A'I)"C''D"E".  l.fi,  v,  j:,  p  étant  les  côtés  AB,  BC,CD,DE,  EA 
de  la  section  droite,  on  aura,  par  la  formule  (3), 

0.-1-  l^-i-'-'  -l--^  'h  p)^" -^li"  -h^m"  -h-^f,"  -h  Tzp" ^pr\ 
d'où,  en  retraiioliant, 

->-^U'''-J'')-^p{^-r'). 

Le  second  membre  reiirésente  évidemment  la  somme  des  aires  des  faces 
latérales  du  tronc  de  prisme:  il  doit  donc  on  être  de  même  du  premier. 
Or,  ce  premier  membre  est  le  produit  du  périmètre  Ï-+-  j^  +  ï  4-!7-t-[)de 
la  section  droite,  parla  portion  §■"  — g' de  la  parallèle  auxarêtes  du  prisme 
nwméo  par  G  el  comprise  entre  les  plans  A'B'C'D'E'  ot  A"B"C"D''E". 

TllÉOBÈME. 

720.  Les  centres  de  gravité  des  aires  de  toutes  les  sections  planes  d'un 
prisme  sont  situés  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisme. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  prisme  triangulaire,  car,  lorsqu'on 
projette  obliquement  ou  orthogonalement  un  triangle  sur  un  plan,  chaque 
médiane  du  triangle  primitif  a  pour  projtction  une  mcdiane  du  n 


Considérons  actuellement  un  prisme  quelconque  ,  soit  ABCDE(_/î^.  393) 
sa  section  droite,  qu'on  a  décomposée  en  trnngles  en  joignantaux  divers 
sommets  un  point  quelconque  0  de  son  plan  soit  P  le  pian  d'une  section 
quelconque  incliné  d'un  angle  a.  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Conser- 
vons toutes  les  notations  du  n"  716,  et  désignons  par  A',  B',C',  D',E'  C 
G',G'|,G',,G'j,G',,G'5  les  points  où  les  arSles  du  prisme  et  les  parallèles 
à  ces  arêtes  menées  par  Ses  points  0,  G,  G,,  Gj,  G^,  G,,  G5  rencontrent 
le  |ilan  P.  G  étant  le  centre  de  gravité  do  la  section  droite,  on  a 

■/■S- -  7, -g-,  +  ïrffi -*-ï,-i?,  +  Vt-g-, -*- ïs.ffi 
et,  jiar  suite,  en  multipliant  par  cos  a, 

ycosa.g'  =  7,cosx.^,-t-  7,cosa.jO-, 


Mais  les  points  G',,  G'„  G'„  G',,,  G'^  sont,  d'après  le  premier  alinéa ,  les 
centres  de  gravité  des  triangles  C'A' B',  O'B'I',',  Û'CD",  O'D'E',  O'E'A' 
dont  se  compose  la  section  par  le  plan  P,  et  y,  cos  a,  j^wsa.,  ■/  cos  a 
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THÉ1RÈME 

7^.  Le  volume  il' un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit 
de  l'aire  dr  la  section  droite  par  la  dislance  des  centres  de  grtwité  des 
deux  bases. 

Dans  le  cas  où  la  section  droite  est  l'une  des  deux  bases  du  tronc,  le 
Ihéorèrae  résulte  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit  aux  n'"  716  el  720. 
En  effet,  on  a  vu  au  n"  716  qu'en  désignant  parV  le  volume  d'un  pareil 
tronc,  par  7  l'aire  de  la  section  droite,  et  par  g  la  parallèle  auxarétes  du 
prisme  menée  par  le  centre  do  gravité  de  cette  section  droite  jusqu'à 
l'autre  base,  on  avait  V  =  g.-/,  et  Ton  sait,  d'après  le  n"  720,  que  celte 
droite  g  réunit  les  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Considérons  actuellement  un  prisme  dont  les  arêtes  soient  obliques  sur 
les  bases  A'B'C'D'E'  et  A'B^C"  D'E"  (/g-.  SyS).  Désignons  par  V  son  vo- 
lume, menons  une  section  droite  ABCDE  au-dessus  desdeux  bases,  et  ap- 
pelons S,  V,  V  l'aire  de  cette  section  et  les  volumes  des  deux  troncs 
compris  entre  cette  section  et  chacune  des  deux  bases  primitives-  Si  l'on 
observe  que  les  centres  de  gravité  G,  G',  G"  de  la  seclion  droite  et  des 
deux  l)ases  sont  sur  une  mSme  parallèle  aux  arêtes,  on  a 

V'=S.GG",     V'  =  S.GG' 

el,  par  soustraction, 

V"-V'  =  S(GG''-GG').    ou    V^S-C'C". 


723.  Soit  {Jtg.  3g5)  CK  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité de  l'une  des  bases  sur  l'autre;  a  étant  l'angle  G"  du  triangle  rec- 
tangle G"RG',  on  a 

G''K  =  G'G"oosî;; 

mais  l'angle  «  est  égal  à  l'angle  du  plan  de  la  section  droite  ABCDE  et 
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du  plan  lia  la  base  X'B'C'O'E',  dont  nous  désignerons  l'aire  par  B;  on  a 
donc (707) 

ol,  |iar  suite, 

V    -  S.G'G"  ^-  Bcosa—  ^  B.CK. 

COJz 

De  là,  cet  autre  énoncé  : 

Le  vidame  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  /m  produit  de 
l'une  lies  bases  par  la  perpendiculaire  iibaissée  du  centre  de  gravité  de 
l'autre  base  sur  te  plan  de  la  première. 

"lii.  Nous  devons  signaler  à  l'atlention  du  lecteur  le  mode  do  démou- 
slration  employéaiin''716.  Celte  méthode,  dite /'«r /es  f(jft</e*ii«a-iiVf(>M 
et  qui  consiste  à  faire  intervenir  la  Géométrie  de  l'espace  dans  la  solu- 
tien  d'un  problème  de  Géométrie  plane,  se  distingue  par  le  caractère  in- 
tuitif des  démonstrations  qu'elle  fournit.  Les  travaux  de  Desargues,  de 
Monge  et  de  Poncelet,  en  offrent  des  exemples  nombreux  et  remar- 
quables, 

UlÉTHODE  FONDÉE  Stn  LA   l'ROJKCTION  CENT1141E. 

723.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  (!)86)  l'une  de 
l'autre,  certaines  propriétés  de  la  première  figure  conviennent  encore  à 
la  seconde;  on  qualifie  de  projeclives  les  propriétés  qui  se  conservi^nt 
ainsi  en  projection. 

Toutes  les  propriétés  descriptives  sont  projectives;  car,  si  plusieurs 
points  sont  en  ligne  droite,  leurs  projections  sont  en  ligne  droite,  et, 
quand  plusieurs  droites  concourent  en  un  même  point,  leurs  projections 
passent  par  la  projection  de  ce  point. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  relations  métriques.  Quelques-unes,  comme 
ia  proportion  harmonique,  sont  projectives;  mais  la  plupart,  même  les 
plus  simples,  ne  le  sont  pas.  Ainsi,  l'égalité  entre  les  doux  segments 
d'une  ligne  droite  n'est  projective  que  dans  le  cas  très-parliculier  où  il  y 
a  parallélisme,  soit  entre  les  projetantes,  soit  entre  la  droite  considérée 
et  sa  projection. 

Pour  démontrer  sur  une  figure  donnée  une  pi-oprîété  que  l'on  saitt'trc 
projectioe,  il  suffit  de  proiwer  que  la  propriété  a  lieu  pour  l'une  quel- 
conque des  projections  de  celle  figure.  L'application  de  ce  principe  évi- 
dent constitue  on  moyen  de  recherche  connu  sous  le  nom  de  méthode 
par  projection,  et  qui  est  de  beaucoup  le  plus  fécond  parmi  les  procédés 
qui  reposent  sur  l'intervention  de  la  Géométrie  de  l'espace  dans  les  ques- 
tions de  Géométrie  plane. 
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Toutefois,  comme  on  ne  (ail  dinsi  que  lâinenei  un  problème  à  un 
autre,  il  importe  de  choisir  le  eenire  et  le  plan  da  projection  de  fayin 
quo  la  nouvelle  figure  offre  des  circonstances  plus  pio[  les  à  h  ru  hercbi 
qu'on  a  en  vue.  Pour  obtenir  une  pmjectiin  //iii\  r  iiipit  giic  ki  figure 
proposée,  on  projette  on/iiiaîremtnC  c<lk  ri  de  Iclk  s  rte  qii  n  ik  ïci 
points  ou  une  de  ses  droit(fs  pas^e  a  l  infini  dans  lu  projLttu n  !1  aulïït 
évidemment  pour  cela  que  le  plan  de  projection  'ioit  parallèle,  danti  It 
premier  ra?  à  la  projetante  du  pomt  considère  et  dans  le  seconj  c  is  au 
plan  projetant  de  la  droite  qu'OD  veut  rejeter  i  1  infini  C  est  ainii  qu  un 
ijuadrilatèrf  complet  donne  nn  parnllelogramme,  quand  on  pro/ettc  sur 
un  plan  parallèle  h  celui  ijui  {Misse  par  le  centre  S  de  projection  et  par 
l'une  de  ses  trois  diagonales;  et  même,  comme  l'un  des  angles  de  ce  pa- 
rallélogramme est  égal  à  celui  sous  lequel  en  voit  du  point  S  la  diagonale 
considérée,  on  peut,  par  un  choix  convenable  du  centre  S,  donner  au 
parallélogramme  obtenu  un  angle  de  telle  grandeur  qu'on  voudra  (entre 
zéro  et  180  degrés]. 

72G.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  par  projection  à  trois  théorèmes, 
déjà  démontré.^ d'une  autre  manière  (313,326,  327}. 

1°  Dans  un  quadrilatère  complet  ABGDEt',  chaque  diagonale  AC  est 
divisée  hormoniquemeiit  par  les  deux  autres  BD  et  EF  {Jig.  ao6).  En 
projetant  de  façon  à  rejeter  la  projection  de  EF  à  l'inlini,  on  obtient  un 
parallélogramme  nèc(/dans  lequel  la  propriété  énoncée  est  évidente;  car 
la  droite  ac,  étant  rencontrée  par  tid  en  son  milieu  et  par  la  troisième 
diagonale  à  l'inlini,  se  tiouve  divisée  harmoniquement  (333j. 

2°  Quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  tels  que  leurs  calés  liamo- 
logucs  se  coupent  deua^  ii  deux  en  trois  points  a,  p,  y,  situés  en  ligne 
droite,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  homologues  concourent  en  un 
même  point  0  [fig-  21 1).  En  projetant  la  figure  de  façon  que  la  projection 
de  la  droite  a^-/  passe  à  l'infini,  on  est  ramené  à  démontrer  la  môme 
propriété  pour  deux  triangles  abc,  a'b'c',  ayant  leurs  côtés  liomologues 
parallèles;  or,  on  sait  que  deux  triangles  de  ce  genre  sont  homoihé- 
tiques  (361  ). 

3°  Quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C'  sont  tels  que  les  droites  qui 
joignent  leurs  sommets  liomologues  concourent  en  un  même  point  0,  les 
côtés  homologues  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  pointt  a,  p,  ■/,  situés 
en  ligne  droite  {fig-  an)-  E"  projetant  la  figure  de  façon  que  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  a  et  p  ait  sa  projection  à  l'infini,  on  obtient  deux 
triangles  abc,  a'b'c',  qui,  comme  les  premiers,  ont  leurs  sommets  homo- 
logues situés  sur  des  rayons  issus  d'un  même  point  o  {projection  de  0), 
mais  qui  ont  en  outre  deux  couples  ci  et  c'b',  ca  et  e^a'  de  cotés  homo- 
logues parallèles;  il  suffit  alors  de  prouver  le  parallélisme  de  oft  et  dea'i'. 
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Or,  cela  résulte  do  co  que  le  rapport  de  oa'  à  aa  esl  (5gal  à  celiii  de  oh' 
à  06,  puisque  chacun  de  ces  rapports  équivaut  à  celui  de  oc'  à  oc. 

727.  Ces  exemples  suffirent  pour  Taire  comprendre  l'esprit  de  la  m:^- 
lliode.dont  toute  la  portée  n'apparaîtra  d'ailleurs  que  lorsque  nous  trai- 
lerons  des  coniques. 

Voici,  pour  terminer,  une  règle  impotlante,  qui  permet  de  reconnaître 
à  simple  vue  que  certaines  relations  métriques  sont  projectives. 

Une  fraction,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  chacun  le 
produit  de  facteurs  exprimant  de  simples  distances  h&,  CD,  . . .,  entre  les 
dioers  points  d'une  figure  plane,  est  projectife,  si  les  mêmes  lettres  se 
relroui'ent  dans  les  facteurs  linéaires  qui  composent  les  deux  termes,  et 
si  à  chaque  distance  apparteruint  a  l'un  des  termes  correspond  dans 
l'autre  terme  une  distance  qui  soit  sur  la  même  droite  que  la  première. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D.  ...  Ids  divers  points  d'une  figure  piane, 
el  A',  B',  C,  D',  . . .  les  points  corrc  s  pondants  de  sa  projection  sur  un 
autre  plan.  Désignons  par  a,  b,  c,  d,  ...  les  longueurs  des  projetantes 
SA,  SB,  se,  £D,  . . . ,  et  par  p,q,  ...  les  distances  du  centre  S  de  pro- 
jection aux  droites  AB,  CO,  —  En  égalant  deux  exi^ressions  bien  con  ■ 
DUCS  de  l'aire  du  triangle  SAB,  on  a 


AB,/-  =  f/.i.sinASl), 
arait  de  mCme 

CD  =  "' 


nASD, 


-^sinCSD, 

'i 

Or,  quand  on  substituera  aux  facteurs  linéaires  AB,  CD, ...  les  valeurs 
ci-dessus,  les  quantités  a,  i,  ,,,  disparaîtront  en  vertu  de  la  première 
condition,  et  il  en  sera  de  même  des  quantités  p,  7,  . . .,  en  vertu  de  la 
deuxième  hypothèse.  Il  ne  restera  dtnc  qu'une  fraction  qui  se  déduira  de 
la  proposée  en  y  remplaçant  chaque  facteur  AB,  CD, . . .  par  le  sinus  de 
l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  S  chnque  segment  correspondant  A  B, 

CD, La  valeur  de  la  fraction  considérée  ne  dépend  donc  que  dos 

valeurs  des  angles  de*  projetantes  et  nullement  de  (a  position  du  plan  de 
la  figure  ABCD  ,  de  soite  que  h  fraction  composée  de  la  même 
manière  a\ec  les  segments  homolooues  AB',  CD',  ...  de  la  figure 
A'B'C'D',         auia  la  mcme  valeur 

Cette  proposition  contient  Lvidemment  comme  cas  particulier  celle  du 
n"  3Î0 ,  car  I  exprc==ion 

C\  .  ]U  CA.DB 

LÎi  ■  DU     "^     Clî.DA 

R.  ct.tc.--  jv.  ./*Gc.,«.(ii'Pai-t;c)-  y 
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remplit  les  conditions  prescrites  dans  la  règlu  prcciiJeiiio.  On  retrouve 
ainsi  la  projectivité  du  rapport  a;iharmoni(|uo  de  qiuitre  poinls  en  li.^'nc 
droite,  ainsi  que  ['expression 

sinrSA  ,  sinnS.\ 

sinCSlt"  sinDSU 

du  rapport  anharmonique  d'un  fiiisceau  de  quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD. 
siluccs  dans  un  même  plan,  qui  ne  dépend  que  dos  anylcs  de  ces 
droites,  et  qui  n'exige  pas  la  considération    d'une   transversale  auxi- 

Ajoulons  que  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  plans  A,B,  C,T), 
passant  par  une  même  droite,  est  susceptible  de  l'expression  aniilogue 


sinCl)    sinDB 

dims  laquelle  la  notation  CA  reprÉsente  l'angle  des  plans  C  H  A.  Cette 
remarque  résulte  de  ce  que  le  rapport  anbarmoniquc  d'un  faisceau  de 
quatre  plana  esl  égal  à  celui  du  faisceau  des  quatre  droites  suivant  les- 
quelles ces  plans  sont  coupés  par  un  plan  perpendiculaire  à  leur  arête 


FIGURES  nOMO LOGIQUES. 

7'28,  A  la  raéiliode  par  projection  se  rattache  directement  la  théorie 
des  figures  bomologiques  qui  est  due  à  Poncelet,  et  qui  se  recom- 
mande à  la  fois  par  le  rûle  considérable  qu'elle  joue  en  Géométrie 
pure,  et  par  Tlieureux  parli  qu'on  peut  en  tirer  en  Géomélrie  des- 
criptive. 

On  dit  que  detios figures  situées  dans  un  même  plan  sont  homologiques, 
i/iinnd  elles  se  correspondent  point  par  point  et  droite  par  droite,  de  telle 
sorte  que  deux  jioints  homologues  quelconques  soient  en  ligna  droite 
livre  un  point  fixe,  et  que  ilt^ar  droites  homologues  quelconques  se 
coupent  sur  une  droite  fixe.  Le  point  fixe  prend  le  nom  de  centre  d'homo- 
Ingie,  et  la  droite  fise  celui  à'axe  d'Iiomologie. 

Des  deux  dernières  conditions  énoncées  dans  la  définition,  il  suffit  que 
l'une  soit  satisfaite  pour  que  l'autre  soit  remplie;  ainsi  : 


Deux  figures  sont  homologiqucs, 
si  elles  se  correspondent  j/oint  par 
point  et  droite  pnr  droite,  de  façon 
que  deux  points  homologues  quel- 
conques soient  en  ligne  droite  avec 
un  point  fixe. 


Deux  figures  sont  homologiques, 
si  elles  se  correspondent  point  par 
point  et  droite  pnr  droite,  de  façon 
que  deux  droites  homologues  quel- 
conques se  coupent  sur  une  droite 
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!l  suffit,  en  effet,  de  prouver  que, 
si  p  est  le  point  de  concours  d'un 
premier  couple  (AC,  A'C)  dedroiles 
liomologues  {Jig.  21 1),  et  7  le  point 
de  concours  d'un  second  couple 
|AB,  A'B'),  le  point  de  concours  « 
d'un  troiiïième  couple  quetconiiue 
{BC,B'C')  estsilué  sur  la  droite  Pï. 
Or  cela  résulte  du  théorème  d^ 
monlro  aux  n"  3T    elc 


Il  suflit,  eneiîct,  de  prcuverquo, 
si  0  est  le  point  d'înlerFection  des 
droites  AA',  BB',  qui  joignent  deai 
premiers  couples  (A, A']  (B,  B'| 
de  points  homologues,  la  droilc  CC 
qui  unit  un  troisième  couple  quel- 
conque (C,  C)  passe  par  0.  Or 
cela  résulte  du  théorème  démontré 
aux  n'*327,  efc. 


C  est  en  projetant  sur  un  plan  quelconque  P  doux  figures  homothéli- 
ques  situées  dans  un  autre  plan  Q  que  Poncelet  (  Traité  de.i  propriétés 
/mjecti  es,  '^  ction  III  Clidfilre  1)  est  arrivé  à  la  notion  des  figures  ho- 
mologiques  II  eit  évident  enetîet  que  dans  les  deux  nouvelles  figures  la 
droite  qui  jcint  deux  points  homologues  quelconques  passe  par  la  per- 
spectie  du  centre  de  Bimditnde  dts  figures  primitives,  et  que  deux 
droites  liomolo°ues  q  lekonquea  provenant  de  la  perspective  de  deux 
dioites  pardieles  tnt  leur  1  0  ut  de  concours  (î>88)  sur  la  ligne  de  fuite 
d  i  [  Un  Q 


729.  La  transformée  homologique  F'  d'une  figure  F  est  déterminée 
Ifig.  396)  dès  qu'on  donne,  outre  co  centre  0  et  l'axe  X  d'homologie,  le 
point  a',  homo'ogue  d'un  premier  point  a  de  la  figure  F;  car,  pour  obtenir 
l'homologue  m'  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  F,  il  suffit  alors  de 
déterminer  le  point  t  où  la  droite  <7jh  coupe  l'axe  X  d'homologie,  ft  de 
prendre  l'intersection  w' du  rayon  Omsvoc  la  droite  a's  homologue  de  as, 

fis-  ^ii'i. 


,.••/•*; 


Souvent, le  centre  ou  l'axe  d'homologie  sont  hors  des  lirai 
de  dessin,  et  il  faut  savoir  trouver  l'homologue  m'  d'i 
conque  m  de  la  première  figura  en  n'employant  que  lo  centre  d'homo- 


de  la  feuille 
point  quel- 
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logie  0  et  deux  couples  de  droiles  correspondantes,  ou  bien  ijus  l'axe 
d'homologie  et  deux  couples  de  points  coirespondaols.  Voici  la  marche 
qu'on  suit. 

1°  Soient  (Jïg.  397)  0  le  centre  clhoinolo;;ie,  et  (np,  n'/i),  ("'/,  «''/) 
deux  couples  de  droites  homologues.  A  l'aide  de  deux  niyons  quel- 
conques Obli',  Occ',  menés  parO,  on  déterminera  un  troisième  couple 
{!ir,  b'c')  de  droiles  Lomoiogues;  le  point  g  commun  à  am  et  à  f>c  aura 
pour  homologue  le  point  j' commun  à  b'c'  et  au  rayon  Oj,  eto'^^  liomo- 
iogue  de  (ig  rencontrera  Ont  an  point  cherché  /«'. 

2°  Soient  {Jig.  398)  X  l'axe  d'homologie,  et  («,«')  [0,  b')  deux  cou- 
ples de  points  correspond  a  nls.  En  joignant  au  point  u'  lo  point  a  où  lun 
coupe  l'iixB  d'homologie,  on  aura  l'homologue  de  la  droite  aiit\  on  ob- 
tiendra de  même  l'homologue  i'j3  de  la  droite  hm\  l'homolosue  m'  dii 
point  Mi  sera  donc  le  point  commun  à  n'a  et  à  t'§. 


y 


/" 


\  confitruclions  n'c\igi!;it 


Nous  devons  faire  remarquer  que  toutes  c 
que  l'emploi  de  la  r."  ele. 

730,  Il  est  évident  :  1°  que  toute  droite  pas^nt  par  le  centre  d'homo- 
iogie  se  correspond  h.  elle-même;  s°  que  le  centre  d'homologie  coïncide 
avec  son  homologue,  et  qu'il  partage  cette  propriété  avec  chacun  de^ 
points  de  l'axo  d'homologie. 

Puisque  deux  droites  homologues  coupent  l'axe  d'homologie  au  mémf 
point,  à  la  droite  de  l'infim  de  la  première  figure  F  doit  correspond  ri  ■ 
dans  la  seconde  ligure  F'  une  droite  J'  parallèle  à  l'axe  d'homologie;  et 
de  mème.i  la  droite  de  l'infini  de  la  figure  F'  répond  dans  la  figure  F  une 
droite  I  parallèle  à  l'ase  X  ;  la  droite  I  prend  le  nom  de  droite  limite  du 
la  figure  F,  et  la  droite  J'  celui  de  droite  limite  de  la  figure  F'. 

Rien  de  plus  simple  que  de  contfruire  la  figure  F'  quand  on  connaît  la 
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igiire  F,  su  droite  limite  I  ainsi  que  le  centre  0  et  I'bxc  X  d'iiomologiu 
"  ^'^"^  {/?■  399)    un  point  quelconque  de  F,  on  mènera  par  m   uni 


I 

droite  quelconque  /w;  on  joindra  le  centre  U  au  point  /  où  cetl«  droite 
coupe  I,  et  par  le  point  i  où  celte  mfime  droite  coupe  X  on  mènera  lu 
parallèle  à  0(;  cette  parallèle,  qui  est  évidemment  l'homologue  de  la 
droite  emi,  rencontrera  le  rayon  Om  au  point  demandé  m'. 
On  lit  immédialement  sur  I3  figure  la  relation 

On*'       Om       ,»•„, 


d'où  Ion  déduit  les  deux  formules 

qui  nous  seront  Utiles  plu  tard  La  econde  de  ces  formules  a  été  donnée, 
en  1704,  par  le  géometr  belge  Le  Pc  c  qui,  comme  de  la  Ilire  et 
Newton,  avait  étud  é  quelq  e*  cas  part  cul  ers  de  la  transformation  !io- 
mologique,  bien  avant  que  Poncclet  eut  crée  la  théorie  complète  de  œs 
ugures. 

731.  Qmndde.xjis„,„nt)  m  hg  ,  <:•:,•  k  rappon  a„l,„„i,^ 
n,,,ue  de  ,,mrcp„M  ,  ,  ^„  ,„„  J  ,^  ,,^  „,  ,^,„,  ^^  ^ 
imn„rmomq^  de,  ,u«m  pn  nul  nohgia  i'.t'.J;  farces  rapnorls 
sont  é-anx  l'un  «  1  antre  a  cel  du  ta  =cem  Ooo',  054",  Oœ'  OJd'- 
a-  k  Tnpf„i  a.l„r  ,n  que  d  f  ,™,  SA,  SB,  SC,  SD  ,k  ,m,m 
diniics  est  égal  au  lappoH  anharmenii/ue  rlu  faisceau  fnrmé  par  les 
quaire  d„U„  honiehgus,,  Sk\SK,  S'C'.S'ff;  ear  les  rayon,  homolo- 
gues des  deux  faisoeauï  se  croisant  sur  l'axe  d'horaologie,  les  rapports 
anharmoniques  considérés  sont  égaux  à  celui  do  la  section  comnii.ne  faîle 
par  1  axe  d  homologie. 

732.  Considérons  deux  ligures  homologiques;  soient  f/î-  3n61  0  le 
centre  et  X  l'a.xe  d'homologic,  (.,.')  et  (,.,  „■)  deux  coupte  de  point. 
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liomologues,  p  el  a  les  po.nts  uù  les  rayons  Qmm'  et  Ofa'  coupent  l'aso  X, 
et  s  !e  point  de  concours  de  ûm  et  de/?''»'.  I.e  raijceau(£0,  su,  îX,  si'') 
ulant  coupé  par  les  deux  transversales  Qmm',  Oaa' ,  on  a 


ie  rapport  (inharmoniqiie  [Oamm']  a  donc  une  videur  cnnslaiite ;  on 
donne  à  cette  constante,  que  nous  dcsignerons  par  ).,  le  nom  de  c.oi-ffu-kid 
d'Aomohgie. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie,  et  eileconduilà  une  iioi:- 
velle  définition  des  figures  liomologiqucs  : 

Elant  donnés  dans  un  plan  un  /ivii/l  fixe  0  el  une  ilroitu  fixe  X 
\fig.  396),  si  sur  chaque  rayon  0[i  on  prend  deux  points  m  et  m'  tels 
que  le  rapport  anharmonique  {Oiimm')  oit  une  valeur  constante  \,  lis 
points  m  el  m'  décrivent  deux  figures  hoiiiologiqiics. 

En  eilet,  i)ar  la  définition  même,  deux  points  homologues  quelcon- 
ques m  et  m'  sont  en  ligne  droite  avec  le  peint  fixe  0;  il  suQit  donc 
de  prouver  que,  si  le  point  m  décrit  une  droite  as,  le  point  m'  décrit  à 
son  tour  une  droile  coupant  l'axe  X  au  même  point  s  que  la  première.  Or, 
menons  par  le  point  0  une  droite  quelconque,  et  désignons  par  ti,  x,  a' 
les  points  où  elle  rencontre  les  droites  zm,  sX,  sm'-.  le  faisceau  (eO,  sm, 
îX,  sm')  étant  coupé  par  les  deux  transversales  Opi.Oa,  les  rapports 
anharmoniques  (OfifHw'j  [Oxi^a')  seront  égaux;  le  second  aura  donc 
comme  le  premier  la  valeur  l;  donc  le  point  a',  qui  est  situé  sur  tm', 
sera  la  [josition  que  prend  m'  quand  m  vient  en  a. 

La  constante  \  est  cgule  an  rap/xirt  des  dislanees  de  la  droite  limite  I 
nu  centre  et  11  l'axe  d^homologie.  Car,  en  désignant  par  c  et  7  les  pro- 
jections orthogonales  du  centre  0  sur  les  droites  I  et  X,  et  appliquant  le 
théorème  précédent  au  système  formé  par  les  quatre  points  0,  7,  c  et  c' , 
le  dernier  étant  à  l'infini,  on  a 


:'0 


-  ^1. 


On  voit  de  même  que  le  rapport  des  dislanees  de  la  droile  limite  J'  au 

centre  et  à  l'axe  d'homologie  est  égal  à  t- 

Quand  la  constante  X  est  égale  à  —  1 ,  les  deux  droites  limitas  coïnci- 
dent avec  la  droite  unique  qui  est  équidist;inle  du  centre  et  de  i'axe 
d'homologie  ;  ce  genre  particulier  d'homologie  prend  le  nom  d'iiomohgie 
harmonique. 
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Quand  l'axe    d'houiolDgio    esl  à    l'infiiij,    le    rapport    anhai 
{0<^iiim']  se  réJuit  à  —7—)  el  la  relation 


montre  que  V/iomohgie  devient  hmmthétic ;  le  point  0  est  le  centre  do 
similitude,  et  l  est  le  rapport  de  similitude. 
Enfin,  si  c'est  au  contraire  le  centre  d'Iiomologie  qui  est  à  l'infini,  le 


rapport  anliarmonique  (OjiH; 


montre  que  la  seconde  figure  résulte  de  la  première  en  dUatant  dans  un 
rapport  constant  les  ordonnées  abaissées  do  ses  divers  points  sur  l'axe 
fixe  X  dans  une  direction  donnée;  quelques  géomètres  donnent  à  ce 
genre  d'homologie,  qui  se  présente  fréquemment,  le  nom  â'nffiniié. 

733.  Nous  terminerons  par  un  théorème  très  important  tant  au  point 
de  vue  théorique  qu'au  point  de  vue  des  applications;  d'une  pari,  il 
montre  la  concordance  entre  l'homologie  et!a  perspective:  d'autre  part, 
il  intervient  fort  utilement,  on  géométrie  descriptive,  pour  la  solution 
du  problème  des  rabattements  et  des  questions  relatives  aux  seclious 
planes  des  prismes  el  des  pyramides,  des  cônes  et  des  cvlindres. 

Quand  deru:  figures  planes  F  el  F'  sont  en  perspective,  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  quelconque  H,  à  l'aide  d'un  centre  de  projection 
quelconque  u,  sont  deux  figures  homologiques ;  le  centre  d'homologie 
est  la  projection  0  du  point  de  vue  V,  el  l'axe  d'homologie  est  ta  pro- 
jection l/,  de  l'intersection  LLi  des  plans  P  et  P'  des  deux  figures. 

La  démonstration  est  presque  iutuii.ivo  : 

En  effet  ;  d'abord,  à  chaque  point  m  de  la  figure  /  répond  évidem- 
ment un  point  unique  m'  de  la  figure/,  et  la  droite  mm!  passe  par  o 
puisque  les  points  correspondants  M  et  M'  des  figures  F  et  F'  sont  en 
ligne  droite  avec  V,  En  second  lieu,  ù  une  droite  quelconque  d  do  !a 
figure/  répond  évidemment  «no  droite  el  une  seule:/'  delà  figure/', 
et  le  point  de  concours  de  dolÛGcV  est  sur  lli  puisque  les  droites  cor- 
respondantes D  el  D'  dos  figures  F  et  F'  se  croisent  sur  LLj. 

La  réciproque  csigo  plus  d'attention  : 

Deux  figures  homologiquesf  et  f  peuvent,  d'une  infinité  de  manières, 
être  considérées  comme  la  projection  sur  leur  plan  H  de  deux  figures 
planes  F  et  F'  qui  sont  en  perspectisv  {fig.  400). 
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Eiv  efTut,  soil  10  un  poinl  pris  à  volonté  dans  res|iiii;('.  el  o  k-  reiilro 
dliomologie  de /et  de/';  dans  le  plan  0  déterminé  par  cj  et  par  l'axe 
d'iiomologie  Ui  des  figures  /et/',  choisissons  arbitrairement  une  droite 
LLi  :  imaginons  par  cette  droite  deux  plans  1'  et  P'  cl  appelons  G  et  G' 
les  points  où  ces  plans  coupent  la  droite  loo.  Enfin,  désignons  respecti- 
vement par  F  et  F'  les  figures  qu'on  obtient  en  |U'ojctant,  du  peint  w 
comme  centre,  les  figures/et/',  la  première  sur  le  plan  P,  !a  seconde 
sur  le  plan  P'.  Tout  se  réduit  ù  démontrer  que  les  figures  F  et  F'  sont 


en  perspective;  en  d'autres  termes,  si  M  et  H' sont  les  points  de  F  cl  F' 
situés  sur  les  projetantes  uim.  lam'  de  deux  points  homolognes  quel- 
conques w  et  m' de /et  de/',  il  suffit  de  prouver  que  la  droite  MM' passe 
par  un  poinl  fixe.  Or,  soit  ji  le  point  où  mm'  coupe  Hi,  jii  le  -point  où 
tii\t.  coupe  LLi  et  I  et  V  les  points  où  MM'  rencontre  u>fi  et  u)o.  Le  rap 
port  anliarmonique  de  la  division  ^timm'  est  constant  et  égal  au  rapporl 
d'bomologie  des  iig\ires/et/';  mais  ce  rapport  anliarmonique  esl  égiil 
à  celui  de  la  division  IVMM'  el,  par  suite,  égal  aussi  à  celui  de  la  divi- 
sion (oVGG'  qu'on  obtieuL  en  projetant  la  précédente  du  point  jx,  sur  om. 
D'ailleurs,  les  poînls  u>,  G  et  G'  sont  fiscs;  donc  il  en  est  de  même  du 
poinl  V.  n.Q.P-n- 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  F  el  F'  sont  deux  positions 
d'une  même  figure  qui  tourne  autour  d'une  droite  de  son  plan;  dans  ce 
cas,  F  et  F'  sont,  en  effet,  en  perspective,  le  point  de  vue  V  étant  à  l'in- 
fini dans  la  dircclion  perpendiculaire  au  plan  bissecteur  du  dièdre  formé 
par  les  plans  de  F  el  de  F'.  Enfin,  si  l'on  cboisil  alors  pour  plan  de  pro- 
jection le  plan  de  la  figure  F',  /'  ne  différera  pas  de  F"  ;  ce  qui  monire 
que  la  projection  /  d'ime  figure  F  et  son  rahattement  F'  sont  liomolo- 
giques;  et  inversement. 
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LIVRE  VII. 

LES   CORPS   RONDS. 

§  I.  —  CYLINURIÎ  DE  RÉVOLUTION. 
nÉFiwiTions. 

73t.  On  nomme  surface  cylindrique  de  révolution  la  sui- 
face  engendrée  par  une  droiie  GG'  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe  XX'  à  laquelle  elle  est  parallèle  el  iovariablement 
liée  (y«ê-.  401). 

La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  A'axe  de  la  surrace,  et  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  darêle. 

735.  Tout  point  A  de  !a  droite  GG'  décrit  une  circonférence 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  el  dont  le  centre  esl 
sur  l'axe;  car,  pendant  la  rotation,  la  perpendiculaire  AO 
abaissée  du  point  A  sur  XX'  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  el 
conserve  toujours  la  même  longueur. 


On  appelle  section  droite  toute  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe.  Il  résiilie  des  considérations  précédentes 
que  les  diverses  sections  droites  d'une  même  surface  cylin- 
drique sont  des  circonférences  égales:  le  rayon  commun  de 
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res  cercles,  c'est-à-dtfo  lu  dislance  des  deux  parallèles  XX' 
etGG'.est  \e  rayon  delà  surface  cylindrique,  el  l'on  voil 
(|Ue  le  lieu  des  points  de  l'espace  situés  à  une  dislance  donnée 
d'une  droite  fixe  est  la  surface  cylindrique  de  révolution  qui 
a  cette  droite  pour  axe  et  la  distance  donnée  pour  rayon. 

736.  Considérons  une  droite  fixe  XX',  un  plan  P  parallèle  à 
celte  droite,  et  désignons  par  R  la  distance  de  la  droite  au 
plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance  de  ia  droite  à  sa 
projection  AA' sur  le  plan  [Jlg.  402}.  Le  lieu  des  points  du 
plan  P,  situés  à  une  distance  donnée  ô  de  la  droite  XX',  se 
rompose  de  deiis  droites  BB'  et  CC  parallèles  à  XX',  ]>lacée5 
de  part  et  d'autre  de  AA',  et  à  une  distance  de  celte  droite 
égale  au  côté  AC  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OAH, 
dont  l'hypoténuse  OB  est  égale  à  ô,  et  l'autre  côlc  OA  de 
l'angle  droit  égal  à  R.  I!  en  est  ainsi  tant  que  ô  est  plus  grand 
que  R;  lorsque  d  devient  égal  ou  inférieur  à  R,  Je  lieu  se  ré- 
duit à  la  droite  AA'  ou  cesse  d'exister. 

D'après  cela  (735),  un  plan  pavalièie  à  l'axe  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  celte 
surface,  ou  une  seule,  ou  n'a  aucun  point  commun  avec  la 
surface,  suivant  que  la  dislance  du  plan  à  l'axe  est  inférieure, 
égale  ou  supérieure  au  rayon  de  la  surface. 
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737.  Arrèlons-nous  un  moment  sur  le  cas  où  le  plan  pL  la 
surface  n'ont  en  commun  qu'une  génératrice  AC  [Jig.  4û3). 

Un  tel  pian  peut  être  considéré  comme  la  position  limite 
d'un  plan  varialile  qui,  passant  par  la  génératrice  fixe  AC  et 
par  une  génératrice  voisine  A'C,  tourne  autour  de  AC  jusqu'à 
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ce  que  A'C  vienne,  en  reslant  sur  la  surface  cylindrique,  se 
confondre  avec  AC.  Cela  étanl,  soit  CB'  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  surface  cylindrique;  la  socanle  BB',  qui 
unit  les  points  B  et  B'  où  lu  courbe  rencontre  les  génératrices 
A C  et  A'C,  reste  constamment  dans  le  plan  variable  ACA'C; 
d'ailleurs,  celle  sécante  devient  la  tangente  BN  à  la  courbe  BR', 
lorsque  la  généralrice  mobile  A'C  vient  se  confondre  avec  AG, 
c'esl-à-dire  lorsque  le  plan  variable  ACA'C  atleini  sa  posi- 
tion limite;  donc  ce  plan  limite  contient  la  tangente  BN.  Ainsi, 
le  plan  limite  considéré  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  où  ces 
courbes  rencontrent  la  généralrice  AC;  on  lui  donne  le  nom 
de  pltiii  tangent  suivant  la  génératrice  AC, 

l,a  généralrice  AC,  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  celte  courbe  rencontre  AC, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  langenlsuivant  celte  généra- 
trice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  la  section 
droite  AA',  on  voit  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
plan  déterminé  par  t'axe  et  par  la  génératrice  de  contact;  en 
eiTet,  le  plan  tangent  renferme  la  droite  AM  qui,  étanl  à  angle 
droit  sur  AO  et  sur  AC,  est  perpendiculaire  à  leur  plan  CAOX. 

738.  On  appelle  cylindre  de  révolution  le  corps  compris 
entre  une  surface  cylindrique  et  deux  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  de  cette  surface,  ou,  en  d'autres  termes,  la  ligure  en- 
gendrée par  la  rotation  d'un  rectangle  AA'0'0  autour  d'un  de 
ses  côtés  00'  {Jig.  4o4]> 


La   surface  cylindrique  engendrée  par  le  côté  AA'  est  la 
surface  latérale  du  cylindre;  les  cercles  décrits  par  les  côtés 
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OA  el  C'A'  en  soni  les  bases,  et  la  droite  00'  en  est  la  /ini 


739.  En  conslruîsant  un  prisme  droit,  de  même  hauteur  que 
le  cjlindre,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit au  cercle  de  base  du  cjlindre,  on  obtient  un  prisme  in- 
seritou  circonscrit  au  cylindre  {fi^-  4o5).  Le  plan  de  chaque 
face  latérale  du  prisme  circonscrit  est  tangent  au  cylindre 
(737).  Si  le  polygone  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle  de  base 
est  régulier,  le  prisme  inscrit  ou  circonscrit  au  cylindre  est 
régulier. 

Considérons  un  cylindre  de  révolnlion  et  un  prisme  régulier  inscrit. 
L'aire  latérale  du  prisme  s'obtient  en  multipliant  le  périmètre  de  sa  base 
par  sa  hauteur  (609).  Or,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  de  base,  le  périmètre  de  ce  polygone  tend  vers 
une  limite  fixe  et  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés  ten- 
dent vers  zéro;  d'ailleurs,  la  hauteur  du  prisme  reste  constamment 
égale  à  la  hauteur  du  cyhndre.  Donc  l'aire  latérale  du  prisme  inscrit  lend 
vers  une  limite  fixe  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de 
sa  base  lendent  vers  zéro  :  c'est  cette  limite  <iiie  t'oit  appelle  l'aire  laté- 
rale du  cylindre. 

Considérons  en  second  lieu  un  cylindre  de  révolution  et  deux  prismes 
réguliers  de  bases  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cylindre 
{fig.  4o5).  Le  volume  du  cylindre  est  compris  entre  les  volumes  des 
deus  prismes.  Or,  ces  deux  prismes  ont  même  bauteur,  et  le  rapport  des 
aires  de  leurs  bases  a  pour  limite  l'unité  (4i7),  lorsque  le  nombre  com- 
mun de  leurs  côtés  croît  indéfinitnenl  ;  par  suite,  le  rapport  des  volumes 
des  deux  prismes  tend  vers  l'unité,  et  il  en  est  de  même  a  foriimi  du 
rapport  du  volume  du  cylindre  au  volume  de  l'un  quelconque  de  ces 
prismes.  Donc  le  volume  d'un  cyîindre  de  réfoliUion  est  ht  limite  commune 
des  volumes  des  prismes  réguliers  de  bases  semblables,  inscrit  et  circon- 
scrit, dont  on  fait  croître  intléfinimcnt  le  nombre  des  faces. 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  dernier  énoncé  est  un  véritable  t/ico- 
ri'-mc,  tandis  que  l'énoncé  de  l'alinéa  précédent  relatif  à  l'aire  n'eslqu'une 
déjluition. 

7W.  Deux  cylindres  de  révolution  sont  dits  semblables,  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  rectangles  semblables,  c'est- 
à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  rayons 
détours  bases- 
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THÉORÈME. 

7'f  1.  L'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolulion  a  pour  me- 
sure le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  haii- 
Ifiiir, 

L'aire  lalôrale  du  r.ylindre  esl  la  limite  des  aires  latérales  des 
prismes  réguliers  inscrits  dont  le  nombre  des  faces  croît  indé- 
finiment. D'après  cela,  soient  S,  C,  H  l'aire  latérale,  ia  circon- 
férence de  base  et  la  hauteur  du  cjlîndre  considéré;  soient  s 
Glp  l'aire  latérale  et  le  périmètre  de  !a  tiased'un  prisme  régu- 
lier inscrit.  On  a  (609) 

s  =  p.  H. 

Lorsqu'on  fait  ciolire  indélîninient  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  du  prisme,  s  icnil  vers  S  et  ^  vers  C  ;  on  a  donc,  à  la 
limite, 

S  — C.II. 

CoROLLÀlRnS. 

7i2.  Si  II  est  le  rayon  du  cylindre,  on  a  0  —  2  7:Pt  et,  par 
suite, 

S  =  3  7:  fiH. 

En  ajouiant  i»  cette  aire  latérale  les  aires  des  deux  bases  ou 
le  double  2  îtR' de  i'aîre  de  l'une  d'elles,  on  obtient,  pour 
l'aire  totale  X  du  cylindre, 

T  ir.  2  7T  RU  +  2  71  II'  ==  2  TT  R  (  i!  +  H  ) . 

743.  Soient  S,  S' les  aires  latérales;  T.T'  les  aires  totales; 
II,  ii'  les  rayons  et  H,  II'  les  liauleurs  de  deux  cylindres  de 
révolution  semblables.  On  aura  ^740) 
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Donc,  les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  eylindrts  t/t:  ré- 
volution semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  dt-s 
rayons  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs. 

ScOLIE. 

74i.  Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier 
inscrit  ABCDEFA'B'C'D'E'P  [fg.  406);  par  une  rotation  autour  de 
l'arête  BB',  amenons  lu  face  ÂBB'A'  duos  le  proiongemenl  de  lu  fuco 
BCC'B';  puis,  par  une  rotation  autourdeCC,  amenons  les  deuï  faces  déjà 
réunies  dans  le  prolongement  de  la  face  suivante  CDD'C,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  toulcs  les  faces  latérales  du  prisme  soient  réunies  sur 
le  plan  de  la  dernière  d'entre  elle-;  A  F  F' A',  Dans  son  mouvement  autour 


de  l'arêle  BB',  le  côlé  AB  reste  perpendiculaire  d  cette  ar6le  ;  il  se  place 
donc  sur  le  prolongement  de  CB;  de  même  la  droite  ABC,  formée  par  la 
réunion  de  AB  et  de  BC,  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  DC,  .... 
On  obtient  donc  finalement  sur  le  dernier  plan  un  rectangle  A|AjA',A'| 
[Jig.  407)  dont  la  hauteur  est  celle  du  prisme  droit  et  dont  la  base  est 
égale  au  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Ce  rectangle  est  le  déçcloppc- 
mi'iit  de  l'aire  latésale  du  prisme. 

S  le  n  mbre  dos  faces  du  prisme  régulier  inscrit  dans  le  cylindre  croit 
ndefm  m(.nt,  le  rectangle  AiAîA^A',  conserve  la  même  liauteur,  et  la 
longueur  de  sa  buse  A,  A,  tend  vers  la  circonférence  de  la  base  du  cy- 
I  ndre  Le  rectangle  limite,  qui  a  une  hauteur  égale  à  celle  du  cylindre  et 
u  e  base  t^ale  è  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  esl  dit  le  dé«e- 
to/j  c   e  i  de  l'aire  latérale  de  ce  cylindre. 

THÉORÈME. 
745.  Le  vohime  d'un  cylindre  de  révolu/ion  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Le  volume  du  cjfindre  eslia  liniiicdes  volumes  des  prismes 
réguliers  inscrils,  donl  le  nombre  des  faces  croît  indéfinimenl. 
D'après  cela,  soient  V,  B,  H  le  volume  du  cylindre,  l'aire  de 
sa  base  el  sa  hauteur;  soient  c  ei  6  le  volume  et  l'aire  de  la 
base  d'un  prisme  régulier  inscrit  au  cvlindre;  on  a  (C26) 

f^ft.ll. 
Mais  lorsque  le  nombre  des  faces  du  prisme  croît  indéfini- 
menl, V  tend  vers  V  el  b  vers  B;  on  a  donc,  à  la  limite, 
V  =  B.  H. 
Corollaires. 

746.  Si  R  esi  le  rajondu  cjHndre  considéré,  on  a  B=7:l!' 
et  par  suite 

V  =  7:Il'.II. 

747.  Soient  V,  V  les  volumes,  R,  B'  les  rajons,  II,  II'  les 
hauteurs  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  on 
aura (740) 


et,  par  suite, 

Donc,  ies  volumes  de  deux  cylim/res  de  révohtlion  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons  ou  comme 
les  cubes  des  hauteurs. 

748.    ËXEUPLË. 

Pour  mesurer  les  liquides,  on  emploie  des  vases  ayant  la 
forme  de  cylindres  de  révolution  donl  la  hauteur  est  double 
du  diamètre  :  calculer  d'après  cela  les  dimensions  du  litre. 

La  capacité  du  cylindre  dont  on  demande  la  hauteur  II  est 
I  décimèlrc  cube;  en  prenant  le  décimètre  pour  unité  de  Ion- 
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Le  litre  est  donc  un  cylindre  lioui  la  liauieur  a  1^2  niiili- 
mètres,  et  dont  le  lajon  a  par  suite  43  millimètres. 

g  II.  —  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

DÉFINITIONS. 

7i9.  On  appelle  surface  conique  de  révolution  la  surface 
engendrée  par  une  droite  GSG'  tournant  autour  d'une  droiie 
fixe  XSS'  qu'elle  renconire  en  un  point  S,  et  à  laquelle  elle 
est  invariablement  liée  [fig-  4oS). 


La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  û'axe  i3e  la  surface,  ei  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  d'arête.  Le  point  S, 
qu'on  nomme  sommet,  divise  la  surface  conique  en  deux  par- 
lies  indéfinies  qu'on  appelle  nappes. 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,  passant  par  un  point 
donné  S,  font  un  angle  donné  <x  avec  une  droite  donnée  D,  est 
une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  point  S  pour  som- 
met et  pour  axe  la  parallèle  menée  à  D  par  le  point  S. 

Un  point  quelconque  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  {733).  Par  suite,  toutes  les  sections  faites  par 
des  plans  perpendiculaires  à  l'a^e  sont  des  circonférences 
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doni  le  lieu  des  centres  est  VaKc.  iuî-mème.  Quant  aux  ntyons 
OA,0'A'  de  ces  cercles,  la  similitude  des  triangles  SOA,SO'\' 
prouve  qu'ils  sont  proportionnels  aux  dislances  SO,  SO'  de 
leurs  plans  au  sommet,  ou  encore  auK  portions  correspon- 
dantes SA,  SA'  de  la  génératrice  GSG'.  Leurs  aires  sont  donc 
proportionnelles  aux  carrés  des  mêmes  lignes. 

730  Considérons  une  droite  fî^e  XS\',  un  plan  P  passant 
par  un  point  S  de  cette  droite,  et  désignons  par  a  l'angle  de 
la  droite  et  du  plan,  c'est-à-dire  l'angle  aigu  de  la  droite  SX 
avec  sa  projection  SA  sur  ce  plan  [Jig- ^og).  Par  le  point  S,  on 
peut  mener  dans  le  plan  P  (535)  deux  droites  SB,  SG,  faisjnl 
avec  SX  un  angle  aigu  donné  w.  Ces  deux  droites  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  AA'.  Il  en  est  ainsi  tant  que  m  est  su- 
périeur à  a  ;  lorsque  m  devient  égal  ou  inférieur  à  ce,  les  deux 
droites  se  réduisent  à  la  droite  unique  S\  ou  cessent  d'exister. 

D'après  cela,  un  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface 
conique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seule,  ou  enfin  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  sommet,  suivant  que  l'inclinaison  du  plan  sur  l'axe 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'angle  aigu  de  la  généra- 
trice avec  l'axe,  c'est-à-dire  au  demi-angle  au  sommet  de  la 
surface  conique. 

Fis-  joS-  Fis-  i">- 


Dans  le  cas  où  le  plan  donné  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face qu'une  seule  génératrice  S\  {fig.  4io),  on  peut  le  consi- 
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déier  comme  la  position  Hmiie  d'un  plan  variable  qui,  passant 
par  la  génératrice  fixe  SA  et  par  une  génératrice  voisine  SA', 
tourne  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  SA'  vienne  se  confondre 
avec  SA.  On  voit  dès  lors,  par  un  raisonnement  ideniique  à 
celui  qu'on  a  fait  pour  le  cylindre  [737),  que  ce  plan  renferme 
les  tangentes  AM,BN,.,.  a  toutes  les  courbes  AA',  lîB',. . ., 
que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  A,  B,  - . . ,  où  la 
génératrice  SA  rencontre  ces  courbes.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  langent  suivant  la  génératrice  S\. 

ha  génératrice  SA  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface,  au  point  où  cette  courbe  rencontre  SA, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  langent  suivant  celle  gêné' 
ralrice.  Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  a  une  sec- 
tion AA'  perpendiculaire  à  l'axe,  on  voit,  comme  pour  le  cy- 
lindre, que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  ci  a  plan  déter- 
miné par  l'axe  et  la  génératrice  de  conlacl, 

751.  On  nomme  cône  de  révolution  le  corps  engendré  par 
la  rotation  d'un  triangle  rectangle  SOA  autour  de  l'un  des  cô- 
tes SO  de  l'angle  droit  SOA  (ftg.  411  ). 

Lu  surface  conique  engendrée  par  l'hypoténuse  SA  est  la 
surface  latérale  du  cône;  ie  cercle  décrit  par  le  côté  OA  est 
la  base,  la  droite  SO  est  la  hauteur,  el  l'hypoténuse  SA  est  le 
côté  ou  Vapothéme  de  ce  cône. 

Fis-  -'lU.  Fig.  4i3. 


733.   Si   l'on    coupe   un     5  irface    con  q  le   d     re  oluiion 
Jig-  4ï')  i'^""  deux  plans  AU,  A  11',  perpendiculaires  a  l'axe 
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el  silués  d'un  même  côté  du  sommet  S,  on  obtient  un  volume 
icrminé  par  une  iiorlion  de  la  surface  conique,  et  par  les  deux 
cercles  AB,  A'B'.Cecorps,  que  l'on  nomme  ironc  de  cône  de 
révolution  à  bases  parallèles,  est  la  différence  des  deux  cônes 
SAB,  SA'B'.  On  peut  encore  le  considérer  comme  engendré 
par  la  rolalîon  du  trapèze  rectangle  A  00' A'  autour  du  côté 
00'.  La  droite  00'  est  la  hauteur  du  tronc;  les  cercles  AB, 
A'B'  en  sont  les  bases  et  A  A'  en  est  le  côté  ou  Vapothème. 

Eq  coupant  une  surface  conique  de  révolution  par  deux  plans  AB, 
AiB,,  perpeadiculaires  à  l'axe,  mais  situés  de  part  el  d'autre  du  som- 
met S  (fig.  411),  on  obtient  un  corps  qui  est  la  somme  des  deux  cônes 
SAB,  SA,B|.  B  convient  de  donner  encore  à  ce  corps  le  nom  de  tronc  de 
cône;  mais,  pourle  distinguer  du  tronc  de  cône  proprement  dit,  que  nous 
avons  défini  dans  l'alinéa  précédent,  nous  l'appellerons  tronc  de  cône  ds 
seconde  espèce  (6S0). 

7o3.  En  construisant  une  pyramide  de  même  sommet  que 
le  cône,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit 
au  cercle  de  base  du  cône,  on  obtient  une  pyramide  inscrite 
ou  circonscrite  au  cône  [fig-  4>2)-  I-e  plan  de  chaque  face  la- 
térale de  la  pyramide  circonscrite  est  tangent  au  cône.  Si  le 
polygone  de  base  est  régulier,  la  pyramide  inscrite  ou  circon- 
scrite est  régulière. 

On  appelle  aire  latérale  d'un  c6ne\^  lîmile  de  l'aire  latérale  d'une  py- 
ramide régulière  inscrite  dont  le  nombre  des  faces  croit  indéfiniment. 
On  légitime  cette  définition  en  montrant  que  la  limite  considérée  esiste 
et  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  base  de  la 
pyramide  tendent  vers  zéro.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on 
a  employé  pour  le  cylindre  CïaSj  ;  seulement,  tandis  que  la  hauteur  du 
prisme  inscrit  au  cylindre  reste  fixe,  l'apothème  de  la  pyramide  régulière 
inscrite  an  cône  est  variable  et  tend  vers  l'apothème  du  cône. 

On  */ëHw«/re,  absolument  comme  dans  lecasdu  cylindre,  que  le  volume 
d'an  cône  de  réiiolution  est  la  limite  commune  des  volumes  des  pyramides 
régulières  de  bases  semblables,  inscrite  et  circonscrite,  dont  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  faces, 

754.  Deux  cônes  de  révolution  sont  dits  semblables  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables, 
c'est-à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme 
les  rayons  des  bases. 
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THtORÈME. 

755.  L'aire  Intérale  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

L'aire  latérale  du  cône  est  la  liraiie  des  aires  latérales  des 
pyramides  régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  crott 
indéfinimenl.  D'après  cela,  soient  S,  C,  A  l'aire  latérale,  la 
circonférence  de  base  et  l'apothème  du  cône  considéré,  et  s, 
p,  a  l'aire  latérale,  le  périmètre  de  la  base  et  l'apothème  d'une 
pyramide  régulière  inscrite.  On  a  (040) 

s --=!,•  '^a- 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  de  la  pyramide,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  a  vers  A;  on  a 
donc,  à  la  limite, 

S  =--  C.  i  A. 

COROLLiIRR. 

756.  Si  It  est  le  rayon  de  h  base  du  cône,  on  a  C— ;2r:fî, 
et  par  suite 

En  ajoutant  la  base  -  II',  on  a,  pour  l'aire  totale, 
T=  ttKA +  -!('  =  7:1!  (A +  R}. 

757.  En  raisonnant  comme  au  n"  743,  on  reconnaît  que  les 
aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  de  révolution  sem- 
blables sont  entre  elles  nomme  les  carrés  des  rayons  ou  des 
apothèmes  ou  des  hauteurs. 

758.  Considérons  un  côno  de  rdvolution  et  une  pyramide  régulière 
inscrite  SABCDEF(7î'ff.  4i3);par  une  rotation  autour  de  l'arête  SB,  ame- 
nons la  face  S.\Bdansie  prolongement  de  la  face  SBC;  puis,  par  une  rota- 
tion autour  do  SC,  amenons  les  deux  faces  déjîi  réunies  dans  le  prolonge- 
ment de  la  face  suivante  SCD  ;  et  ainsi  do  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
faces  latérales  de  la  pyramide  soient  réunies  dans  le  plan  de  la  dernière 
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d'entre  elles  FSA.  On  obliendra   ainsi  un   secteur   polygoiiai  régulier 
S,A,B,C,D,E,F,A,  [fig.^ii],  ayant  peur  rayon  l'arête  de  la  pyramide 


régulière,  c'est-à-dire  l'apothème  du  cane,  et  pour  base  une  ligne  brisée 
régulière  A,  B,  C,  D,  E,  F,  A,  égale  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide. 
Si  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône 
croît  indéfinimenl,  le  secteur  S,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  A,  conser\  e  le  même  rayon, 
el  la  base  dégénère  en  un  arc  de  cercle  ayant  une  longueur  égale  à  celle 
de  la  circonférence  du  cône.  Le  secteur  circulaire  S,A,D,A,  obtenu  est 
dit  le  tlévehppen:ent  de  l'aire  latérale  du  cône.  Il  est  aisé  do  calculer  le 
nombre  n  de  degrés  contenus  dans  l'angle  A,  S,  Aj  de  ce  secteur  circulaire. 
A  étant  l'apothème  du  cône  et  R  le  rayon  de  sa  base,  on  a 


cA.A, 


îttR 


oR 


Pour  A  =  ait,  on  a  «  =  t8o°,  de  sorte  que  le  développement  est  un 
demi  cercle.  Le  cène  correspondant  est  dit  é/juHatérol;  sa  section  par  un 
plan  passant  par  l'axe  SO  est  un  triangle  équilatéral  SAD. 

THÉORÈME. 

759.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à 
haies  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  demi  somme 
des  circonférences  de  ses  bases  par  son  apothème. 

L'aire  latérale  du  tronc  de  cône  AD  D'A'  [jîg-.  4>3)  esi  la  dif- 
férence des  aires  latérales  des  cônes  SAD,  S  A'D'.  Cela  posé,  in- 
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sci-ivolis  dans  le  cône  SAD  une  pyramide  régulière  SABCDEF; 
le  plan  A'D'  de  la  base  supérieure  du  ironc  ào  cône  déconnpose 
celle  pyramide  en  deux  panies  qui  sont,  l'une,  SA'B'C'D'E'F', 
une  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône  SA'D',  l'autre, 
ABCDEFA'B'CD'E'F,  un  tronc  de  pyramide  régulier  inscrit 
dans  le  ironc  de  cône  AD  D'A'.  Or  les  aires  latérales  des  cônes 
SAD,  SA'D'  étant  les  limites  des  aires  latérales  des  pyramides 
SABCDEF,  SA'B'C'D'E'F',  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  faces  crott  indéfiniment,  l'aire  latérale  du  Ironc  de  cône 
sera  égale  à  la  limite  de  l'aire  latérale  du  tronc  de  pyramide 
régulier  inscrit.  Soient  s,  a,  p,  p'  l'aire  latérale,  l'apothème, 
et  les  périmètres  des  bases  do  tronc  de  pyramide  ;  soient  de 
même  S,  A,  C,  C  l'aire  latérale,  l'apolhème  el  les  circonfé- 
rences des  bases  du  tronc  de  cône;  on  aura  (Cil) 

s=='^-{p-hp')a. 

Mais,  à  la  limite,  lorsque  les  côtés  du  polygone  ABCDEF  len- 
deiii  vers  zéro,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  p'  vers  C,  a  vers  A,  ei 
l'on  a 

S=  '(C  +  C}A. 


COROLLAIBE. 

700.  Si  R  et  R'  sont  les  rayons  des  bases  du  tronc,  on  a 
C  =  2  TT  R,  C  =  2  !T  R',  el  par  suite 

S=n(R  +  R')  A. 
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7G1.  l*ar  le  milieu  A,  ducôlé  AA'  [fig.  4 16),  menons  un  pian 
parallèle  aux  bases  du  ironc  de  cône  ;  le  rayon  AïO,  de  la  sec- 
lion  circulaire  déterminée  par  ce  plan  est  parallèle  (495)  aux 
rajons  AO,  A'O',  des  bases  et,  par  suite  (433],  égal  à  la  demi- 
somme  de  ces  rayons.  Donc  la  circonférence  A,  Di  esl  b 
moyenne  arithmétique  des  circonférences  de  base,  et  l'on 
peut  dire  que  l'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution 
a  pour  mesure  le  produit  de  l'apothème  par  la  circonférence 
équidistante  des  deux  bases. 

Ce  dernier  énoncé  s'applique  aussi  au  cylindre  et  au  cône  ; 
car  la  circonférence  équidislante  des  bases  est  égale,  dans  le 
cylindre,  à  celle  de  la  base,  et,  dans  le  cône,  à  la  moitié  de 
celle  de  la  base. 

THÈORÈMK. 

762.  Le  volume  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Le  volume  du  cône  est  la  limite  des  volumes  des  pyramiiies 
régulières  inscriics  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfini- 
ment. D"après  cela,  soient  V,  B,  H  le  volume  du  cône,  l'aire 
de  sa  base  et  sa  hauteur  ;  soient  c  et  è  le  volume  ei  l'aire  de 
la  base  d'une  pyramide  régulière  inscrite  dans  ce  cône.  On 
a  (6i3) 

c=  \hl\. 


Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  de  ta  pyramide  croît  indé- 
finiment, V  tend  vers  V  el  ô  vers  B  ;  on  a  donc,  à  la  limite, 

v  =  ioii. 

CoitOLLAIRES. 

763.  Si  H  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  It  =  ?:  I\'  ei, 

par  suite, 

On  voit,  comme  au  n"  717,  que  les  volumes  de  deux  cônes 
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de  révolution  semblables  sont  dans  le  rapport  des  cubes  des 
hauteurs  ou  des  rayons  des  bases. 

76't.  Lorsqu'un  rectangle  ABCD  lourne  aulour  de  l'un  lic 
ses  côtés   kh  (Jig.  ^1-]],  le  iriangle  ABC  engendre  un  cône 


donl  le  volume  esl  le  tiers  (7i5,  702)  de  celui  du  cjlindre 
engendré  par  le  rectangle  ABCD.  Par  suite,  le  volume  engendré 
en  même  temps  par  le  triangle  ADC  est  les  deux  tiers  du  même 
cylindre.  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

TliÈORËME. 

765.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à  bases 
parallèles  est  égal  à  la  somme  des  volumes  de  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et  pour 
bases,  le  premier  la  base  inférieure,  le  deuxième  la  base  supé- 
rieure, et  le  troisième  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  bases  du  tronc. 

Considérons,  comme  au  n"  759,  un  tronc  de  pyjamide  ré- 
gulier inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Les  volumes  des  deux 
pyramides  dont  ce  tronc  de  pyramide  est  la  différence  ayant 
respectivement  pour  limites  les  volumes  desdeux  cônes  donl 
le  tronc  de  cône  proposé  est  la  différence,  on  aura  ie  volume 
de  ce  tronc  de  cône  en  prenant  la  limite  du  volume  du  tronc 
de  pyramide.  D'après  cela,  soient  V,  b,  B,  Il  le  volume,  les 
bases  ei  la  hauteur  du  tronc  de  cône,  f,,  b,,  1*,  le  volume  et 
les  bases  du  tronc  de  pyramide  inscrit;  on  aura  (018) 

-.«"(C  +  fc  +  v-SM. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  Ironc  de  pyramide  croît 
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ii)c!éfiniment,  f,  lend  vers  V,  b,  vers  b,  B,  vers  B;  ei  l'on  a, 
à  la  limite,  la  formule 

dont  l'énoncé  ci -dessus  n'est  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire. 

COHOLLAIHES. 

766.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  inférieure  B,  et  r  le  rayon 
de  la  base  supérieure  b,  onaB  =  jtlt', />  =  Ttr',  et  par  suite 

(0  V  =  ^3"(R'  +  r>  +  Itrl. 

787.  Le  raisonnement  qui  précode  s'applique  au  tronc  de  seconde  es- 
pèce; il  faut  seulement  substituer  le  mot  somme  au  mot  différence  et 
remarquer  que,  le  ironc  de  pyramide  inscrit  correspondant  éfant  de  se- 
conde espèce,  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  e,  doit  avoir  le 
signe  —  (650).  On  obtient  ainsi,  pour  le  volume  du  Ironc  de  cône  de  se- 
conde espèce,  la  formule 

7G8.  Parfois,  dans  la  pratique,  notamment  pour  le  ciihage 
des  troncs  d'arbres  non  équarris,  les  bases  diffèrent  assez 
peu  pour  qu'on  puisse  assimiler  sans  inconvénient  le  cône 
tronqué  à  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc 
Cl  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  a  égale  distance  des 
deux  bases.  L'erreur  commise  est  d'ailleurs  facile  à  évaluer  ; 
en  retranchant  le  volume  cylindrique 

du  cône  tronqué  dont  le  volume  Cit  donné  pir  la  formule  (il, 
on  trouve 

L'erreur  commise  est  donc  égale  au  volume  d'un  cône  avant 
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pour  hauieur  la  houieur  tlu  iroiic  et  pour  rsjon  de  sa  base 
la  demi-différence  des  lajons  des  bases  du  ironc. 

Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (2)  au  cubage  d'un  tronc 
d'arbre,  il  convient  de  la  préparer  de  la  manière  suivante: 
soit  C  la  longueur  de  la  circonférence  moyenne  que  l'on  évalue 
au  mojen  d'un  cordon  métrique;  le  rojon  de  celle  circonfé- 


-  et,  par  suite, 


\olume  cherche 


Ainsi,  supposons  qu'on  uil  trouvé  i"',ëo  pour  la  circonfé- 
rence moyenne  et  6"',5o  pour  la  hauteur,  on  aura  pour  le  vo- 


6.5x(t,8)'  _  6,5  X  {0,9)' 

4îT  Tt 


" ,  G-^ti. 


7G9.  La  question  au  jaugeage  des  Icnneaiix  ne  rattarheà  la 
mesure  du  tronc  de  cône. 

En  considéraiu  le  tonneau  [Jig.  f\\Q)  comme  la  somme  de 
deux  troncs  de  cône  identiques  opposés  paricurgiande  hase, 
on  aurait  la  formule 


r:H(R'- 


-  \\r 


dans  laquelle  II  est  la  hauteur  totale  du  double  tronc,  rie  rayon 


An  fond  AA',  et  R  le  rayon  de  la  grande  base  BB'  à  laquelle 
on  donne  le  nom  de  bouge.  Mais  celte  formule  donne  évi- 
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dciïiineiiL  un  résultai  trop  failjîc.  En  introduisant,  suivant  l'u- 
sage, les  (.liamètres  il  et  â  au  lieu  des  rayons  R  et  r,  et  ayant 
égard  à  l'idenliléA'  +  â'=2iâ  4-  (A  —  ôy,  on  peut  mettre  la 

formule  précédente  souslaforme  V^  ,  HAôh H(A  —  è)^. 

4  10, 

Or,  le  dernier  terme  est  négligeable;  ciir,  son  rapport 

au  précédent,  ne  dépasse  guère  un  demi-cenlième  dans  les 
conditions  ordinaires,  ce  qui  correspond  à  une  erreur  d'un 
demi-lilre  par  hectolitre- 
Mais  alors  la  formule  réduite  V—  j  IIAà  est  a  fortiori  un 
peu  trop  faible.  Aussi,  par  compensation,  les  tonneliers  rem- 
placent-ils le  coefficient  j  r-  0,785  par  0,8;  ce  qui  conduit  à 
la  formule  très  simple  V:::^  (o,8)HA5,  qui  donne  le  volume, 
en  mètres  cubes,  lorsque  H,  A,  6  sont  évalués  en  prenant  le 
mètre  pour  unité.  Pour  avoir  le  volume  en  hectolitres,  il  suffit 
de  multiplier  par  10  ;  c'est  ce  que  l'on  fait  babituellement,  el 
on  parvient  ainsi  à  la  formule  délinilivc 
(1)  VrzSHAd, 

qui  est  généralement  employée  dans  le  Midi  de  !a  France,  el 
dont  de  nombreuses  expériences  ont  permis  de  constater  la 
sufiisante  exactitude.  PourH::^o"',756,  A  ^o", 69,  â^o"',6i, 
cette  formule  donne  V  =  254"'. 

Appliquée  aux  /oitd/-es  o\i  grands  tonneaux  de  100  à  200  hec- 
tolitres, la  formule  (1)  donne  un  résultai  trop  fort,  à  cause  de 
la  forme  concave  que  l'on  donne,  dans  ce  cas,  aux  fonds  pour 
augmenter  leur  résistance.  L'expérience  montre  qu'il  con- 
vient alors  de  diminuer  de  /î  pour  100,  dans  les  conditions 
ordinaires,  l'évaluation  fournie  par  la  formule  (1),  en  enten- 
dant par  H  la  distance  des  deux  fonds  prise  à  la  partie  infé- 
rieure, c'est-à-dire  au  bas  de  la  porle. 

Observons  enfin  que  l'on  peut  trouver  des  formules  plus 
exactes,  mais  en  augmentant  leur  complication  et  en  faisant 
intervenir  un  plus  grand  nombre  de  mesures. 
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g  ni.  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

770,  On  appelle  surface  spliérique  la  surface  eiigeridrée  par 
la  rotation  d'une  demi-circonférence  ABA'  autour  du  diamètre 
AA'  qui  la  termine  (fis-  4'9)' 


Dans  ce  mouvement,  tout  point  de  cette  deiiK-ciiconférence 
décrit  un  corde  dont  le  centre  est  situé  sur  i'a\e  de  rotation 
AA'  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  sp/tère  esl  le  corps  limité  par  une  surface  spliérique.  On 
confond  souvent  dans  le  discours  les  mois  sphère  ei  surface 
spliérique,  de  même  qu'en  Géométrie  plane  on  dit  parfois 
cercle  pour  circonférence  de  cercle. 

771.  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  du  demi- 
cercle  ABA'  autour  du  diamètre  AA'  el  un  point  quelconque 
de  l'espace.  Quand  le  demi-cercle  générateur  vient  se  placer 
suivant  ACA'  dans  le  plan  déterminé  par  AA'  el  par  le  point 
considéré,  il  peut  se  faire  que  ce  point  soit  comme  E  à  l'ex- 
térieur du  cercle  ACA',  ou  comme  I  à  l'intérieur,  ou  enfin 
comme  M  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Dans  le  premier 
cas,  le  point  E  est  extérieur  à  la  splière,  et  sa  distance  au 
centre  0  du  cercle  AC-Vesl  plus  grande  que  le  rayon  R  de  ce 
cercle;  dans  le  second  cas,  le  point  I  est  intérieure  la  sphère 
et  la  dislance  01  est  moindre  que  R;  enfin,  dans  le  troisième 
cas,  le  point  M  est  sur  la  surface  sphérique  et  la  distance  OM 
est  égale  à  R. 
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La  siirfaw  spliérique  peul  donc  êlre  encore  dénnie  le  lieu 
géométrique  r/es points  éqtiidistanls  d'un  pointfixe. 

Ce  poinl  fixe  0  est  dil  le  centre  de  la  sphère.  Ou  nomme 
rnron  toute  droite,  telle  que  OA  ou  OM,  menée  du  centre  0 
a  la  surface;  tous  tes  rayons  dune  même  sphère  sont  é-^aux 
On  nomme  diamètre  toute  droite,  telle  que  MN,  passam  par 
le  centre  et  limitée  à  la  surface  sphérique;  tous  tes  diamètres 
d'une  mémespliére  sont  égaux,  car  chacun  d'eux  est  la  somme 
de  deux  rayons. 

Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égfites. 

■n-2.  La  définition  donnée  au  n-  111  pour  la  tangente  aux 
courbes  planes  s'étend  aux  courbes  de  l'espace.  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  cela,  que  la  tangente  MI  à  une  courbe  quet- 
conque  A.MB  tracée  sur  la  splière  est  perpendiculaire  à  Vextré- 
nutéduruyonOMmeniaupoimde contact. EncllalJig  4j„) 


prenons  sur  la  courbe  AMB  un  point  M'  voisin  du  point  M 
menons  la  sécante  MM'S  et  joignons  le  centre  0  au  milieu  I 
de  la  corde  M.M'.  Le  triangle  MO.M'  étant  isocèle,  la  droite  01 
est  perpendiculaire  sur  MM'.  Or,  lorsque  la  sécante  MM'S 
tourne  autour  du  poinl  M  de  manière  à  devenir  à  la  limite  la 
tangente  MT,  le  pointl  milieu  de  MM'  se  réunilau  pointM  en 
memetemps  que  le  point  M'.  L'angle  O.MT,  position  limite  de 
I  angle  droit  OIS,  est  donc  lui-même  un  angle  droit. 

THÉORÈME. 
773.   Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle. 
En  elfel,  les  points  de  la  section  sont,  puisqu'ils  apparlien 
nenl  a  la  sphère,  situés  à  la  même  distance  du  centre  de  cette 


,  Google 


CÈOMÉTHIE   D\NS   l'eSPACE. 


sphère;  or  on  sait  [91,  524)  que  le  lieu  rfcs  poinls  d'un  pian 
équidisianis  d'un  point  fixe  esl  une  circonférence  de  cercle. 


COHOLLAIHES. 

774,  Si  le  poinl  fixe  0,  qui  esl  Ici  le  cenlre  de  la  sphère 
[fig-  4^1  ),  est  situé  dans  le  plan  sécant,  ce  point  est  le  cenlre 
même  delà  section  ACB,  dont  le  rayon  ne  diffère  pas  de  celui 
de  la  sphère. 

Si  le  point  fixe  0  est  extérieur  au  plan  sécant,  le  cenlre  I 
de  la  section  DEF  esl  la  projection  du  centre  0  de  la  sphère 
sur  le  plan  sécant  (524],  Quant  au  rayon  lE  =  r  de  la  section, 
c'est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OIE  dont 
l'hypoiénuse  OE  est  le  rayon  11  de  la  sphère  el  donl  l'aulre 
côté  de  l'angle  droit  01  est  la  distance  rfdu  centre  de  la  sphère 
au  plan  sécant.  Ce  rayon  r  résulte  donc  de  la  formule 

f=  =  R'  -  d\ 

On  esl  ainsi  conduit  à  diviser  les  sections  planes  de  la  sphère 
en  deux  classes  :  les  grands  cercles,  dont  les  plans  passent 
par  le  cenlre  de  la  sphère  et  qui  sont  tous  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  tous  pour  rayon  le  rayon  de  la  sphère;  el  les 
petits  cercles,  dont  les  plans  ne  contiennent  pas  le  centre  de 
la  sphère,  et  donl  les  rayons,  inférieurs  à  celui  de  la  sphère, 
décroissent  à  mesure  que  leurs  plans  s'éloignent  du  centre  de 
la  sphère. 

Deux  petits  cercles  également  éloignés  au  centre  de  la 
sphère  sont  égaux,  el,  de  deux  petits  cercles  inégalement 
éloignés  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  grand  est  celui  qui  esl 
le  plus  voisin  de  ce  centre. 

Ajoutons  qu'il  faut  trois  points  de  la  surface  sphérique  pour 


,  Google 


I.IVHE  Vil.    —    LES   CORPS    RONDS.  liig 

déierminer  un  pelil  cercle  [116, 192),  tandis  qne  deux  points 
suffisenl  pour  déierminer  un  grand  cercle,  ailendu  que  !e 
centre  est  connu;  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux 
points  donnés  ne  doivent  pas  être  en  ligne  droite  avec  le 
centre  de  la  sphère,  sans  quoi  le  plan  du  grand  cercle,  assu- 
jetti seulement  à  passer  par  un  diamètre,  pourrait  occuper 
une  infinité  de  positions  [i92). 


775.  Tout  friand  cercle  divis»  la  surface  sphéiique  et  la 
sphère  en  deux  parties  égales.  Car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  parties,  on  les  applique  sur  la  base  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  dans  le  même  sens,  les  deux  surfaces 
eoïncideronl,  sans  quoi  tous  les  points  de  la  surface  sphérique 
ne  seraient  pas  à  la  même  distance  du  centre, 

776.  Deuv  grandi  cercles  APBP',ABC  [fig./^^z]  se  divisent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  car  le  centre  0  de  la 
sphère,  appartenant  a  la  fois  aut  plans  de  ces  deux  cercles, 
est  situé  sur  leur  intersection  commune,  qui  est  alors  un 
diamètre. 

777.  Une  droite  ne  peut  couper  la  surface  sphérique  en 
plus  de  deux  points.  Car  cette  droite  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  points  communs  avec  la  circonférence  de  grand  cercle, 
située  dans  le  plan  déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  de 
la  sphère. 

778.  La  sphère  est  de  réfolalion  autour  d'un  diamètre  quel- 
conque AB.  Car  la  circonférence  ACB  déterminée  par  un  plan 
quelconque  passant  par  AB,  ayant  même  cen'.rc  0  et  même 
rayon  OA  que  la  sphère,  engendrera  évidemment  cette  sur- 
face en  tournant  autour  de  AB  (fig.  423). 
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779.  On  romme  pôles  d'un  cercle  de  la  sphcfe  les  exlrc- 
miles  du  diamètre  de  la  siifière  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle. 

Deux  cercles  ])FE,  ACIi  {/ig.  45.3),  dont  les  plans  sont  pa- 
fûlièles,  ont  les  mêmes  pôles  P  et  P'. 

Le  centre  I  d'un  cercle  quelconque  DE,  ses  pôles  P  et  P', 
et  le  cenlre  0  de  la  sphère  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire au  pl:in  de  ce  cercle. 

Tout  grand  cercle  PFCP'  passant  par  les  pôles  P  et  P'  d'un 
cercle  DfE  a  son  plan  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 
puisqu'il  contient  la  droite  PP'  qui  est  perpendiculaire  à  ce 
dernier  plan. 

THÉORÈME. 

780.  Tous  les  points  de  la  circonférence  d'un  cerele  JIFE  de 
la  sphère  sont  à  ^gale  distance  de  chacun  des  pôles  P  et  P'  de 
ce  cercle. 


En  effet,  la  droite  PI,  qui  joint  te  pôle  P  au  cenlre  I  du 
cercle  DFE,  étant  perpendiculaire  au  plan  DFE,  les  droites 
PD,  PF,  PE,  ...  soni  des  obliques  qui  s'écartent  égalementdu 
pied  I  de  la  perpendiculaire  et  qui,  par  suile,  sont  égales. 

On  voitencore  que  les  arcs  de  grand  cercle  PD,  PF,  PE, .... 
sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  cercle  considéré  DFE  devient  un 
grand  cercle  ACB,  la  même  propriété  subsiste:  maislesangles 
droits  POA,  POC,  POIÎ,  ...  ayant  leurs  sommets  au  centre  des 
grands  cercles  PAP',  PCP',  PBP',  ...,  les  arcs  PA,  PC,  PB, ... 
sont  tous  égaux  au  quart  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

SCOLIE. 

781,  Des  deux  pôles  P  et  P'  d'un  petit  cercle  DFE,  nous  ne 
considérerons  désormais,  à  moins  d'avertissement  contraire. 
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que  le  pôle  P  qui  est  le  plus  rapproché  du  plan  de  ce  cercle. 
Nous  donnerons  à  la  dislance  reclilii,'ne  Pi),  qui  sépare  le 
pôle  P  d'un  point  quelconque  D  du  cercle  DFE,  ie  nom  de 
dislance  polaire  de  ce  cercle,  ei  à  la  longueur  de  l'arc  de  grand 
cercle  PD,  qui  va  du  pôle  à  un  poinl  quelconque  D  du  cercle 
Dl'E,  le  nom  de  rayon  spliérique  de  ce  cercle. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  au  quaii  de 
la  circonférence  de  ce  cercle  ou  à  un  quadrant,  et  sa  distance 
polaire  est  égale  a  la  corde  de  cet  arc,  cVst-à-dire  au  côié'du 
carré  înscril  dans  un  grand  cercle. 

7S2.  Le  théorème  précédent  permet  de  tracer  des  circonfé- 
rences sur  une  sphère  solide  comme  on  les  trace  sur  un  plan. 
On  emploie  à  cet  effet  un  compas  à  brandies  courbes,  nfin  de 
ne  pas  être  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  On  donne  au 
compas  une  ouverture  (distance  des  deux  poinies)  égale  à  la 
distance  polaire  voulue,  et  l'on  place  la  peinte  sèche  au  point 
choisi  pour  pôle;  l'autre  pointe  décHt  alors  le  cercle  de- 
mandé. 

Pour  décrire  un  grand  cercle,  il  faut  avoir  sa  distance  po- 
laire, c'est-à-dire  la  corde  d'un  arc  égal  au  quart  d'un  grand 
cercle;  ce  qui  exige  la  connaissance  du  rayon  de  la  sphère. 

TROBLflME. 
783.   Trouver  le  rayon  d'une  sphère  solide  {Jig.  424). 
D'un  point  P  de  la  surface  sphérique  comme  pôle,  avec  une 


ouverture  de  compas  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ABC.  On 
relève  avec  le  cmpas  les  trois  distances  rectilignes  AH,  lîC, 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  [W  Partie).  J  » 
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CA,  el  l'on  construit  sur  le  papier  un  triangle  abc  avanl  pour 
côtés  ces  trois  longueurs.  On  détermine  le  centre  ('  ilu  cercle 
circonscrit  au  triangle  ubc,  el  la  droite  ai  est  égale  au  rayon  AI 
(lu  cercle  ABC.  Par  suite,  si  du  point  «comme  centre,  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  celle  qui  a  servi  à  décrire  le  cercle 
ABC  sur  la  sphère,  on  décrit  un  petit  arc  de  cercle  jusqu'à  la 
rencontre  p  de  la  perpendicuiaire  pip'  élevée  en  /  sur  ni,  on 
forme  un  triangle  api  égal  à  API,  el  il  ne  reste  plus  qu'à  éle- 
ver la  perpendiculaire  ap'  sur  ap  pour  avoir  en  pp'  le  dia- 
mètre i'P'  de  la  sphère. 

Pour  obtenir  des  résultats  précis  lorsqu'on  n'a  à  sa  disposi- 
tion qu'une  portion  de  sphère,  il  faut  :  choisir  le  point  P  à  peu 
près  au  milieu  de  la  portion  de  surface  dont  on  dispose, 
prendre  une  distance  polaire  PA  aussi  grande  que  possible,  et, 
enfin,  dans  tous  les  cas,  choisir  les  points  A,B,  C,  sur  le  cercle 
ABC,  de  telle  sorte  que  le  triangle  ABC  soit  à  peu  près  équi- 
iaiéral. 

SCOLIE. 

7Si.  On  emploie  souvent,  pour  déterminer  le  rayon  d'une 
sphère  solide,  un  instrument  spécial,  qui  est  décrit  dans  les 
Traités  de  Physique  el  qu'on  nomme  sphéromètre.  Cet  instru- 
ment fjii  connaître  le  rayon  AI  ^  r  du  cercle  ABC,  et  la  flèche 
PI  =  h.  La  construction  graphique  piane  reste  la  même  ;  seu- 
lement, au  lieu  de  déterminer  le  point  p  à  l'aide  d'un  arc  de 
cercle  décrit  du  point  a,  on  prend  ('/»;=  A.  Mais,  dans  ce  cas, 
on  préfère  le  calcul  à  la  construction  graphique;  R  étant  le 
rayon  inconnu  de  la  sphère,  le  triangle  rectangle  PAP'  donne 

AÏ'=.IP.IP'     ou     j'^/(>K-/0, 

d'où  l'on  déduit 


7S5.  Tout  plan  ACB  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon 
OC  est  langeât  à  la  sphère  el,  réciproquement,  tout  plan.  ACB 
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langent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
OC  mené  au  point  de  contact  C  [fig.  42S). 


On  dit  qu'un  plan  ACB  esi  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
avec  cette  surface  qu'un  point  commun  C,  qu'on  nomme  point 
de  contact. 

Cela  posé,  soil  ACB  un  plan  perpendiculaire  à  l'exlrémité 
d'un  rayon  OC.  D  éiant  un  point  quelconque  de  ce  plan,aulre 
que  C,  CD  est  oblique  à  ce  plan,  et  l'on  a  OD>.OC,  de 
sorte  que  le  point  D  est  extérieur  à  la  sphère.  Le  plan  ACB, 
n'ayant  d'après  cela  que  le  point  C  commun  avec  la  surface 
sphérique,  est  langent  à  cette  surface. 

Inversement,  si  ACB  est  un  plan  tangent  a  ia  spiière  au 
point  C,  tout  point  D  de  ce  plan,  autre  que  C,  est  extérieur  à 
la  sphère,  et  l'on  a  OD>0C;  donc  OC,  étant  la  plus  courte 
dislance  du  centre  0  au  plan  ACB,  est  perpendiculaire  sur  ce 
plan, 

CoBOLLArBES. 

786.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  sphérique,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  langent  à  celte  surface,  et  l'on  ne 
peut  en  mener  qu'un  (5161. 

787.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  C  contient  les 
tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  la  surface  sphérique  (772,  521). 

783-  Considérons  une  sphère  0  et  un  point  extérieur  S 
[Jig.  426}.  Par  ia  droite  OS,  menons  un  plan  quelconque  qui 
déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle  PAP',  et  menons 
par  S  une  tangente  SA  à  ce  cercle.  Pendant  que  le  demi-cercle 
PAP',  en  tournant  autour  de  l'axe  SO,  engendre  ta  sphère,  la 
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langeiile  SA  engendre  un  cône  de  révolution  qui  a  en  com- 
mun avec  ia  siihère  le  cercle  AB  décril  par  le  point  A.  Do 
Fig.  /.as. 


plus,  en  tout  point  M  de  ce  cercle,  le  cône  el  la  sphère  ont  le 
même  plan  langent;  car  la  génératrice  SH  et  la  tangente  MT 
a-j  cercle  AB,  qui  déterminent  le  plan  tangent  au  cône  (750), 
sont  situées  l'une  et  l'autre  (787)  dans  le  plan  langent  à  la 
sphère.  On  dit  d'après  cela  que  le  cône  est  circonscrit  à  la 
sphère  et  que  la  sphère  est  inscrite  au  cône  le  long  du  cercle 
commun  Alt. 

On  voit  encore  par  là  que,  par  un  point  extérieur  S,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère  0,  el  que 
toutes  les  tangentes  SA,  SSî,  SB,.  . .  à  la  sphère,  issues  du 
même  point  S,  sont  égales. 

Si  le  point  S  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  PP',  lecône 
dégénère  en  un  cylindre  circonscrit,  et  le  lieu  des  points  de 
contact  de  la  sphère  el  de  ce  cylindre  de  révolution  devient 
le  grand  cercle  perpendiculaire  à  la  direction  PP'  des  généra- 
trices du  cylindre. 

THÉOBÈME. 

789.  L'intersection  de  deux  sphères  A  et  h  est  une  circon- 
férence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  li^ne  des 
centres  AB  des  deux  sphères  et  dont  le  centre  est  sur  cette 
l'Sne  i^Jig.  ^■}.']). 

Car  cette  inlerseclion  n'est  autre  que  la  circonférence 
engendrée  par  la  rotation  autour  de  AB  du  point  C  commun 
aux  deux  circonférences  suivant  lesquelles  les  deux  sphères 
sont  coupées  par  un  plan  quelconque  passiint  par  .\B. 
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SCOLIE. 

790.  Lorsque  deux  sphères  n'ont  tju'uii  point  commun,  on 
dît  qu'elles  sonttangenlcs  en  ce  point,  qu'on  nomme ^o/«'  de 
contact;  le  point  de  contact  est  situé  sur  la  ligne  des  centres, 
cl  en  ce  point  les  sphères  ont  le  même  plan  langent  (120). 


Les  positions  relatives  de  deux  sphères  sont  au  nombre  de 
cinq  [122),  et  les  relations  correspondantes  entre  la  dislance 
des  centres  et  les  rayons  sont  celles  qui  ont  lieu  pour  les 
circonférences  de  grand  cercle  déterminées  dans  les  sphères 
données  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  des 
centres. 

THÉORÈME. 

791 .  Par  quatre  points  A,  B,  G,  D,  non  situés  dans  un  même 
plan,  on  peut  faire  passer  une  surface  sphérique,  mais  une 
seule  [Jîg.  428). 

Fis.  'i^S. 


Il  s'agit  dû  prouver  qu'il  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  même  dislance  des  quatre  points  A,  lî,  C,  D. 

Or,  tout  point  équidistantde  A,  B.C.D  doit  se  trouver  sur 
la  perpendiculaire  FH  élevée  au  plan  ABC  par  le  centre  F  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisque  celle  perpendicu- 
laire est  le  lieu  des  points  équidistanls  de  A,  B,  C  (521);  il 
doit  aussi  appartenir  à  la  perpendiculaireEGcleyéeau  planACD 
par  le  centre  E  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACD.  Gomme 
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deux  droites  FH,  EG  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun, 
on  voit  d'abord  qu'il  ne  saurait  jannais  exister  qu'un  seul  point 
équidistanl  de  A,  lî,  C,  D.  En  second  lieu,  un  tel  point  existe 
toujours  si,  conformément  à  l'hypothèse,  les  points  A,B,  C,D 
ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  En  effet,  le  plan  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  AC,  étant  le  lieu  des  points 
équidîstanls  de  A  et  de  C,  doit  contenir  EG  et  FH;  d'ailleurs, 
les  deux  droites  KF  etKE,  suivant  lesquelles  il  rencontre  les 
plans  ABC  et  ADC,  se  coupent,  puisque  les  plans  ABC  et  ADG 
sont  distincts  ;  donc  les  deux  droites  EG  et  FH,  étant  situées 
dans  un  même  plan  EKF,  et  étant,  dans  ce  plan,  perpendicu- 
laires à  deux  droites  KF  et  KE  qui  se  coupent,  ont  un  point 
commun  0  qui  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Corollaires. 

792.  Deux  sphères,  qui  ont  quatre  points  communs  non 
situés  dans  un  même  plan,  coïncident. 

793.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacune  de  ces 
laces  se  coupent  en  un  même  point. 

§  IV,  -  IJROPBIÉTÉS  DES  TIIIANGLES  SPHÉRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

794.  On  nomme  angle  de  deux  courbes  passant  par  un 
même  point  de  l'espace  l'angle  de  leurs  tangentes  en  ce  point. 
L'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  donc  égal  à 
l'angle  des  plans  menés  respectivement  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun; 
car,  ces  tangentes  étant  perpendiculaires  au  rajon  qui  aboutit 
au  point  commun  (772),  leur  angle  mesure  le  dièdre  des 
deux  plans  considérés.  En  particulier,  l'angle  de  deux  arcs 
de  grand  cercle  est  égal  à  l 'angle  des  plans  de  ces  arcs. 

THÉORÈME. 

795.  L'angle  APB  de  deux  arcs  de  grand  cercle  PAP'.  PBP' 
a  pour  mesure,  soit  l'arc  de  grand  cercle  AU  décrit  de  son  som- 


,  Google 


LIVRE   Vil.    —    LES   CORPS    RONDS.  1G7 

met  V  comme  pôle  et  compris  cuire  ses   côlés,  soil  le  pl/is 
petit  arc  de  grand  cercle  pp,,  qui  unit  les  pôles  de  ses  côtés 

[fis-  4'9)- 

En  effei  : 

i"  Les  arcs  PA,  Plî  étant  des  quadrants,  les  angles  POA, 
POB  sont  droits,  el  l'angle  AOB  est  l'angle  plan  nui  mesure 
l'angle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  grands  cercles, 
Mais  (794)  cet  angle  dièdre  est  égal  à  l'angle  APB  des  deux 
.Très  de  grands  cercles,  el  l'angle  au  centre  AOB  a  pour  mesure 
l'arc  AB;  donc  l'arc  AB  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  APB. 

2»  Prenons  sur  la  circonférence  ABC,  à  partir  des  points  A 
et  B,  dans  le  même  sens,  deux  arcs  hp  et  B/î,,  égaux  à  un 
quadrant;  l'arc  pp,  est  évidemment  égal  à  l'arc  AB,  el,  pour 
justîiier  le  second  énoncé  du  ihéorènie,  il  suffit  de  prouver 
que  p  et  pi  soni  les  pôles  des  cercles  PAP',  PBP'.  Or,  la  droite 
0/j,  perpendiculaire  à  OA,  puisque  l'arc  Ap  est  un  quadranl, 


et  perpendiculaire  à  OP,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  ABC,  est 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PAP'  ;  p  est  donc  le 
pôle  de  ce  grand  cercle.  De  même,  p,  est  le  pôle  du  grand 
cercle  PBP'. 

Nous  avons  dil  que  nous  portions  les  arcs  Sp  et  B/i,  dans  le 
même  sens,  à  partir  de  leurs  origines  respeciives  A  et  B;  si 
on  les  portait  l'un  dans  un  sens  et  l'autre  en  sens  contraire, 
l'arc  pp,  serait  le  supplément  de  l'angle  des  deux  grands 
cercles,  il  y  a  donc  une  précaution  à  prendre  dans  l'applica- 
lion  du  second  énoncé.  Il  faut  considérer,  pour  l'un  des  grands 
cercles  PAP',  le  pôie  p  qui  e£l  du  même  côié  que  le  demi- 
cercle  PBP'  et,  pour  l'autre  grand  cercle  PBP',  le  pôle  p,  qui 
n'esi  pas  du  même  côté  nue  le  demi-cercic  PAP'. 
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T9G.  Le  lieu  géomélrique  des  pôles  des  grands  cercles  incli- 
nes d'un  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné  se  compose 
de  doux  cercles  dont  les  pôles  se  confondeni  avec  ceux  du 
graiiil  cercle  donné.  Le  rayon  sphérique  de  ces  cercles  esl 
égal  à  l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  donné. 

797.  Pour  que  deux  grands  cercles  se  coupenl  à  angle 
droit,  il  faui  el  il  suffit  que  chacun  d'eux  renferme  le  pôle  de 

l'autre. 

798.  Deux  grands  cercles  APC,  BPD  [Jig.  429)  forment  en 
se  coupant  au  point  P  quatre  angles  APB,  BPC,  CPD,  DPA  ;  les 
angles  adjacents  APB,  BPC  sont  supplémentaires,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  APB,  CPl)  sont  égaux. 

UÉ  FINITION  s. 

799.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  surface 
sphérique  ABCDE  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grand 
cercle.  Ces  arcs  AB,  BC,  CD,  DE,  EA  sont  les  côUis  du  poly- 
gone; les  angles  ABC,  BCD,...  qu'ils  forment,  et  les  som- 
mets B,  C,,..  de  ces  angles  sont  les  «ngte  et  les  iommeW  du 
polygone  {fig.  43o}. 


Un  polygone  sphérique  est  dit  convexe  lorsque  chaque 
tiîlé  prolongé  laisse  tout  le  polygone  dans  le  même  hénii- 
sj)hère. 

Chnque  côté  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  moindre 
qu'une  demi-cil-conférence  de  grand  cercle.  Car,  si  le  côté  AB, 
par  exemple,  était  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on 
pourrait  prendre  sur  AB,  entre  A  et  B,  un  point  I  tel,  que  AI 
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fûl  égal  à  une  demi-circonféreacc;  dès  lors,  le  grand  cercle 
ouqtiel  apparlient  le  côté  AE  passerait  par  ie  point  I  (776),  et 
le  polygone  ne  serait  pas  tout  entier  dans  l'un  des  deux  hémi- 
sphères déterminés  par  ce  grand  cercle  AE, 

Un  poljgone  sphérique  convexe  ne  peut  être  rencontré  en 
plus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle  (26). 

800.  Le  polygone  .sphérique  le  plus  simple  est  le  triangle 
sphérique;  c'est  la  portion  ABC  de  la  surface  de  la  sphère  com- 
prise entre  trois  arcs  de  grand  cercle  AB,  BG,  C,A,  qui  sont 
chacun  moindres  qu'une  demi-circonférence.  D'après  cela,  un 
triangle  sphérique  est  toujours  convexe  (/^.  43i). 


On  pourrait  admettre  des  côtes  qui  surpasseraient  la  demi- 
circouférence,  et  appeler  encore  triangle  sphérique  la  figure 
formée  par  des  arcs  tels  que  AB,  AC,  BDC,  dont  le  dernier  est 
supérieur  à  une  demi-circonférence.  Mais  d'abord  cela  serait 
incommode,  parce  que  ces  nouvelles  figures  présenteraient 
des  angles,  tels  que  A,  qui  surpasse  ieu^  angles  droits  ;  et  en- 
suite cela  e-l  inutile,  car  la  connaissance  des  éléments  du 
triangle  sphérique  proprement  dit  ABC  entraîne  celle  de  tous 
les  éléments  de  la  figure  formée  par  les  arcs  AB,  AC,  BDC. 

Un  triangle  sphérique  est  isocèle,  équilaiéral,  rectangle, 
dans  les  mêmes  circonstances  qu'un  triangle  rectîligne. 

801.  Enjoignant  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC 
{^g.  433)  au  centre  0  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  trièdn; 
OABC,  dont  les  faces  AOB,  BOC,...  ont  la  même  mesure  (127) 
que  les  côtés  correspondants  Ali,  BC,  . . .  du  triangle  sphé- 
rique, et  dont  les  angles  dièdres  OA,  OB, . . .  ont  la  même 
mesure  (79i)  que  les  angles  A,  B, . . .  de  ce  triangle.  La  même 
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remarque  s'étend  à  un  poljgoncspliérique  ABCl)(/g-433)  et 
à  l'angle  poljèdri;  correspondant  OABCI). 

D'après  cela,  à  chaque  propriété  des  angles  Irièdres  ou  po- 
lyèdres répond  une  propriété  analogue  des  triangles  ou  poly- 
gones sphériques;  et,  pour  énoncer  celle  propriété,  il  suffit  de 
remplacer  respeclivement  les  mois  face  et  angle  dièdre  par 
les  mots  côlé  et  anglf. 

FiB.  433.  îiE-  !,ii. 


V 


C'est  mâme  cette  marche  que  l'on  suit  pour  enblir  les  pre- 
mières propriétés  des  figures  spheriques.  Mais  plus  tard,  et 
pour  des  propriétés  moins  simples,  il  est  ordinairement  pré- 
férable de  faire  l'inverse,  c'est-à-dired'établirdirectemeniles 
propriétés  des  figures  sphériques  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés des  angles  polyèdres  correspondants.  On  raisonne 
en  effet  sur  une  surface,  et  en  particulier  sur  la  sphère,  pres- 
que aussi  aisément  que  sur  un  plan,  tandis  qu'il  faut  un  cer- 
tain efforipour  se  représenter  une  figure  de  l'espace  un  peu 
compliquée.  L'élude  de  l'Astronomie  ne  laisse  à  cet  égard 
aucun  doute,  ei  îa  conception  de  la  sphère  céleste  est  un  des 
plus  heureux  artifices  géomélriques  qu'on  ait  imaginé^. 

802.  Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  OABCD 
[fg.  433)  au  delà  du  sommet  0,  on  forme  un  angle  polyèdre 
symétrique  OA'B'C'D',  qui  détermine  sur  la  surface  de  la 
sphère  un  polygone  A'B'C'D'.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'C'D',  dont  les  sommets  sont  ainsi  diamétralement  opposés 
deux  à  deux,  sont  appelés  polygones  sphériques  symétriques. 
Les  considéralions  développées  au  n"  560  conduisent  aux  pro- 
priétés suivantes  ; 

i"  Deux  polygones  symétriques  ont  leurs  angles  et  leurs 
côtés  égaux  deux  à  deux  ;  2"  ces  polygones  ne  sont  pas  en  gé- 
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ninl  luperposables,  auendu  que  la  parlia  rafecUKmem 
égale!  soni  dispose,  dans  un  ordre  mette,  ~.'  pour  qu'un 
'niaisletphérique,oilmperposahleà>oniymélrique[fg.lfii), 
Il  faut  el  ,1  mffil  qu'il  ail  deux  angles  égaux,  et  dw„  un  lel 
triangle  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  égaux  ;  en 
d'autres  termes,  ce  triangle  est  isocèle. 

THÉORÈME. 

803.  Dans  tout  polygone  spUrique,  un  côlé  quelconque  esl 
moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  effet,  soit  ABCD  le  polygone  proposé  [Jig.  .',33).  Dons 
1  angle  polyèdre  correspondant  OABCD,  on  a  (567) 

A(JI)<liOC  +  COD  +  U0.4. 
Donc  (127) 

arciB<arcBC  ^-  arcCD  +  arcDA. 

SCOLIES. 

804.  Dans  tout  triangle  spliêriqiie  ABC  {Jig.  m),  à  un  plus 
grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 

"t-  W-  Fi,,.  (3S. 


Cela  résulte  de  la  propriété  analogue  de  l'angle  trièdre  (568). 
On  peut  aussi  le  démontrer  comme  il  suit.  Soit  l'angle  ABC 
plus  grand  que  l'angle  C;  on  pourra  mener  dans  l'angle  ABC 
un  arc  de  grand  cercle  BD  qui  fasse  avec  BC  un  angle  DBC 
cgal  à  l'angle  C.  Le  triangle  BDC  ayant  deux  angles  égaux 
BBC,  I)CB  sera  isoscéle  (802),  et  l'on  aura  BB  =  DC.  Or  le 
triangle  ABD  donne  (803) 

AB  <  AU  -I-  BD 
et,  en  remplaçant  le  côlé  BDpar  son  égal  DC, 
AB<AI)  +  DC     ou     AB<AC. 
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En  rapprochani  ce  Uiéorèrae  de  celui  qui  aélé  démoritré  au 
n"  802  (3"),  on  voil  que  :  réciproquement,  ji  "h  triangle 
spkériqite  est  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux 
sont  égaux:,  elsi  un  triangle  s  plié  ri  que  a  deux  côtés  inégaux, 
au  plus  grand  côté  est  opposé  le  plus  grand  angle . 

80î>.  De  ce  qu'un  iriaiigie  sphérique  isocèle  est  superpo- 
sable  à  son  symétrique,  il  résulte  que,  dans  tout  triangle 
sphérique  isocèle,  l'arc  de  grand  cercle  <]ui  Joint  le  sommet 
au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire  sur  celle  base  et 
divise  l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales. 

806.  Enfin  les  propriétés  du  triangle  rcciiligne,  démontrées 
aux  n"*  40  et  41,  s'appliquent  au  triangle  sphérique  et  s'énon- 
cent de  même  ;  il  suffit  de  remplacer  le  mot  droite  par  les 
mots  arc  de  grand  cercle. 


807.  Pans  tout  polygone  sphérique  convexe ,  -a  somme  des 
côtés  est  moindre  qu'une  circonférence. 

Car  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant 
esl  moindre  que  quatre  angles  droits  (370). 

La  démonstration  directe  esl  d'ailleurs  facile.  Considérons 
d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  [fig.  135),  et  prolongeons 
les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  leur  rencontre  A';  les  deux  arcs 
ABV,  ACA'  sont  des  demi-circonférences  de  grand  cerc  te  (770) 
et,  comme  dans  le  triangle  BCA'  le  côté  BC  esl  moindre  que 
BA'  +  CA',  la  somme  AB  4-  AC  -^-  BC  des  côtés  du  triangle  ABC 
est  inférieure  à  ABA'  -+-  ACA',  c'est-à-dire  à  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  un  polygone,  c'esi- 
à-dire  en  remplaçant  un  côté  par  les  prolongements  des  deux 
qui  lui  sont  adjacents,  on  voil  que,  si  la  proposition  est  vraie 
pour  un  polygone  convexe,  elle  subsiste  pour  le  polygone 
convexe  qui  a  un  côté  de  plus  ;  donc  elle  est  générale. 
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THÉORÈME. 

808.  Si  un  triangle  spliérique  A'  B'  C  est  le  triangle  polaire 
d'un  triangle  spliérique  donné  ABC,  réciproquement  ABC  sera 
le  triangle  polaire  de  X'B'C. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  triangle  polaire  et 
l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une  re- 
marque. 

Soient  EIF  un  grand  cercle  (Jîg.  436),  P  l'un  de  ces  pôles, 
et  M  un  point  quelconque  de  la  sphère.  Si  P  et  M  sont  d'un 
même  côté  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit  arc  de  grand 
cercle  qui  va  de  P  en  M  est  moindre  qu'un  quadrant  PI.  Si  P 
et  M  sont  de  pari  et  d'autre  du  grand  cercle  EF,  le  plus  peiil 
arc  de  grand  cercle  allant  de  P  en  M  esi  supérieurà  un  qua- 
drant. 

Fij.  (i3G.  Fig.  ,117, 


Cela  posé,  on  nomme  triangle  polaire  d'un  triangle  spljé- 
rique  ABC  un  nouveau  triangle  A'IÎ'C  ijig-^^-])  doniies som- 
mets sont  définis  de  la  manière  suivante  :  A'  est  celui  des 
deux  pôles  du  grand  cercle  BC  qui  esl,  par  rapport  à  ce  grand 
cercle,  du  même  côté  que  le  sommet  opposé  A;  de  mèmeTÏ' 
esl  le  pôle  de  AG  qui  est  situé  par  rapport  à  AG  du  même 
côté  que  B,  et  C'  esl  le  pôle  de  AB  qui  esl  placé  par  rapport 
à  AB  du  même  côié  que  C, 

Il  s'agii  de  démontrer  que,  réciproquement,  le  iriangle  ABC 
esl  le  iriangle  polaire  de  A'B'C'.  A  cet  effet,  considérons  l'un 
quelconque  de  ses  sommets,  C  par  exemple;  A'  étant  le  pôle 
de  BC,  l'arc  de  grand  cercle  qui  joindrait  C  et  A'  est  un  qua- 
drant; de  même  l'arc  de  grand  cercle  CB'  esl  un  quadrant, 
puisque  B'  est  le  pôle  de  AC.  Donc,  le  point  C  (780}  esl  le 
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pùledeA'B'.  De  plus,  puisque  C  est  le  pùle  de  AB  qui  se 
trouve  par  rapport  à  ATÎ  du  même  côté  i^iie  C,  le  plus  petil  arc 
du  grand  cercle  allani  deC  en  C  est  moindre  qu'un  quadrant  ; 
par  suite,  G  est  le  pôle  de  A'B'  qui  se  trouve  par  rapport  à 
A'B'  du  même  côté  que  C. 

SCOLIE. 

809.  D'après  cela,  le  triangle  polaire  A'B'C  d'un  triangle 
donné  ABC  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  décrivant 
des  sommets  A,  B,  C,  pris  successivement  pour  pôles,  trois 
circonférences  de  grand  cercle.  Ces  trois  circonférences  di- 
visent la  surface  de  la  sphère  {fig.  487)  en  hull  triangles,  dont 
i'iin  A'B'C  est  le  triangle  polaire  de  ABC.  C'est  celui  qui  est 
tel,  que  les  sommets  A  et  A'  soient  d'un  même  côté  par  rap- 
port à  BC,  les  sommets  B  et  B'  d'un  même  côté  par  rapport  à 
AC,  et  les  sommets  C  et  C  d'un  môme  côté  par  rapport  à  AB. 

Les  deux  trièdres  OABC,  OA'B'C,  qui  répondent  à  deux 
triangles  polaires  ABC,  A'B'C,  sont  supplémentaires  (572). 
En  effet,  d'après  la  construction  du  point  C,  on  voit  que  l'a- 
rête OC,  par  exemple,  est  perpendiculaire  (779)  au  plan  AOB 
et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  môme  côté  que  OC  :  on  rai- 
sonnerait de  môme  pour  les  autres  arêtes  OB'  et  OA'.  Chaque 
angle  de  l'un  des  triangles  ABC,  A'B'C,  doit  donc  (373)  être 
le  supplément  du  côté  opposé  de  l'autre  triangle.  Mais  cette 
propriété,  en  vertu  de  laquelle  deux  triangles  polaires  sont 
aussi  appelés  triangles  s  upp/é  me  niai  res,  mérite  d'être  démon- 
trée directement;  c'est  là  l'objet  du  théorème  qui  suit. 

THÉORÈME. 

810.  Si  ABC,  A'B'C  sont  deux  triangles  polaires,  chaque 
angle  de  l'un  de  ces  triangles  a  pour  mpsure  une  denii~circon- 
férence  de  grand  cercle,  moins  le  côté  opposé  dans  l'autre 
triangle  [fig.  438). 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  l'angle   A  et  prolon- 
geons, s'il  le  faut,  les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'are  B'C;  puisque  A  est  le  pôle  de  B'C,  l'angle  A  a  pour  me- 
sure l'arc  DE  (795);  mais  on  a  évidemment 
DE  =  B'E4-DC-B'C. 
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D'ailleurs  B'E  et  DC  sont  (les  quadrants,  puisque  B'  esl  le 
pôle  de  AC  ei  C  le  pôle  de  AB  ;  on  a  donc 

DE  ^7  cire,  de  grand  cercle —Ti'C 

On  procéderait  de  la  même  manière  pour  les  angles  U  etC. 

HS.  ^38.  Fis.  430.  .  î;.  .\\<.. 


Les  iriangles  ABC  ei  A'B'C  résultant  l'un  de  l'autre  par  la 
même  cûnslrueiion  [808),  la  propriété  que  nous  venons  de 
démontrer  pour  les  angles  A,  B,  C  du  premier  triangle  con- 
vientaux  angles  A',  B',  C  du  second.  On  prouverait  d'ailleurs 
directement  que  l'angle  A',  par  exemple,  a  pour  mesure  le 
supplément  de  BC,  en  prolongeant  BC  jusqu'à  la  rencontre  de 
A'B'et  de  A'C 

SCOLIE. 

8H,  Liîs  propriétés  dos  triangles  polaires  s'étendcnl  aux  polygones  et 
aujc  courbes  sphériques. 

Soit  {_fig.  439)  un  polygone  sphérique  convexe  ABCDE;  prenons,  des 
dous  pôles  de  l'arc  de  grand  cercle  EA.  celui  A'  qui,  par  rapport  à  EA, 
est  dans  le  même  hémisphère  quo  le  polygone  ABCDE;  prenons  d'une 
manière  analogue  les  pôles  h\  C,  D',  E'  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DE.  Le 
polygone  A'B'C'D'E' sera  le  polygone  ^lo/ain?  du  proposé,  et  l'on  démon- 
trera, comme  aux  n"  808  et  8iû  :  1°  que,  si  an  /mlrgunc  sphérique- 
y  WC  tt'E'  est  k  pnlygone  polaire  d'un  polygone  donné  ASCDE,  récipro- 
quement ABCDE  est  (e  polygone  polaire  de  A'B'C'D'E'  ;  2°  que,  dans  deux 
polygones  polaires,  tout  angle  de  l'un  est  le  supplément  du  câté de  l'autre 
dont  le  sommet  de  l'angle  considéré  est  te  pôle. 

812.  On  appelle  arc  ite  grand  cercle  tangent  en  un  point  M  d'une 
courbe  sphérique  AMN  [J!g.  ^o)  la  limite  des  positions  que  prend  le 
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grand  carde  mené  par  le  point  M  et  un  point  voisin  K,  lorsque  ce  second 
point  N  de  la  courbe  tend  vers  le  premier.  Une  courbe  sphérique  estcort- 
i-exe  si  le  grand  cercle  langent  en  l'un  quelconque  de  ses  points  laisse  la 
courbe  tout  entière  dans  un  seul  héroispliere  (799).  Une  courbe  sphé- 
rique convexe  ne  saurait  éire  rencontrée  par  un  grand  cercle  en  plus  do 
deux  points;  et,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  deux  points 
quelconques  de  la  courbe,  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  eit  moindre 
qu'une  demi-circonférence,  est  à  ïintérieur  de  la  courbe. 

Cela  posé,  soit  A'M'  {_fig.  44o)  une  courlie  spbérique  convexe;  en  un 
point  quelconque  M'  de  cette  courbe,  menons  le  grand  cercle  tangent  et 
prenons  le  pôle  M  de  ce  cercle  qui  est  dans  le  même  hémisphère  que  la 
courbe  A'M'  ;  le  lieu  des  points  M  est  la  courbe  polaire  ASl  de  A'il'.  In- 
versement, la  courbe  A'M'  est  la  couibe  polaire  de  AM;  en  d'aulres 
termes,  le  point  M'  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M  à  la 
courbe  AH;  car  si  N  est  le  pôle  de  i'arc  de  grand  cercle  K'T'  t;>naent  h 
la  courbe  A'M'  en  un  point  K'  voisin  de  M',  le  point  T'  sera  le  pôle  (780} 
de  l'arc  sécant  MN,  et,  quand  ce  dernier  arc  deviendra  tangent  en  M, 
lepointT' se  confondraavecM'.  Ainsi  les  pointsMetM'  des  deux  courbes 
se  correspondent  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  le  point  M  soit  le  pôle 
de  l'arc  de  grand  cercle  langent  en  M'  et  que  le  point  M'  soit  le  jiûle  de 
l'arc  do  grand  cercle  tangent  en  M. 

Deux  figures  sphériques  polaires  sont  des  figures  corrélatives  :  à  tout 
point  de  l'une  répond  un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre,  de  telle  sorte 
que,  si  trois  points  du  la  première  sont  sur  un  même  grand  cercle,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  correspondants  de  la  seconde  passent  par  un 
même  point,  pôle  de  ce  grand  cercle.  Tout  théorème  en  engendre  immé- 
diatement un  autre  ;  et  c'est  même  cette  corrélation  des  figures  sphéiiques 
qui  a  suggéré  l'idée  du  principe  général  de  duiiUié. 

Corollaires. 

813.  Dans  tout  triangle  sphérique  :  1"  ta  somme  des  angles 
est  comprise  entre  deux  et  six  angles  droits;  2°  le  plus  petit 
angle  augmenté  de  deux  droits  surpasse  la  somme  des  deux 
autres  angles. 

La  démonstration  est  la  tnêine  que  pour  les  angles  irièdres 
[o7b),  et  les  propriétés  énoncées  peuvent  être  elles-mêmes 
considérées  comme  une  conséquence  des  propriétés  corres- 
pondantes des  trièdres. 

1!  résulte  de  là  qu'un  triangle  sphérique  peut  avoir  un, 
deux  ou  trois  angles  droits.  Quand  le  triangle  est  birectangte, 
le  sommet  de  l'angle  qui  n'est  pas  droit  est  le  pôle  du  côlé 
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opposé,  et  ies  côlés  qui  comprennent  cet  angle  sont  des  qua- 
drants. Dans  le  triangle  sphéi-ique  trirectangle,  tous  les  côlés 
sont  des  quadrants;  le  triangle  trirectangle  est  le  huitième  de 
la  sphère  sur  laquelle  il  est  tracé  :  on  le  voit  immédialement 
en  prolongeant  les  arcs  de  grand  cercle  qui  forment  les  eûtes 
du  triangle. 

THÉORÈME, 

814.  Deux  triangles  spliériques  tracés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  : 
i"  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun;  2."  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  3°  lorsqu'ils  ont  les 
câtés  égaux  chacun  à  chacjin;^"  lorsqu'ils  ont  les  angles  égaux 
chacun  à  chacun.  —  Dans  tous  les  cas,  ils  sont  égaux  ou  sy- 
métriques,  suivant  que  la  disposition  des  éléments  donnés  est 
la  même  ou  est  inverse- 
Ce  théorème  est  une  conséquence  des  propriétés  analogues 

(S77,  578)  des  angles  trièdres.  On  peut  aussi  le  démontrer 
directement. 

Supposons  d'abord  que  la  disposition  des  éléments  soit  la 
même  dans  les  deux  triangles,  on  démontrera  l'égalité  pour 
les  trois  premiers  cas  en  raisonnant  comme  au  n"  32  de  la 
Géométrie  plane.  Quant  au  quatrième  cas,  il  résulte  du  troi- 
sième par  la  considération  du  triangle  polaire  (810).  Itemar- 
quons,  en  outre,  queles  deux  premiers  cassontaussi  corréla- 
tifs l'un  de  l'autre. 

.  Si  la  dîsposilion  des  éléments  donnés  est  inverse,  le  pre- 
mier triangle  et  le  symétrique  du  second  présenteront  la  même 
disposition  :  ils  seront  donc  égaux  en  vertu  des  données;  par 
suite,  les  triangles  proposés  seront  symétriques. 

SCOLIE. 

815.  Un  trièdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de  deux 
sphères  concentriques,  détermine  évidemment  sur  ces  sphères 
deux  triangles  sphériques  dont  les  angles  sont  respectivement 
égaux  et  les  côlés  proportionnels  (296).  Deux  triangles  sphé- 
riques de  celte  nature  sont  dits  semblables. 

r..  cl  DC  G,  —  Tr.  ds  Céom.  (  (I-  Partie),  12 
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THÈORiiME. 

816.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence,  qui  joint  ces  deux  points. 

1°  Il  faut,  avant  tout,  définir  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
gauche,  c'esi-à-dire  dont  tous  les  poinls  ne  soai  pas  silucs 
dans  un  même  plan.  Celle  longueur  se  définit  comme  celle 
d'un  arc  de  courbe  plane.  C'esC  la  /imite  du  périmètre  d'une 
ligne  brisée  qui  est  inscrite  dans  cet  arc  et  dont  les  côti's 
tendent  vers  zéro. 

Nous  allons  prouver  que  celle  limite  existe  eL  qu'eiie  est  unique,  c'est-ù- 
diro  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  tendre  vers  zéro  les 
divers  côtés  de  la  ligne  brisée. 

Soient  {Jig.  440  ABun  arc  de  courbe  gauche,  ab  sa  projection  ortho- 
gonale sur  un  plan  quelconque  P,  M  un  point  quelconque  de  AB  et  m  la 
projection  de  ce  point.  Dans  un  plan  pris  à  volonté,  menons  une  droite 
indéfinie  x,J'^  {Jig.  4^2)  etprenonssurcetledroite,  à  partir  d'un  point  o,, 
une  longueur  a, m,  égale  à  la  longueur  de  l'arc  ani;  puis,  au  point  '«1, 
élevcns  sur  rj;  la  perpendiculaire  m, M,  égale  à  la  projetante  Wm.  A 
fout  point  M  de  la  combe  AB  répondra  ainsi  un  point  M,  et,  lorsque  le 
point  M  décrira  l'arc  AB,  le  point  M,  décrira  un  arc  de  courbe  plane  A,B|, 
dont  nous  désignerons  la  longueur  par  l. 


Fiu,  /Jt,. 


Fie.  44^. 


Cela  posé,  soient  AMNRU  une  ligne  brisée  quelconque  inscrite  dans 
l'arc  AB  et  amnrb,  A|M,N|R|B,  les  lignes  brisées  correspondantes  in- 
scrites dans  la  projection  ab  et  dans  la  ligne  plane  A|D,.  La  valeur  du 
rapport 

AS!  +  MN  H- KR -i- RB 


(0 


A,M,-(-M,N,-rN,H,- 


H,B, 
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esl  compriso  entre  les  valeurs  do  deux  des  nip|)orts 
,   ,  AM        SIN^      jot         m 

'■'■'  A7M,'     W,N,'     K,lt;'     li,li/ 

Pjr  suite,  si  l'on  peut  prouver  que  chacun  de  ces  rapports  a  l'unitii 
pour  limile,  il  en  ssrado  miîme  du  rapport  (i);  ot,  comme  le  dànomina- 
leur  de  ce  rapport  a  pour  limite  la  quantité  bien  définie  /,  quelle  que  soit 
la  loi  suivant  laquelle  lei  côtés  do  la  li^iie  brisée  AMNRB  tendent  vers 
ïéro  (291)  son  numérateur  aura  au  -i  l  jour  limite,  quelle  que  soit 
cette  loi. 

Prenons  donc  lun  quelconque  des  npporla  (2),  -^^  par  exemple. 

Désignons  par  S  la  différence  N«  — Mm,  ou  son  égale  N,",  —  M,»!,.  Le 
carré  du  rapport  considéré  aura  pour  expression 


La  valeur  de  ce  carré  est  donc  comprise  entre 

Mais,  '",  ",  étant  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  plane  dont  «)«  est  la  corde, 
!e  rapport a  l'unité  pour  limite  (292|  quand  m|/jj  tend  vers  zéro. 

La  limite  do^pW  est  donc  égale  ù  i^ 

2°  La  longueur  d'an  arc  de  courbe  sphérique  esi  égale  à  la 
limite  du  périmètre  d'une  ligne  brisée  sphérique  qui  esl  in- 
scrite dans  cet  arc  et  dont  les  eûtes  tendent  vers  zéro. 

En  efi'ei,  soient  AGG  {fig.^^?i]  un  arc  de  courbe  quelconque 

Fîg.  413. 


tracé  sur  la  sphère,  et  AEFGIC  une  ligne  brisée  sphérique  in- 
scrite dans  cet  arc,  c'est-à-dire  une  ligne  formée  de  portions 
d'arcs  de  grands  cordes,  ayant  ses  extrémités  en  A  et  en  B  et 
ses  sommets  intermédiaires  situés  sur  l'arc  de  courbe  ACB. 
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Si  les  arcs  île  griinds  cercles,  doiil  la  lungiieur  de  la  ligne 
brisée  sphérique  esi  la  somme,  lendenl  séparément  vers  zéro, 
suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconi]ue,  le  rapport  de  chacun 
de  ces  arcs  à  sa  corde  aura  l'unité  pour  limite.  Il  en  sera  donc 
de  même  du  rapport  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  a  la 
somme  des  cordes.  Et,  comme  (1°)  la  somme  des  cordes  a 
pour  limite  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  AGB,  on  voit  que 
la  longueur  de  la  ligne  brisée  sphérique  inscrite  dans  l'arc  de 
courbe  quelconque  AGB  a  aussi  pour  limite  la  longueur  de 
cet  arc. 

5"  11  est  maintenant  irès-factle  de  trouver  le  plus  court 
chemin  entre  doux  points  A  el  B  sur  la  surface  de  la  sphère 

(fig.  443)- 

Soient  AMB  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une  demi- 
circonférence,  qui  unit  les  points  A  et  B,  et  AGB  une 
courbe  spliérique  quelconque  tracée  entre  ces  deux  points. 
AEFGIB  étant  une  portion  de  polygone  sphérique  inscrite 
dans  cette  courbe,  on  aura  (803) 

AMï!  <  AE  -h  ZF  -'r-  FG  -H  GI  +  llî. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  du  polygone  inscrit, 
le  second  membre  a  pour  limite  (2°)  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  AGB.  Donc  l'arc  de  grand  cercle  AMB  est  moindre 
que  toute  autre  courbe  spLérique  allant  de  A  en  B  :  c'est  le 
plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la  sphère. 

D'après  cela,  on  appelle  distance  sphérique  de  deux  points 
A  et  B  d'une  sphère  la  longueur  de  l'arc  de  grand  cercle 
moindre  qu'une  demi-circonférence  qui  unit  ces  deux  points. 

THÉORÈME. 

817.  Pour  ijii'un  gnmd  cercle  tai!  pcrpEndicuimre  à  un  jhiU  ccri  k-  AMB, 
il  faut  et  il  ■•"tfjît  que  le  ^rand  cercle  passe  par  les  pôles  V  et  P'  da  petit 
cerde  (fg.  ^^i'.). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  0  le  centre  de  la  sphère  et, 
respectivement,  par  MS  et  par  MT  les  tangentes  au  grand  cercle  et  au 
petit  cercle  au  point  commun  M,  pour  que  l'angle  SMT  soit  droit,  il  faut 
et  il  suffit  que  ies  plans  OMS,  MPP'  coïncident. 

En  effet,  le  plan  MPP'  est  perpendiculaire  à  MT,  puisqu'il  contient  deuï 
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ilroites  OM  et  PP'  qui  sont  à  angle  droit  sur  MT.  Donc,  si  l'angle  SMT  est 
dioit,  MS  est  dans  le  plan  MPP'  qui,  par  suite,  coïncide  avec  le  plan  OMS. 
Inversement,  ai  les  plans  OMS,  MPP'  coïncident,  la  droite  MS  conleiiuo 
dans  le  plan  MPP'  est  à  angle  droit  sur  la  perpendiculaire  MT  à  ce  plan. 
Corollaires. 

818.  Par  un  point  0  ds  la  sphère,  fn  peut  mener  un  grand  cerelc  per- 
pendiculaire à  un  cercle  donné  lié  et  Vnn  ne  peut  en  mener  r/u'iin:  c'est 
le  grand  cercle  OPI'P'I  qui  passe  par  le  point  0  et  par  les  pôles  P  et  P' 
du  cercle  AB  {fg.  m). 

Il  y  aurait  toutefois  indétermination  si  le  point  0  coïncidait  avec  l'un 
des  pôles  P  et  P'. 

En  laissant  de  c6té  ce  cas  singulier,  on  voit  que,  du  point  0,  on  peut 
mener  deux  arcsàe  grand  cercle,  01  etOPI',  normaux  à  ud  cercle  donné  A  B. 

THÉORÈME. 

819.  Si,  d'un  point  0  d'une  sphère,  on  mèru 
plus  petit,  01,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  nar 
de  grand  cercle  obliques  OC,  CD,  OE  {fig.  444  )  : 


r  un  cercle  AB,  le 


■c  obtirpie  OC  ; 
Esurai  équidùtt, 


i'  L'arc  perpendiculaire  01  est  moindre  que  tout  a; 

a°  Deux  ares  obliques,  QÇ.  et  OE,dont  les  pieds  Cet 
du  pied  1  de  l'iirc  normal,  sont  égaux; 

3°  De  deux  arcs  obliques,  OC  et  OD,  ou  OE  et  OD,  celui  dont  le  pied 
s'écarte  le  plus  da  pied  I  de  l'arc  normal  est  le  plus  long. 

En  effet,  le  cercle  AB  divise  la  sphère  en  deui  collettes  dont  l'une  con- 
tient le  point  0;  soit  P  le  pôle  de  AB  qui  est  situé  dans  cette  calotte; 
menons  les  arcs  de  grand  cercle  PC,  PD,  et  désignons  par  K  i'inlersociion 
^os  arcs  OD  et  PC. 

1°  Dans  le  triangle  sphérique  POC,  on  a 
PC  -  PO  <  OC, 
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CU=l-à-l]lr3 

PI -PO    OU    0!<0C. 

2°  Les  poinis  C  el  E  élant  symij triques  par  rapport  au  plan  du  gi^nd 

cercle  PIP',  les  cordes  OC  et  OE  sont  symétriques  par  rapport  au  même 

plan  et,  par  suite,  égales  entre  elles;  donc  les  arcs  de  même  rayon,  OC 

et  OE,  qu'elles  sous-tendent,  sont  égaux. 

3"  Les  triangles  sphériques  OKC,  PKD  donnent 

OC<0K-^KC,    rD<PK-f-KD, 
d'où,  en  aioi;tant, 

OC-^PD<00-i-PC 

el,  enfin,  à  cause  de  PD  =-  PC, 

OC  ^:;0D. 

COBOLLAEBES. 

820.  Si  le  point  C  décrit  le  cercle  AB  en  partant  du  point  I,  l'arc  de 
grand  cercle  OC,  d'abord  égal  à  01,  croit,  devient  égal  à  OPI',  puis  dé- 
croit jusqu'à  la  valeur  primitive  01.  Parmi  les  chemins  qui  conduisent  du 
point  0  au  cercle  AC,  le  plus  court  est  donc  le  plus  petit,  01,  des  deux 
arcs  normaux  qu'on  peut  mener  du  point  0  au  cercle  AB.  Aussi,  donne- 
t-on  à  la  longueur  de  cet  arc  01  le  nom  de  distance  sphérique  du  point  0 
au  cercle  AB. 

Les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont  vraies  [T). 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  la  sphère  équitUstants  de  deux  poinis 
de  cette  surface  est  le  grand  cercle  perpendicaiaire  sur  le  milieu  de  l'arc 
lie  grand  cercle  qui  unie  les  deux  points  (49). 

Deux  triangles  spliértqaes  rectangles  sont  égaiu:  ou  symétriques: 
1°  lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  oblique  égal  ;  i"  lorsqu'ils 
ont  l'hypoténuse  égale  et  un  côté  égal  (  50 }. 

Varc  de  grand  cercle  bissecteur  de  l'angle  de  deux  grands  cercles  est 
le  lieu  des  poinis  de  la  sphère  équidistanis  des  deux  côtés  de  cet  angle  (K3). 

Los  raisonnements  sont  les  mêmes  qu'en  Qéomélrie  plane. 
Fis.  445. 


8âl.  Voici  encore  deux  remarques  imporlanles  : 

1°  Dans  tout  liiangle  sphcriqiie  rectangle,   le  nmnhre  dus  côtés  siij  c 
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riûi/rs  à  lui  quadrant  est  pair.  En  ellel,  soient  [Jig.  445)  trois  grands 
cercles  APB,  AIB,  PIP',  perpendiculaires  deux  à  deux;  sur  AP,  prenons 
un  arc  AC  moindre  qu'un  quadrant  et  joignons  par  un  arc  de  grand 
cercle  CD  le  point  C  à  un  point  quelconque  Dde  AIB.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle CAD,  le  côté  ACcËtaigu,  et  l'on  voit  que  tant  que  AD  reste  aigu, 
c'est-à-dire  moindre  que  le  quadrant  AI,  CD  reste  inférieur  à  CI,  c'est-à- 
dire  à  un  quadrant;  si  AD  devient  obtus  comme  AD,,  l'arc  CD,  est  supé- 
rieur à  CI,  c'est-à-dire  a  un  quadrant.  Le  triangle  ACD  a  donc  ses  trois 
côtés  aigus,  ou  un  aigu  et  deux  obtus.  On  prouverait  pareillement  que 
le  triangle  rectangle  CDB,  dont  le  côté  BPC  est  obtus,  possède  toujours^ 
deux  côtés  obtus  et  un  aigu,  car,  BD  étant  obtus,  CD  est  aigu,  et,  BD,  étant 
aigu,  CD,  est  obtus. 

a"  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  tout  nngte  oblique  est  de 
même  Kspéee  que  le  côté  opposé.  En  effet,  l'angle  ACl  étantdroil,  l'angle 
ACD  est  aigu  et  l'angle  ACD;  est  oblns;  or  AD  est  aigu  et  AD,  est  obtus. 

THÉORÈME. 

822.  L'arc  de  grand  cercle,  tangent  à  un  petit  cercle,  est  perpendicu- 
laire il  l'extrémité  du  rayon  sphériqiie  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Car  lo  rayon  sphérique,  étant  un  grand  cercle  passant  par  le  pôle  du 
petit  cercle,  est  perpendiculaire  (817)  à  ce  petit  cercle  et,  par  suite, 
au  grand  cercle  tangent. 

SCOLIB. 

823.  Les  propositions  suivantes  se  démontrent  comme  en  Géométrie 
plane. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d'une  sphère  se  coupent,  l'arc  de  grand 
cercle  qiU  passe  par  leurs  pâles  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  l'arc 
lie  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  deux  points  d'intersection. 

Lorsque  deuit:  petits  cercles  d'une  sphère  sont  tangents,  leur  point  de 
contact  est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pèles,  et  l'arc  de 
grand  cercle  merié  par  le  point  de  contact  à  angle  droit  sur  celui  qui  unit 
les  pâles  est  tangent  à  chacun  des  deux  petits  cercles. 

On  dit  qu'un  point  de  la  sphère  est  intérieur  ou  extérieur  à  un  petit 
cercle,  suivant  qu'il  est  situé  dans  la  plus  petite  ou  dans  la  plus  grande 
des  deux  calottes  que  ce  cercle  détermine  sur  la  sphère.  Sa  distatice  sphé- 
rique (816)  au  pôle  du  petit  cercle  est,  dans  le  premier  cas,  inférieure  et, 
dans  le  second,  supérieure  au  rayon  sphérique  {781  )  de  ce  cercle. 

Étant  donnés  deux  petits  cercles  d'une  sphère,  on  dit  :  i°  que  les  deux 
cercles  sont  extérieurs,  lorsque  tout  point  de  chacun  d'eus  est  extérieur 
à  l'autre  ;  2°  que  le  premier  est  intérieur  au  second,  lorsque  tout  point 
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du  promier  est  iHtérieur  au  second,  et  alors  tout  point  du  second  est  ex- 
térieur au  premier. 

Cela  posé,  soJentR  et  ries  rayons  sphériques  de  deux petils  cerclas,  otD 
[a  disliince  sphérique  de  leurs  pôies.  Le  quart  d'un  grand  cercle  étant  pris 
pour  unité,  I(  et /•  sont  moindres  que  i  et  D  est  inférieurs  2.  Si  les  cercles 
sfintcxIcTieias,  on  a  D  >  R  +  r;  s(  les  cercles  sont  tangents  e^clérieurement, 
ona  D  =  Rs-r;  sites  cercles  se  coupent ,  onaâla  fois  H  +  r>  D>R  — /■; 
si  le  cercle  r  touche  intérieurentcni  le  cercle  It,  on  a  D  =  R  — ■  r;  en6n, 
si  le  cercle  r  est  intérieur  nu  cercle  H,  ou  a  D  <  R  ~  r.  Les  réciproques 
sont  vraies, 

THÉORÈME. 


!4.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphériques,  qui  ont  une  base 
'e  DE  et  dans  lesquels  la  différence  entre  l'angle  au  sommet  et  la 
somme  des  angles  à  la  base  est  constante  en  valeur  absolue,  se  compose 
de  dciiœ  petits  cercles  passant  par  les  points  D  (■(  E  cl  symétriques  par 
rapport  au  plan  DEA  du  grand  cercle  DE. 

En  effet,  C  étant  un  point  pris  arbitrairement  sur  la  sptière  et  P  étaut 
le  pôle  du  cercle  circonscrit  au  triangle  sphériquo  GDE,  désignons  res- 
pectivement par  7,  S,  £  les  valeurs  des  angles  à  la  base  dans  les  triangles 
isocèles  PCD,  PDE,  PEC.  Si  le  pôle  P  est  à  J'jntérieur  du  triangle  DEC 
(comme  dans  la  fig.  446),  on  a 

0  H-  E-  C  =:  (0"  +  y)  -i-  l'î  -.-  î)  -  t7  s-  s)  =  -.S; 
&■  P  est  extérieur  au  triangle  DEC,  mais  situé  du  même  càté  que  C  par 
rapport  au  grand  cercle  DE,  on  a 

D  +  Ë-C-  (tf-,-7)^(J-si_(^/-.)  =  io", 
D-^-E-C  =  (iî-7)  +  (5-t-s)  — v=— 7)=  3^; 
enBn,  si  Pet  C  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  DE,  on  a 
D  +  E  ^  C  =  (7  -  o~)  +  (i  -  -î)  -  (7  -^  0  =  -  2=?. 
n  résulte  de  là  que,  si  (e  point  C  se  déplace  de  façon  que  la  différence 
(D  -i-  E)  —  C  reste  constante  en  valeur  absolue,  l'angle  S  et,  par  suite,  le 
triangle  isocèle  DPE  restent  invariables  de  grandeur;  en  sorte  que  lo 
point  P  ne  peut  avoir  que  deux  positions,  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  DEA.  Le  lieu  du  sommet  C  se  compose  donc  du  cercle  dé- 
crit du  point  P  comme  pûle  avec  PD  pour  rayon  et  du  cercle  symétrique 
par  rapport  au  plan  DEA, 

Lorsque  la  différence  (D  -y-  E]  —  C  est  donnée  à  la  fois  en  grandeur  et 
en  signe,  il  faut  prendre  seulement  sur  chacun  de  ces  deux  cercles  l'arc 
qui  est  situé  par  rapport  au  plan  DEA  du  même  côté  que  son  pôle  si  la  dif- 
jérenco  est  positive,  et  au  contraire  l'autre  are  si  la  différence  est  négative. 
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QuanJ  la  différence  [D  -h  E)  —  C  ?^i  nulle,  S  est  aussi  nul;  les  deux 
poinl.s  P  coïncident  avec  le  mdieu  Je  DE,  et  le  lieu  est  le  cercle  décrit 
sur  DE  comme  diamètre  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  DEA. 

Ce  théorème  est  l'analogue  de  celui  du  n°  13f  de  la  Gé>méirie  plane. 
En  effi;t,  lorsque,  dans  un  triangle  lecldi^ne  CDE,  on  donne  l'angle  C, 
on  donno  par  cela  même  la  diflén  nt  e  D  -i-  E  —  C. 
PROBLÈME. 

823.  Tracer  sur  la  sphère  un  grand  cercle  passant  par  deux 
points  donnés  A  e/  B  {Jîg.  447)- 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or  la  distance  de  ce  pôle  P  à  chacun  des  points  A  et  B  est 
égale  à  la  corde  du  quadrant  (780);  on  l'obliendra  donc  en 
décrivant  successivement  deux  arcs  de  cercles,  des  points  A 
ei  B  comme  pôles,  avec  une  distance  polaire  égale  à  la  corde 
du  quadrant. 

Fig.  446.  %■  4'l7-  Fis;.  .^',8. 


PROBLÈME. 

82fi.  Mener  par  un  point  donné  A  sur  la  sphère  un  arc  de 

grand  cercle  perpendiculaire  à  un  grand  cercle  donné  BP 

{/'g-  44S). 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or  ce  pôle  P  doit  se  trouver  sur  le  cercle  BP  (797),  et  être  a 
une  distance  du  point  A  égale  à  la  corde  du  quadrant.  On  l'ob- 
tiendra donc  en  décrivant,  du  point  A  comme  pôle,  avec  une 
distance  polaire  égale  à  la  corde  du  quadrant,  un  arc  de  cercle 
qui  rencontre  en  Pie  cercle  donné  BP. 

PROBLÈME. 

827.  Mener  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un  arc  de  granr/ 
cercle  donné  ÂB,  en  son  milieu  ;  ou,  diviser  un  arc  de  grand  cercle  AB 
en  deux  parties  égales  [Jîg.  449  ). 

il  suffit  de  décrire  des  points  A  et  B  comme  pâles,  avec  la  même  ouver- 
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e  coupent  en  C  et  D;  puis,  défaire  passer 


ture  de  compas,  deux  arcs  qu 
un  grand  cercle  par  C  et  D. 

Ttemarquons  que  ce  grand  cercle  CD  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
tous  les  arcs  de  petit  cercle  dont  les  extrémités  sont  A  ot  B. 


Fig.  /|5o. 


PROBLÈME. 

828,  Trouver  le  pôle  d'un  petit  ccrc/e  passaril  par  trois  points  donnai 
A,  B,  C,  sur  la  sphère  {fig.  45o). 

Ce  pôle  P,  étant  équidislant  de  A,  B,  C,  est  à  l'interàeclion  des  arcs 
(le  grand  cercle  élevés  perpendiculairement  sur  Ips  milieux  des  arcs  de 
grand  cercle  AB  cl  liC  (8â7). 

Le  pôle  P  une  fois  connu,  on  tracera  le  petit  cercle  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  PA. 

PROBLÈME. 

829.  Par  un  point  A  donné  sur  ta  sphère,  mener  un  grand  cercle 
faisant  un  angle  donné  avec  un  grand  cercle  donné  UEO'  [fig.  45i)- 


Soit  P  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle  donné  qui  se  trouve  dans 
le  même  hémisphère  que  le  point  A,  et  soit  a  l'arc  de  grand  cercle  qui 
mesure  l'angle  donné,  lequel  peut  toujours  être  supposé  aigu. 

Le  pôle  Q  du  cercle  inconnu  doit  se  trouver  sur  le  grand  cercle  EE' 
dont  A  est  le  pôle,  puisque  legrandcerele  demandé  passe  par  A.  Le  pôleQ 
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doit  aussi  appartenir  au  petit  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un 
rayon  sphérique  égal  à  a,  puisque  ce  petit  cercle  est  le  lieu  des  pôles  des 
grands  cercles  qui  coupent,  sous  l'angle  donné,  le  grand  cercleDED'  (796). 

On  décrira  donc  deux  cercles,  l'un  du  point  A  comme  pôle  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  du  quadrant,  l'autre  du  point  P 
comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  l'arc  a. 
Tout  point  commun  Q  à  ces  deux  cercles  sera  le  pôle  d'un  grand  cercle 
satisfiiisant  à  la  question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  que  les  cercles 
auxiliaires  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit,  puisque  l'angle  donné  est  aigu, 
que  l'on  ait 

PO  >  PI    ou     <y-  >  3, 

en  désignant  par  S  la  distance  spliérique  AD  du  point  donné  A  au  grand 
cercle  donné  DED'. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  le  grand  cercle  donné  DEiy,  le  grand  cercle 
EE'  passe  par  P,  et  il  suffit,  pour  avoir  le  point  Q,  de  porter  sur  le 
grand  cercle  KPE',  à  partir  de  P,  une  ouverture  de  compas  égale  à  la 
corde  de  l'arc  ■/.. 

PROBLÈME, 

830.  Cansiriiiiv  un  triangle  sy/térii/rte  rcieun^//:,  coiimiUiani  :  i°  un 
côté  lie  l'angle  lirait  et  Vhyimtémise  ;  a"  un  angle  et  le  côlê  oppiisé. 

r  Après  avoir  tracé  (fig.  453)  deux  grands  cercles  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre,  c'est-à-dire  deux  grands  cercles  DAD',  EAE',  tels  que  le 


pôle  de  l'un  soit  sur  l'autre,  on  portera  sur  l'un  d'eux  DD',  à  partir  du 
point  commun  A,  un  arc AC  égal  au  côté  donné  i;  puis,  du  point  C  comme 
pôle,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  l'hypoténuse  donnée  <t,  on  décrira  un 
cercle  BB'  qui  coupera  le  grand  cercle  EE' en  deus  points  symétriques  par 
rapport  à  DCD'  ;  en  menant  les  arcs  de  grands  cercles  CB,  CB',  on  aura 


,  Google 


lS3  GÉOMÉTRIE  DANS    l'esPACK. 

duux  triangles  sphériques  symétriques  BAC,  B'AC,  qui  répondent  h  1a 
question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  a 
qui  mesure  l'hypoténuse  soit  compris  entre  les  nombres  i  et  a  —  &  qui 
mesurent  les  distances  sphériques  minimum  et  maximum  du  point  C  au 
grand  cercle  EE'. 

2°  On  commencera  par  tracer  deux  grands  cercles  BAB'.BCB' (/'j^'.  453) 


faisant  entre  eux  l'angle  donné  B;  soit  P  le  pôle  du  premier  et  EPE'  le 
grand  cercle  qui  est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  BAB'  et  BCB':  le  pro- 
blème se  réduit  à  mener  un  grand  cercle,  perpendiculaire  à  BAS',  c'est- 
à-dire  passant  par  P,  et  tel  que  la  partie  CA,  interceptée  dans  le  fu- 
seau BEB'D,  soit  égale  au  côté  donné  t.  Or  PC  sera  égal  alorsài  — i.  On 
décrira  donc  du  point  P,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  i  —  6,  un  cercle 
qui  coupera  BDB'  en  deux  points;  C  étant  l'un  quelconque  de  ces  points, 
le  triangle  BCA  satisfera  a  la  question,  ainsi  que  le  triangle  B'CA. 
La  condition  de  possibilité  consiste  dans  l'inégalité 


c'esL-à-dire 


PC>PD    ou     i-b>i 


fio\is  avons  supposé  l'angle  B  aigu  ;  s'il  était  obtus,  on  aurait 
PC=:/;  — 1,     PD^B— 1, 
et  la  condition  de  possibilité  serait  è>  B. 

PROBLÈME. 
831.  Construire  un  triangle  sphérique,   connaissant  trais  quelconques 
<k  ses  si:>:  éléments  (angles  OU  côtés). 
Ce  problème  offre  six  cas  distincts;  on  peut  donner  :  i°  les  trois  côtés 
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ou  les  trois  angles;  2"  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ou  un  côlé  et  les 
deux  angles  adjacents  ;  3°  deux  eûtes  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  ou 
deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux. 

Dans  ceMe  ônumération,  nous  avons  réuni  chaque  fuis  les  deux  cas  cor- 
rélatifs, c'est-à-dire  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre  par  la  considération  du 
iriangle  polaire.  Il  n'y  a  donc  que  trois  cas  à  traiter  directement. 

1°  On  dunne  les  trois  côtés  a,  b.  r. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ir^b'p-  c. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  (803,  807|  que  l'on  ait  à  la 


Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  sur  un  grand  cercle  MM'  de  la 
sphère,  prenons  un  aroBMC  égal  an  [fg.  ^54);  du  point  fl  comme  pôle, 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  lu  corde  de  l'arc  t,  décrivons  un 


arc  de  cercle  DD'  et,  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouveilure  de 
compas  égale  à  la  corde  de  l'arc  b,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  EE'. 
Puisque  l'arc  BC  est  plus  grand  que  chacun  des  arcs  BD  et  CE,  les 
points  D  et  E  sont  situés  dans  la  portion  BMC  du  grand  cercle  MM'  et, 
comme  BC  est  moindre  que  la  somme  BD  +  CE,  les  arcs  BD  et  CE  em- 
piètent l'un  Éurraulre:lepointE  tombe  donc  entre  B  et  D.  D'ailleurs,  la 
tomme  BD'-i- BC  +  CE'  étant  moindre  qu'une  circonférence  de  grand 
cercle,  le  point  E'  est  situé  sur  l'arc  CM'D'  entre  C  et  D'.  Il  résulte  de  là 
que  le  point  E  et  le  point  E' sont,  le  premier  intérieur,  le  second  estériaur 
à  la  calotte  qui,  déterminée  par  le  cercle  DD',  a  pour  pôle  B,  L'arc  EE'. 
qui,  par  rapport  à  cette  calolle,  unit  un  point  intérieur  à  un  point  exté- 
rieur, doit  donc  couper  la  base  DD' de  cette  calotte  en  un  certain  point  A, 
lequel  est  le  troisième  sommet  du  triangle  demandé  ABC. 

Les  cercles  DD'  et  EE'  se  coupent  en  un  second  point  A',  sommet  duc 
second  triangle  A'BC,  symétrique  du  premier. 
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Ainsi,  pour  qu'on  puisse  construire  un  tiiaiigle  sphérUpii:  avec  trois 
côtés  donnés,  il  faut  et  il  suffit  ijuc  le  plus  grand  côté  soit  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres  et  que  ta  somme  des  côtés  soie  inférieure  à 
une  circonférence  de  grand  cercle. 

Dans  les  applications,  il  peut  se  faire  que  l'une  de  ces  conditions  soil 
remplie  d'elle-même;  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  considérer  l'aulri;.  Par 
exemple,  au  n°  8i3,  lorsqu'on  cherclie  les  conditions  pour  que  dous 
petits  cercles  se  coupent,  on  n'a  pas  à  f.iire  intervenir  la  relation 

parce  que,  d'après  la  mjmiÈre  dont  D,  R  et  r  sont  di'flnis,  celte  relation 
Gst  satisfaite  d'elle-même. 

Souvent,  on  IgTioro  l'ordre  relatif  de  grandeur  des  côtés  donnés.  Dans 
ce  cas,  on  exprime  que  le  plus  grand  c6ié  est  inférieur  à  la  somme  des 
deux  autres,  en  écrivant  que  chaque  côté  est  moindre  que  lu  somme  des 
deux  autres. 

Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  spliériqiie  avec  trois  angles 
donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  petit  angle  augmenté  de  deux 
droits  soit  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres  et  que  la  somme  des 
trois  angles  soit  supérieure  à  deux  angles  droits,  car,  en  prenant  les  sup- 
pléments de  ces  angles  comme  côtés,  on  peut  construire  le  triangle  sup- 
plémenuire,  d'où  l'on  déduit  ensuite  le  triangle  demandé  par  le  tracé  in- 
diqué au  n"  SQ9. 

a"  On  donne  <leux  côtés  a  et  b  et  l'ongle  compris  C . 

Même  solution  qu'en  Géométrie  plane  fl45;- 

3"  Vn  donne  deux  côtés  a  et  b  et  l'angle  h.  opposé  au  côté  a  {Jîg.  ^55). 

Construisons  sur  la  sphère  deux  grands  cercles  formant  un  angle  égal 
à  A  (829),  Prenons,  à  partir  du  sommet,  sur  l'un  dos  côtés  do  cet  angle, 
un  arc  AC  égal  à  b,  et  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  la  corde  de  o,  décrivons  un  arc  de  cercle;  B  étant  l'inter- 
section de  ce  cercle  avec  le  second  côlé  de  l'angle,  le  triangle  ABC  sorj 
le  triangle  demandé. 

La  discussion  de  ce  problème  exige  quelque  attention. 
Fie.  4". 


tr  Achevons  le  fuseau  A,  et  du  point  C  abaissons  l'arc  CD  perpendicu- 
ji  laire  sur  l'autre  côté  de  l'angle.  Dans  le  triangle  sphérique  reclangie 
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»  ACD,  l'arc  perpendiculaire  CD  sera  aigu  eu  obtus  suivant  que  l'angle 
»  donné  A  sera  lui-même  aigu  ou  obtus  (821,  2°).  Si  l'arc  G)  est  aigu, 
i>  ii  sera  le  plus  court  de  tous  les  arcs  qvi'on  pourrait  mener  du  point  C 
B  dans  le  fuseau  aux  divers  points  do  l'arc  ABA',  et  les  arcs  obliques  aug- 
p  menleront  en  s'cloigiiant  du  pied  de  l'arc  perpendiculaire;  si  l'arc  CD 
K  est  obtus,  il  sera  au  contraire  le  plus  grand  des  arcs  menés  du  point  C, 
"  et  les  arcs  obliques  augmenteront  en  ne  rapprochant  du  pied  de  la  per- 
■>  pendiculaire  (819,  820). 

n  Ce]a 'posé,  pour  que  /e  triangle  proposé  soit  possible,  il  faudra  d'abonl 
»  i/uc  le  côté  opposé  a  soit  au  moins  égal  à  l'arc  perpendiculaire,  ii 
n  l'angle  donné  A  est  aigu;  ou  plus  petit,  si  l'angle  donné  A  est  obtus. 
»  Celle  première  condition  de  possibilité  est  évidemment  satisfailo  lorsque 
«  l'angle  donné  A  et  le  côté  opposé  a  aussi  donné  sont  de  nature  différente. 

n  Je  dis  maintenant  que  ; 

a  k  cl  a  étant  de  nature  différettU',  le  problème,  s'il  est  possible,  n'a 
B  qu'une  solution  ; 

ti  k.  et  a  étant  de  même  nature,  le  problème,  s'il  est  possible,  a  une  ou 
0  deux  solutions. 

n  En  effel,  soient  A  aigu  et  a  obtus,  par  exemple.  Si  l'on  peut  tracer 
Il  dans  le  fuseau,  par  le  point  C,  une  oblique  CB  égale  au  côté  a,  elle  ne 
jj  pourra  se  Irouver  évidemment  que  du  côté  de  celle  des  obbques  ex- 
n  trémes  t  ou  180°  —  6  qui  sera  de  même  nature  quea;  ainsi  le  problème 
s  ne  peut  avoir  qu'une  solution.  Cette  solution  existera  pour  «<  celui 
»  des  arcs  b  ou  180°—  b  de  même  nature;  le  triangle  sera  impossible 
«  pour  (î  au  moins  égal  à  celui  des  arcs  b  ou  180°  —  i  de  même  nature. 

t  Si  l'on  supposait  A  obitis  et  a  aigu,  on  arriverait  aux  mêmes  conclu- 
D  siens;  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc per- 
B  pendiculaire  CD  serait  obtus. 

»  Soient  k.  et  a  aigus.  L'arc  perpendiculaire  CD  étant  alors  aussi  aigu, 
»  on  voit  qu'il  pourra  exister  dans  le  fuseau  une  oblique  CB'  égale  à  n  du 
B  côté  de  celui  des  arcs  6  ou  180°  —  b  qui  sera  aigu,  et,  a  fortiori,  qu'il  en 
»  existera  alors  une  autre  CB  du  côté  de  celui  des  deux  arcs  6  ou  180°— 6 
B  qui  sera  obtus.  Ainsi  le  problème  pourra  avoir  deux  solutions.  Ces 
n  deux  solutions  existeront  pour  a  <  celui  des  arcs  b  ou  180° — b  do 
B  même  nature  ;  une  de  ces  deux  solutions  ne  sera  plus  possible  pour  a  au 
•  moins  égal  à  celui  des  ai  es  6  ou  180°  — t  de  même  nature.  Ze  triangle 
i>  sein  impossible  pour  a  <  l'arc  perpendiculaire  CD. 

B  Si  l'on  supposait  A  et  n  obtus,  on  arriverait  aux  mêmes  conclusions; 
»  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  perpendieu- 
»  lairo  CD  serait  obtus  (  ').  » 

(')  LtNTiiiBic,  Noufelht  annales,  t.  U,  1"  série. 
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PROBLÈME. 

832.  Par  un  point  donné,  mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à 
petit  cercle  donné  (Jïg.  456). 

Fiij.  .'pG. 


Si  le  point  <3onné  est  sur  le  cercle,  il  suffit  d'élever  pr  ce  point  un  arc 
de  grand  cercle  perpendiculaire  au  rayon  sphérique  correspondant  (829). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  donné  A  soit  eitérieur  au  petit 
cercle  donné,  c'eat-à-dire  soit  situé  dans  la  plus  grande  des  deux  calottes 
sphériques  séparées  par  ce  petit  cercle.  Considérons  le  problème  comme 
résolu  ;  nommons  P  le  pôle  du  petit  cercle  donné,  B  le  point  de  contacl 
de  l'arc  BA,  et  prolongeons  le  rayon  sphérique  PB  d'une  quantité  BC  =  PB. 
\ji  point  C  se  trouve  d'abord  sur  un  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  d'un  arc  do  grand  cercle 
double  du  rayon  sphérique  r  du  petit  cercle.  11  se  trouve  en  outre  sur  un 
second  cercle  décrit  du  point  A  comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  l'arc  PA  =  D;  car,  BA  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  PBC,  le  point  A  est  équidistant  de  P  et  de  C. 

Le  point  C  une  fois  obtenu  à  l'aide  de  ces  deus  cercles  auxiliaires,  on 
mènera  l'arc  de  grand  cercle  PC  qui  cout'era  le  petit  cercle  en  B,  et,  en 
joignant  B  et  A  par  un  arc  de  grand  cercle,  on  aura  l'arc  tangent  de- 
mandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  etilsulîil  que  le  tnangleAPC, 
dont  on  a  les  trois  côlés,  existe,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (831] 

l)<r>-i-i'-,     3r<D+D,     D-i-D   ^iir<4. 

La  première  condition  est  toujours  remplie,    et  les  deux  autres  équi- 


elles  expriment  que  le  point  A  doit  être  situé  hors  de  la  calotte  sphé- 
rique PB,  et  hors  do  la  calotte  symétrique. 
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Les  cercles  ansiliaires  ce  coiipeiil;  en  iJcus  points  C  et  C;  de  là  deuï 
solutions  AB  et  AB'. 

La  conslruction  précédente  s'applique  au  firoblème  correspondant  de 
Géomi,Htie  plane;  mais  elle  exige  plus  de  place  que  celle  du  n"  137. 

Observons  enlîn  que,  lorsque  deux  cercles  de  la  sphère  ont  deux  points 
communs,  les  symétriques  de  ces  points  par  rapport  au  centre  delà  sphère 
appartiennent  évidemment  à  la  fois  aux  deux  cercles  symétriques  des  pre- 
miers. Si  les  deux  points  considérés  se  confondent,  c'esl^Jt-dire  si  les  deux 
cercles  proposés  se  touchent,  les  deux  cercles  symétriques  se  touchent  au 
point  symétrique  du  premier  point  de  contact.  Enfin,  si  l'un  descercles  est 
un  grand  cercle,  comme  il  esta  lui-même  son  symétrique,  on  voit  que/o»( 
grand  cercle  tnngeni  à  un  pefii  cercle  est  aiiui  langent  au  petit  cercle 
syiiiêlriijiie  du  premier  par  rapport  nu  centre  de  la  spitèrc.  Ainsi,  dans  le 
prohiÈme  qui  nous  occupe,  les  grands  cercles  trouvés  AB  et  AB'  louchent 
non-seulement  le  cercle  donné  PB,  mais  encore  son  symétrique. 

PROBLÈME. 

833.  Décrire  un  grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés. 

Soient  P  et  P'  les  pâles  (781)  des  deux  petits  cercles,  R  et  R'  leurs 
rayons  sphériques,  D  la  distance  sphérique  (816)  des  deux  pôles  P  et  P'. 
Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  R  >  R', 

Le  grand  cercle  cherché  X  peut  laisser  les  deux  cercles  R  et  R'  dans  un 
même  hémisphère  ou  dans  dos  hémisphères  opposés. 

Dans  te  premier  cas  \Jïg.  457),  nous  prendronspour  inconnue  le  pùleQ 

Fie.   !5;- 


du  grand  cerclo  X,  qui  est  dans  le  rafimo  hémisphère  que  les  cercles  R 
et  R'.  Si  A  et  A'  sont  les  points  où  le  cercle  X  touche  respectivement  les 
cercles  R  et  R',  le  pôle  Q  est  à  la  fois  sur  les  grands  cercles  PA  et  FA'  ; 
il  est  donc  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  OPP',dont  on 
connaît  deux  sommets  P  et  P'  et  les  trois  côtés 

PP'  =  D,    PQ  =  OA-AP=  I  — R,     VQ.--  QA'-A'P'-  i— R', 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géum.  (Il-  Partie).  l3 
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Les  condilions  fie  pos?ihiîité  sont  (831) 

D<i-R  +  !— R'    01]     a_n>r.-!-Ti', 

I  -  R'  <  D  -^  1  -  R     ou  D  >  Il  -  R'. 

1  -R  <D  +  i  -R'    ou  I)  ,^R'-!\. 

D  +  i-n  -^  [-R'<  4     ou  1)  ;:  2  -r  R -+- R'. 

Supprictiitiit  les  deux  ilernièrcs  relations  qui  sont  salisfaites  d'elles- 


[)>R  -R'     et     a  -D>Rh-  R'. 

Les  principes  du  n"  8à3,  appiicables  ici  puisque  D  est  moindre  que  t. 
et  que  i  —  R  et  i  —  R'  sont  moindres  que  i ,  les  auraient  fournies  iramé- 
diatpment;  ils  permettent  d'ailleurs  d'interpréter  gôométriquement  ces 
deux  conditions.  La  première  exprime  que  la  calotte  R'  n'est  pas  conlenuo 
dans  la  calotte  R.  Quant  à  la  seconde,  comme  a  —  D  i«i.  la  dislance  sphé- 
rique  de  P  au  symétrique  de  P',  elle  signifie  que  la  caloKe  R  et  la  ca- 
lotte symétrique  de  la  calotte  R'  sont  extérieures  l'une  à  l'autre. 

Biim  le  stcoitd  cm  [pg.  4']8),  on  voit,  d'une  manière  analogue,  que 


le  pôle  0  '1"  grand  cercle  X  qui  so  trouve  dans  le  môme  hémisp'.ière 
que  le  cercle  R  est  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphc'rique  QI'P', 
dont  on  a  les  deux  sommets  P  et  P'  et  les  longueurs  D,  i  —  R,  i  -i-  R', 
clés  trois  côtés.  Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R--Il'    et    a-D>R-R'. 

Elles  expriment  que  les  calottes  R  et  R'  sont  estérleures  l'une  à  l'autre 
cf.  que  la  calotte  R  ne  contient  pas  la  calotte  symétrique  de  la  calotte  R'. 


,  Google 


g  V.  —  AIRE  DE  LA  Sl'HÈRE. 

DÉFINITIONS. 

S3h:  On  appello  zone  la  poriion  de  la  surface  sphérique 
comprise  entre  deux  cercles  (lonl  les  plans  sont  parallèles- Ces 
cercles  sont  les  bases  de  la  zone  et  la  disiunce  de  leurs  plans 
esi  sa  hauteur.  Ainsi,  tandis  que  la  demi-circonférence  PABP' 
entendre  une  sphère  en  tournant  autour  du  diamètre  PP' 
{Jlg.  459).  '"arc  AB  décrit  une  zone  dont  les  bases  sont  les 
Filî-  459. 


cercles  AG  et  BD  décrits  par  les  points  A  et  B,  et  dont  la  iiau- 
leur  est  la  projection  CD  de  l'arc  AB  sur  l'axe  PP'. 

Si  l'un  des  plans  est  tangent  à  la  sphère,  l'un  des  cercles 
considérés  se  réduit  à  un  point,  et  la  zone,  qui  n'a  plus  alors 
qu'une  base,  devient  une  calotte  sphérique.  Ainsi  l'arc  PA, 
en  tournant  autour  de  PP',  engendre  une  calotte  sphérique 
dont  le  cercle  ACesl  la  base  et  dont  PC  est  la  hauteur. 

THÉORÈME. 
833.  Lorsqu'une  droite  \Ji  tourne  autour  d'un  axe  xr  situé 

dans  son  plan,  l'aire  qu'elle  engendre  a  pourmesure  le  produit 
de  la  projection  CD  de  celte  droite  sur  l'axe  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  10,  élevée  au  mi- 
lieu 1  de  la  droite  AB  jusqu'à  lu  rencontre  de  l'axe  xy  [Jig.  460) . 


Nous  supposerons  que  la  droite  .\B  est  située  tout  entière 
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ij'un  même  côté  de  l'axe  xy.  Quelles  que  soioiil  alors  les 
positions  relatives  <le  AU  el  de  xy,  l'aire  engendré  par  A!!  ,t 
pour  mesure  (761) 

[i)  ar.lM.AIÏ. 

iM  étant  la  perpendiculaire  abaissée  d«  point  I  sur  xy. 

Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  xy  '^  lliéorème  proposé  est 
tout  dcmoniré;  sinon,  il  faut  transformer  l'expression  (1).  A 
cet  effet,  menons  AE  parallèle  à  ^j"  jusqu'à  ia  rencontre  de  la 
projetante  BD  ;  !es  triangles  AEÏ!.  IMO  sont  semblables 
eoriime  ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires,  ci 
l'on  a 

S^\i'     ''°''     IM.\B-IO:AE. 

L'expression  (i)  peut  donc  être  remplacée  par 

2i:.I0.AE     ou     cîy.lO.CD, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  situé  sur  l'axe  xy,  le  raisonne- 
ment subsiste;  seulement  la  droite  AE  se  confond  avec  l'axe. 

THÉORÈME. 

836.  L'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  ABCD, 

tournant  autour  d'un  diamètre  xy  <]ui  ne  la  trai'erse  pas,  a 

pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  inscrite  dans  la 

ligne  brisée  par  la  projection  A'D'  Je  cette  ligne  sur  l'axe  xy 

i/ig.iie,). 

Fie.  .^61. 


/T'Aii 


Soient  0  le  centre  et  01  :-  ÛK  =  OL  rapoihème  de  la  ligne 
brisée  régulière  AIîCD;  si  l'on  désigne  par  aire  AB  l'aire  en- 
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gcndrée  par  la  rotatiod  de  AB  autour  de  xy;  on  a,  d'après  le 
lliéorème  précédent, 

aire  AB-A'lî'. cire. 01, 

et  de  même 

aire  ACr-^B'C. cire. 01, 

aire  CD  ^-C'D'.  cire. 01, 

d'où,  en  ajoutant, 

aireABCD==(A'B'-i-B'C'-i-C'l>').circ.OI^circ.Ol.A'D'. 

Corollaires, 

837,  CunsidéroDS  un  arc  de  cercle  AD  et  une  ligne  brisée  régulière 
inscrite  ABCD;  tandis  que  l'are  AD  tourne  autour  du  diamètre  ^0/,  la 
ligne  brisée  engendre  une  aire  qui  tend  vers  une  limite  indépendante  de 
la  loi  suivant  laquelle  ses  eûtes  tendent  vers  zéro.  En  effet,  dans  le  pro- 
duit A'D'.  cire.  01  qui  mesure  cette  aire,  le  premier  facteur  A'D'  est  in- 
variable et  le  second  cire. 01  a  toujours  pour  limite  circ.OA.  C'est  cette 
limite  de  l'aire  engendrée  par  la  ligne  brisée  régulière  inscrite  qu'on  ap- 
pelle aire  île  la  zone  décrite  par  l'arc  AD. 

On  voit  sans  peine  que  la  ligne  brisée  A|B,C,  D,  circonscrite  au  même 
arc  el  semblable  à  la  ligne  inscrite  ABCD  engendre  une  aire  qui  tend 
vers  la  même  limite.  En  effet,  on  a 

ii^reA,lt,C,D,      A',D',.Circ.OA 


aireABCD  A'D'. cire. 01 

Or  le  rapport  ~. — ^-  =  ^-j-  tend  vers  l'unité  lorsque  le  nombre  des 
côtés  de  la  ligne  brisée  ACCD  croit  indéfiniment,  et  il  en  est  de  même 


,V,A,IÎ,C,D,0',,  est  aussi  égal  à -j^- 

THÉORÈME. 

838.  L'aire  d'unezone  sphérique  a  pour  mesure  le  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Par  définiLion,  l'aire  de  la  zone  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  l'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  inscrite 
dans  l'arc  générateur  de  la  zone,  lorsque  le  nombre  des  côtés 
de  cette  lijjne  brisée  croît  indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S 


,  Google 


l'aire  de  la  zone,  il  su  liauieur,  elK  le  ruyon  de  l'arc  généra- 
teur, c'esi-à-dire  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  la  zone  ap- 
panieni;  soient  de  même  s  l'aire  engendrée  par  une  ligne  bri- 
sée régulière  inscrite  dans  l'arc  générateur,  et  a  l'apothème 
de  cette  ligne  brisée.  On  a  (836),  puisque  la  projection  de  la 
ligne  brisée  sur  l'axe  est  aussi  égale  à  H, 

s^    H.2.T:a. 
Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée,  H  reste  invariable,  s  tend  vers  S,  et  a  vers  R. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

S:-II.3.~R. 

Corollaires. 

839.  Dans  des  sphères  égales,  deu\  zones  soni  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  et,  par  suile,  deux  zones  de  même  hau- 
teur sont  équivalentes. 

840.  Considérons  la  caloue  sphérique  engendrée  par  l'arc  AB 
tournant  autour  du  diamètre  AD  {fig.  462).  En  vertu  du  théo- 

Fi[i.  ^r,2. 


rème  précédent,  l'aire  de  celte  caloue  a  pour  mesure 

27r.A0.AG  =  7i.AD.AG     ou[223)     Tt-Tli. 
Donc,  une  calotte  sphérique  quelconque  équivaut  au  cercle 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

THÉORÈME. 

811.  L'aire  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Car  celle  aire  peut  èlre  considérée  comme  celle  d'une 
zone  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère. 
D'ailleurs,  le  raisonnement  faii  pour  la  zone  s'applique  textuel- 
lement à  ce  cas  particulier. 
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CoROLLAiniLS. 

842.  S  élani  l'aire  d'une  sphère  de  rayon  K  ou  de  diamètre  \), 
on  a 

S-=  2  R.27tR  ^  47rll' =:= -D'. 

L'aire  de  la  sphf.re  est  àonc  égale  à  quatre  grands  cercles. 
On  peul  dire  encore  qu'elle  équivaut  à  l'aire  d'un  cercle  doiil 
le  rajon  sérail  égal  au  diamètre  de  la  sphère. 

Les  aires  des  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les  carras 
des  rayons  ou  di-s  diamètres. 

843.  Voici  deux  applications  numériques  : 

1°  Trouver,  à  moins  d'un  myriamèire  carré,  la  surface  du 
globe  terrestre. 

Ou  sait,  par  la  définition  du  mètre,  que  la  eiiconférence 
d'un  grand  cercle  du  globe  renferme  4o  millions  de  mètres  ou 

4ooo  myriamèlres;  son  diamètre  est  donc  égal  à  —^  et,  par 
suite  (8i2  ),  l'aire  du  globe  est 

à  1  ni_yriamètre  carré  près, 

■i-  L'aire  d'une  sphère  est  i  mètre  carré:  quelest  son  rayoïi.^ 
La  formule 

^rAi''-^!     donne     R  =  ii/i  ^o^.aSa, 

à  I  millimètre  près. 

THÉORÈME. 
8il.  Deux  triangles  sphériques  symétriques  AEC,  A'B'C 

sont  équivalents  [fig.  463). 

Fig.  4G3. 


Prenons  le  pôle  P  du  peiil  cercle  qui  passerait  par  les  points 
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A,  B,  C,  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle  PA,  PJÎ,  PC,  qui 
sont  égaux  entre  eux  (780).  Traçons  le  diamcire  POP'  et  les 
arcsdegrand  cercle  P'A',P'B',  P'C  L'égalité  des  angles  POA, 
P'OA'  entraîne  celle  des  arcs  PA  el  P'A';  on  voit  de  même 
que  PB  =  P'  B' ,  et  PC=:  P'  C  ;  parsuile,  comme  PA  =  PB  =  PC, 
il  faui  qu'on  ait  P'A'^  P'B'  =;  P'C  D'après  cela,  les  triangles 
PAB,  P'A'B'  sont  svméiriques  el  isocèles;  ils  sont  donc  su- 
perposables.  De  même,  les  triangles  PAC,  P'A'C  sont  égaux 
entre  eu\,  ainsi  que  les  triangles  PBC,  P'B'C,  Donc,  enfin,  le 
triangle  ABC,  somme  de  PAB,  PAG  et  PBC.  est  équivalent  au 
triangle  A'B'C,  somme  de  P'A'B',  P'A'C  el  P'B'C. 

Si  le  pôle  P  lombail  à  l'exu^rieur  du  triangle  ABC,  ce  triangle 
ne  sérail  plus  une  somme,  mais  une  diflérence. 
Fie-  ^5.1. 


COROLLAIEE. 

815.  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  AC  A',  HC'B' se  coitpcnt 
dans  un  même  hémisphère  C'ABA'B',  la  somme  des  triangles 
opposés  ACB,  A'CB'  est   égale  au  fuseau  dont  l'angle  est 

ACB(y?^.464). 

On  nomme /(«e«M  la  portion  de  surface  sphérique  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC,  qui  se  ter- 
minent à  un  diamètre  commun  CGC  ;  l'angle  ACB  ou  AG'B 
de  ces  deux  arcs  est  dll  Yangle  du  fuseau. 

Cela  étant,  le  fuseau  compris  entre  CAC  et  CBC  se  com- 
pose du  triangle  AliC  et  du  triangle  ABC;  et,  comme  le  triangle 
A'B'C  est  évidemment  le  symétrique  de  ABC  et  que  deux 
triangles  symétriques  sont  équivalents,  on  voit  que  le  fuseau 
dont  l'angle  est  C  est  égal  à  la  somme  des  triangles  opposé.s 
ACB,  A'CB'. 
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TIlÉOIiÈME. 

846.  Si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit  et  pour 
unité  d'aire  l'aire  du  triangle  trireclangle,  un  fuseau  a  pour 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle. 

On  voii  immédiatement  que,  sur  la  même  sphère  ou  sur  dfs 
sphères  égales  :  i°  deux  fuseaux  de  même  angle  sont  super- 
posables;  ?."  un  fuseau  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres,  si 
son  angle  est  égal  à  la  somme  des  angles  de  ces  deux  autres. 

Il  i-ésii!(c  (le  lîi  (1"  Partie,  Note  I)  que  deux  fuseaux  quel- 
conques d' une  même  sphère  sont  entre  eux  comme  leurs  angles. 

Cela  étant,  soient  A  ei  A'  les  nombres  qui  mesurent  les 
angles  de  deux  fuseaux  d'une  même  sphère,  l'angle  droit 
étant  pris  pour  unité;  et  soient  F  et  F'  les  nombres  qui  me- 
surent ces  fuseaux,  le  triangle  trirectangle  (813)  élant  pris 
pour  unîié  d'aire;  on  aura 

F  _  A 

F  ~  A'  ' 

Prenons  A'  =  i;   le  fuseau   eorresponiiani,  ayant  son  angle 

droit,  sera  égal  au  quart  de  la  sphère,  c'est-à-diie  au  double  du 

triangle  trirectangle  :  on  aura  donc  F'  =  a  et,  par  suile, 

-  —  -)     d  ou      F=  2A. 

THÉORÈME. 

847.  Si  l'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
triangle  trirectangle  pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  triangle 
sphérique  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent 
ses  angles,  diminuée  de  2. 

Fig.  465. 


Soii  [fig.  465)  ABC  le  triangle  proposé;  achevons  le  grand 
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cercle  AB,  ei  prolongeons  ies  côlés  AC,  BC,  jusqu'aux  points 
A'  el  B'  où  ils  rencontrent  ce  grand  cercle.  On  aura  évidem- 

meni 

ABC  +  BCA'=fus.  A, 

ABC  +  ACB'  r,:  fus.  B, 
et (815) 

ABC-!-  B'CA'~  fus.C. 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  Irois  égaillés  se  com- 
pose de  la  demi-sphère  el  de  deux  fois  l'aire  du  iriangle  ABC. 
Comme,  dans  le  système  d'unités  adoplc,  la  demi-sphère  esi 
mesurée  par  le  nombre  4-  si  l'on  désigne  par  S,  A,B,  C  les 
nombres  qui  mesurent  l'aire  et  les  angles  du  triangle,  on 
aura  (8.iG) 

4  +  2S^-c\-^2B-^2C, 
d'où 
[i)  S  =  A-rB  +  C  —  2. 

SCOLIES. 

848.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres,  ff  l'aire 
du  iriangle  en  mètres  carrés,  el  a.  S,  y  les  angles  de  ce  triangle 
évalués  en  degrés;  on  aura,  en  observant  que  te  iriangle  tri- 
rectangle  est  égal  au  huitième  -  nR'  de  la  sphère. 


A  =    - ,      B  ^    "^  ,      C  : 


.  -/_ 


et.  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (  i  J, 

Voici  deux  exemples  : 

i"  Quelle  est,  sur  (a  sphère  dont  l'aire  est  égale  à  i  mè/n; 
carré,  l'aire  du  triangle  dont  les  angles  sont  de  Gi  degrés, 
lo^degrés,  127  degrés? 

Le  rapport  de  ce  triangle  au  triangle  irireclangle  est,  d'après 
la  formule  (i). 


9« 
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et,  comme  le  triangle  irireciangle  est  ici  le  huitième  du  mètre 
carré,  l'aire  du  triangle  donné  est 

2"  Quelle  est.  sur  la  sphère  dont  le  rayon  «Ï2'",4,  l'aire  du 
triangle  spkêrique  dont  les  angles  sont  de  5\°dn',  tS'u', 
87''43'î 

La  formule  (a)  donne,  en  réduisant  en  minutes, 

^...-(5'  -"73-^87-  ■So}6..  +  3-+_r_._+_43 

=  I  ,o4o533  X  JT  =  3'"'',  a68g, 
à  1  ceniimèlre  carré  |irès. 

849.  En  analyse,  on  évalue  généralement  les  angles  en  par- 
lies  du  rayon  (237.  3";;  alors  l'angle  droit  répond  à  -,  ei,si 

l'on  désigne  par  A',  B',  C  les  angles  du  iriangîe  évalués  en 
parties  du  rayon,  on  a 

Cl,  par  suîle, 

A  +  B -!- C  -  2  =  ^  ;  .V  +  R' -i- C  -  7:  ) . 
D'ailleurs,  le  rayon  de  la  sphère  éianl  1,  l'aire  du  triangle  irl- 
rectangle  est  alors  mesurée  par  -,  de  sorte  qu'on  a 


S'  étant  le  nombre  qui  mesure  l'aire  du  triangle  dans  ce  nou- 
veau système  d'unités.  On  a  donc  enfin  (847),  à  cause  de  la 
formule  (i), 

S'  =  A'4-B'  +-C'-7r. 
On  donne  à  ce  nombre  absiraii  A'  -^-  B'  -h  C—  j:  le  nom  A'excès 
sphérique  du  triangle. 
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THÉORÈME. 
8S0.  Si  l'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le  triangle  tri- 
ngle pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  polygone  spliéi 


e  la  Si 


2). 


w.  des  nombres  qui 


ingles,  diminuée  de 


Un  arrive  à  ce  résultat  en  décomposant  le  polygone  en  triangles  à  l'aide 
d'arcs  de  grand  cercle  diagonaux  issus  d'un  même  sommet,  et  en  appli- 
quant la  formule  {i)  du  n"  8i7  aux  (/;  —  2)  Iriangles  ainsi  ribtenus. 
ScouE. 

83).  Soient,  dans  le  sygième  d'unités  adopté.  S,  A,,  A,, .,.,  A„  les  me- 
sures de  l'aire  et  desangics  d'un  polygone  sphérique  convexe  de  n  côtés  ; 


Désignons  par  a^,a,^, . . .  ,  «„  les  nombres  qui  mesurent  les  côtés  du  po- 
lygone polaire  (811),  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  ;  on  aura 

A,^--a  — ^j„     Aj==a  — (7.,      A„  =  'i  — "„ 

et,  par  suite, 

S  =  [.,.^-K+a,^...^- «„)]-*(« -ï)-- 4 -(",+'■.-, +  ..-  +  "J. 

ou  enfin,  en  désignant  par/i  le  périmètre  du  poly^i 


poiaj 


~p. 


n  polygone  iphériqiw 


rimètre  du  poljgone  polai 


;  cette  relation  d 


THÉORÈSiE. 


8S2.  Le  liea  géométrique  de: 
im'ine  base  AB  et  de  même 
symêlriqucs  par  rapport  a 
points  E  et  U  dinmétralci 
If  g.  4661. 


iiiiiiits  C  des  triangles  sphériques,  de 

coni/mse  de  deux  arcs  de  petits  cercles 

plan  lin  grand  cercle  AB  et  passant  par  les 

extrémités  de  la  hase  AB 


m" 


En  pffet,  en  désignant  par  A,  B,  C  le; 


triangle  quelconque 
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ARC  satisfaisant  à  !a  question  et  par  D,  E,  C  les  anales  du  triangle  cor- 
respondant DCE,  on  a  A  —  2  —  E,  B  =  3  -T  D,  et  par  suite 

û'où 

D-^E  — C=2-S; 

01)  tombe  ainsi  snr  le  lieu  étudié  au  n°  824,  dans  le  cas  où  la  différence 
(D  -f-  E)  —  C  est  donnée  en  grandeur  et  en  signe  ;  ce  qui  démontre  l'énoncé. 
Co  théorème  est  dû  à  Lexell  {j^cen  Petrop.,  1781). 

g  VI.  —  VOLUME  DE  LA  SPHÈRE. 


H.Ï3.  Pendant  que  la  demi-circonférence  .ïABj  engendre  la 
surface  sphérique  en  tournant  autour  du  diamètre  xy,  l'arc 
ÂB  engendre  une  zone,  el  les  rayons  OA  et  OB  engendrent 


les  surfaces  latérale^  de  deux  cônes  de  révolution.  La  portion 
du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  les  surfaces  latérales 
de  ces  deux  cônes  el  la  zone  AB  est  le  secteur  spkérique  cor- 
respondant au  secteur  circulaire  AOB.  Un  secteur  sphérîque 
est  donc  le  volume  engendré  par  la  rotation  d'un  secteur  cir- 
culaire autour  d'un  axe  passant  par  son  sominet,  situé  dans 
son  plan  et  extérieur  à  sa  surface;  la  zone  engendrée  par  l'arc 
du  secteur  circulaire  est  la  base  du  secteur  sphcrique, 

85i.  On  appeWe  segment  sp/térique  ]a  portion  du  volume 
de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  sécants  parallèles.  Les 
cercles  déterminés  par  ces  plans  parallèles  sont  les  bases  du 
segment  sphcrique,  et  leur  distance  en  est  la  hauteur. 

Lorsqu'un  des  plans  parallèles  devient  langent  à  !a  sphère, 
le  cercle  correspondant  se  réduit  à  son  pôle,  et  l'on  a  un 
segment  sphérique  à  une  base. 

Si  l'on  ajoute  (_fig.  46t  1  au  secteur  sphérique  AOB  les  deux 
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cônes  AOfl,  B06,  on  obtient  !e  segmcuit  sphérique  comjjiis 
enire  les  deux  plan-;  parallc-les  délerminés  par  la  roiaiion  des 
perpendiculaires  A«,  lîè,  aulour  de  xr-  Ce  segment  sphérique 
correspond  donn  à  la  rotation  du  trapèze  mixliiigne  a.\Bb  au- 
tour du  même  axe. 

THEOREME. 

833.  Lorsqu'un  Inangle  tourne  autour  d'un  nxe  situé  dans 
son  pian  et  passant  par  l'un  de  ses  sommets  sans  traverser  sa 
surface,  il  engendre  un  voluma  qui  a  pour  mesure  le  produit 
de  l'aire  que  décrit  le  côté  opposé  an  sommet  fixe,  par  le  tien 
de  la  hauteur  relative  à  ce  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  l'axe  xy  et  AE 
pour  liauleur  relative  à  ce  sommet  :  nous  distinguerons  trois 
cas. 

Fi,;.   IGS.  Fij.  ,'ifig. 


1°  Supposons  l'un  des  côtés  AR  du  triangle  ABC  conf^indu 
avec  l'axe  xy.  Suivant  que  la  liauleur  CD  qui  correspond 
au  côté  AB  tombe  à  l'intérieur  [Jig.  4i5Ô)  ou  à  l'extérieur 
[fis-  4%)  'i"  triangle  ABC,  le  volume  engenitré  par  ce  triangle 
est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ACD,  BCD. 

En  m'îme  temps,  le  cylinttre  engendré  par  la  rotation  du 
rectangle  ABB'A',  qui  a  même  base  et  mi'me  hauteur  que  le 
triangle  donné  ABC,  est  la  somme  [fig.  .168)  ou  ia  différence 
{fig.  469)  des  cylindres  engendrés  par  la  roialioii  des  rec- 
tangles ADCA',  BDCB',  dont  le  rectangle  ABB'A'  est  lui-même 
1,1  somme  ou  la  différence.  D'ailleurs,  le  cône  ACD  esiie  tiers 
(lir  rylindre  ADCA',  elle  cône  BCD,  le  tiers  du  cylindre  BDCB' 
(76'i-].  Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par 
le  tiiangle  ABC  est  le  tiers  du  cylindre  AB  D'A',  et  l'on  a 

i7tCD.BC.AE, 
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puisque  les  prodiiilsCD.AB  ctBC.AE  représenienl  tous  deux 
le  double  de  l'aire  du  triangle  donné.  Or,  tt.CD.BC  exprime 
(75G)  l'aire  latérale  du  cône  BCU  ou  l'aire  de  la  surface  en- 
gendrée par  le  côté  BC  dans  la  relation  du  iriangle  ABC.  i'ur 
suite, 

vol.ABC:=aireBC-^,-- 


a"  Supposons  {Jig.  470)  que,  le  côté  AB  du  triangle  n'ayani 
plusquelesommel  A  sur  l'axe  arr,  le  côté  BC  prolongé  vienne 
rencontrer  l'axe  au  point  D. 


Leiriangle  ABC  étant  la  différence  des  triangles  ACD,  AIîD, 

le  voljme  qu'il  engendre  est  la  différence  des  volumes  engen- 
drés par  ces  triangles.  On  a  donc  (i") 

vol.  \BC  =  (aireDC  —  aireDB)  ^  =  aireBC  .^- 

3" Supposons  enfin  que  le  côté  AB  dj  triangle  n'ayant  plus 
q  Je  le  sommet  A  sur  l'axe  jej,  le  côté  BC  soil  parallèle  a 
cet  axe. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  est  la  somme 
{^g.  471)  ou  la  différence  {  fig.  472)  des  volumes  engendrés 
par  les  trimgles  ABE,  ACE.  Or,  le  volume  engendré   pjr  le 


triangle  ABE  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  AB'BE,  elle  volume  engendré  par  le  triangK;  ACE,  les 
deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  AC'CE  [7ti4}, 
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Donc,  dans  l'un  ei  l'aulro  cas,  le  volume  engendré  par  le 
iriangle  A6C  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  D'C'CB,  somme  (fig-  4?']  ou  différence  [fig-  472) 
des  rectangles  A B'BE,  AC'GE;  el  l'on  a  encore 

vol.  AIÎC  =  I - AË'- BC  =  aireBC  ■  -^-■ 

27r.AE.BC  exprime  en  effet  l'aire  latérale  du  cjlinJre  engen- 
dré par  le  rectangle  B'C'CBou  l'aire  de  la  surface  décrite  par 
le  ci'Xé  BC  du  triangle  ABC. 

THÉORÈME. 

806.  Le  volume  engendré  par  an  secteur  polygonal  régulier 

tournant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  a  pour 

mesure  le  produit  de  l'aire  que  décrit  la  ligne  brisée  qui  lui  sert 

de  base,  par  le  tiers  de  l'apothème  de  cette  ligne  brisée. 


Soit  (fig.  4^3)  le  secteur  polygonal  régulier  (413)  OABCI), 
tournant  autour  du  diamètre  xj-.  Décomposons  ce  secteur  en 
triangles,  en  joignant  au  centre  0  les  sommets  de  sa  base 
.\BCD,  et  appelons  a  l'apothème  de  cette  base.  Le  voUime 
Giigendré  par  le  secteur  sera  la  somme  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  qui  le  constituent.  Or  (835) 

vol.AOB  — aireAB'^, 

vol.BOC  ^--laireBC-^^ 

vol.COD  =  aireCD.f. 
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En  ajoutant  ces  égalités  membre  a  membre,  il  vient 

vol.OABCD=-{aireA]î-î-aircBC-h-aLreCD)-^ 


vol.  OABCD  —  aire  ABCD.  -  ■ 

SCOUE. 

857.  Soient  {fg.  473  )  AOD  un  secteur  circulaire  et  OAECD,  OA'B'C'D', 
deux  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
conscrit au  SRCleur  circulaire.  Si  l'on  désigne  paru  et  a'  les  apotliÈmcs 
des  deux  secteurs  polygonaux,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  la 
rotation  de  ces  secteurs  autour  de  l'axe  j-_x  est 

n      aireARCn 


a'    aireA'B'C'U' 

Mais,  lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée  rôgii- 
lière  ABCD,  suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  les  deux  facteurs  du 
produit  qu'on  vient  d'écrire  tendent  l'un  et  l'autre  vers  l'unité  (291, 837). 
Donc  le  rapport  des  voiumes  engendrés  par  les  deux  secteurs  polygo- 
naux a  l'unité  pour  limite  et,  par  suite,  il  en  est  de  même,  n  fortiori,  du 
rapport  du  volume  du  secteur  spliérique  engendré  par  le  secteur  circu- 
laire AOD  au  volume  déciit  par  chacun  des  secte.urs  polygonaux  qui  le 
comprennent.  Donc  enfin  : 

Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  In  limite  commune  des  volumes 
engendréi  par  des  secteurs  polygrinmix  régidicrs  semblables,  inscrit  cl 
circonscrit  nu  secteur  circulaire  correspondant,  lorsqu'on  fait  croître  in- 
définiment le  nombre  des  côtes  de  leurs  biiscs. 

TI1É0RÈ.ME. 

838.  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  a  pour  maure  le 
produit  de  l'aire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  du 
rayon  de  la  sphère. 

Le  volume  d'un  sRCteur  sphérique  est  la  limite  des  volumes 
engendrés  par  les  secteurs  polygonaux  réguliers  inscrits  dans  le 
secteur  circulaire  correspondant,  quand  on  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases.  D'après  cela,  soient  v 
le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  inscrit, 
s  l'aire  de  la  surface  décrite  par  sa  base,  a  son  apothème; 
soient  de  même  V  le  volume  du  secteur  sphérique,  S  l'aire 

n.  el  DC  C.  —  Tr.  de  Géom.  (  II'  Partie).  1 4 
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de  la  zone  qui   lui  serl  de  base,  R  le  rayon   de   la   sphère. 
On  a  (850) 


Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  base  du  secteur  polygonal,  c  tend  vers  V,  s  vers  S  et  « 
vers  K.  On  a  donc,  a  la  limite. 


Corollaires. 

859.  Dans  des  sphères  égales,  deux  secteurs  sphériques 
sont  entre  eux  comme  les  zones  qui  leur  servent  de  bases,  et, 
par  suite,  deux  secteurs  sphériques  dont  les  bases  ont  même 
hauteur  sont  équivalents. 

THÉORÈME. 

860.  Le  volunie  de  lu  sphère  a  pour  mesure  lé  produit  de 
son  aire  par  le  tiers  du  rayon. 

Car  ce  volume  peut  être  considéré  comme  celui  d'un  sec- 
teur sphérique  ayant  pour  secteur  circulaire  correspondant  un 
demi-cercle  ou  pour  base  l'aire  de  la  surface  sphérique  elle- 
même.  D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  le  secteur  sphé- 
rique s'applique  lextuellemenl  à  ce  cas  particulier. 

ConOLlilBES. 

8C1.  V  ctam  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  ïi  ou  de  dia- 
mètre D,  on  a 

8G2.  Les  volumes  de  deux  sphères  sont  entre  ear  comme 
les  cubes  des  rayons  ou  des  diamètres. 

863.  Voici  deux  applications  numériques  : 

1°  Trouver  le  volume  du  globe  terrestre. 

L'aire  du  globe  est  (SIS),  à   moins  d'un  myriamètre  carré. 
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5092958  myrlaniètres  carrés.  Son  rayon  est  d'ailleurs- — — - — — - 

ou  6366  kilomètres,  à  1  kilomètre  près.  Le  volume  du  globe 
terresire,  égal  au  produit  de  son  aire  par  le  tiers  du  rayon,  sera 
donc  1081000000  myriamètres  cubes,  à  un  million  de  myria- 
raèlres  cubes  près. 

Si  l'on  prend  le  rayon  du  globe  terrestre  pour  unité,  le  rayon 
du  Soleil  est  représenté  par  io8,5.  L'aire  et  le  volume  du  So- 
leil sont  donc  environ  1 1  Bdo  fois  et  1  280  000  fois  l'aire  et  ie 
volume  de  la  Terre  (842,  8C2). 

a"  Trouver  le  rayon,  de  la  sphère  dont  le  volume  est  un 
mètre  cube. 


îrll'=i     donne     li  = 


\     -7—  —  o'^-Gao, 


à  moins  d'un  millimètre. 

8S1.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  circonscrits  à  la  mi^me 
sphère  ou  à  des  sphères  égales  sonl  l'nlre  eux  comme  les  aires 
de  ces  mêmes  polyèdres. 

Si  l'on  décompoi,c,  en  effet,  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides, en  prenant  pour  centre  de  décomposition  le  centre  de 
la  sphère  inscrite,  la  mesure  du  volume  de  chacun  d'eux  s'ob- 
tient en  multipliant  l'aire  de  sa  surface  par  le  tiers  du  ravon 
de  la  sphère  (646). 

THÉORÈME. 

865.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  équivaut 
au  sixième  du  cxUndre  qui  a  pour  rayon  la  corde  du  segment 
et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  l'axe. 

Le  segment  Amii  {Jig.  474)  est  la  différence  du  secteur  cir- 
culaire AOB  et  du  u-iangle  isocèle  AOU;  la  portion  du  volume 
de  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  de  ce  segment  sera  donc 
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égale  à  la  ilifférence  des  volumes  du  secieur  sphériquc  AOB 
ei  du  triangle  lournatii  AOB. 


DF  étanl  la  projection  de  AB  sur  xy  ei  01  la  hauteur  du 
triangle  AOB,  ou  aura  (SaS,  838,  855,  835) 

secl.sph.AOB=:zone  AB. '^-  =  |7:"Ôa'.DF, 


Par  suiie, 

voi.AfflB3-:|T:(Âû'-  ôï')  nr. 

Le  triangle  rectangle  OIA  donnant 

il  vient,  en  réduisani, 

vol.AmB.-.  ^^TTÂii'.DF, 
b 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

TilÈOUKMIL 

S63.  Le  volume  d'un  segment  spliérique  t^quivaut  au  vo- 
lume d'une  sphère  ayant  pour  ditmiéire  la  hauteur  du  segntcnl, 
augmenté  de  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cylindres 
ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  segment,  et  pour 
bases  respectives  les  bases  du  segment. 

Le  iraiièze  mixtiligoe  DAmBF  (fig.  475)  engendre  un  seg- 
ment sphcrique  en  tournant  autour  du  diamètre  jry  (Soi).  Ce 
segment  esl  donc  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le 
segment  circulaire  AmB  et  le  trapèze  rectangulaire  DABF. 
On  a  d'abord  (86S) 

vol.AmB-=^^-AB'.DF. 
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Le  trapèze  DABF  engendrani  un  ironc  de  cône  de  révolution, 
on  a  aussi  (766) 

vol. DABF  r:^  ^ TT DF (5T- V Âï>' -1- BF.  ad) . 

Par  suite, 

vol.  DAmBF.=  g-DF(ÂB'-i-2iBF'+2AD' -(-->.  CF.  ad). 

D'ailleurs,  la  corde  Âlî  est  liée  à  la  liauleur  DF  et  aux  rayons 
Fig.  ^75. 


BF  el  AD  des  bases  du  segment  sptiérique  par  la  relation 

ATi'  =  Âh;'  +1ÏE  ='dF  ^{BF-  \D)= 
ou 

Âb'=  DK'  -f  Bt'  '  +  Âl)'  -  2BF.  AD. 

En  substituant  celte  valeur  de  AB  el  en  simplifiant,  1!  vient 

vol.  DA  mBF  =r  A  -DF  (Ï)f'  +  3Bf'  ^-  3Ad'  ) , 

b 

ce  qu'on  peut  écrire 

vol.DAmBF  — ^7rDFV;^{7:BF'.DF-h7rAll".DF) 

de  manière  à  vérifier  l'énoncé  (861,  7^iG), 

Si  le  segment  considéré  n'a  qu'une  base,  c'est-à-dire  si 
[fi^.  4'36)  le  poini  D  vient  occuper  l'une  des  extrémités  du 
diamètre  xy,  on  a  simplement 

voi.DmBF=;  ^  7:Df' + -itBf'.ÛF. 
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SCOLIE. 

S(>7.  Quand  le  segment  sphérique  n'aqu'nne  base  (/'^.  476). 
ou  peut  exprimer  son  volume  V  en  fonction  de  sa  hauteur 

Fig.  .'176. 


DF  =  h  et  du  rayon  R  de  la  sphère.  On  a  d'abord,  d'après  la 
formule  précédente, 

V—~nh'+'-7!h¥'  ./t. 
b  2 

D'ailleurs  {223i, 

BF  =A(alt-/0, 
d'où 

ou,  en  simplifiant, 

On  peut  trouver  direclemenl  cette  formule,  en  regardant  !e 
segment  à  une  base  comme  la  somme  ou  la  différence  du 
secteur  sphérique  terminé  à  la  même  calotte  sphérique  et  du 
cône  de  révolution  qui,  ayant  la  même  base  que  le  segment, 
a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Le  segment  sphérique 
est  la  somme  ou  la  différence  des  deux  volumes  indiqués,  sui- 
vant qu'il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  demi-sphère. 

Dans  le  second  cas  (^g-.  4^6),  on  a 

dans  le  premier  (même  figure). 
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Ces  deux  formules  sont  identiques,  puisque  BF  a  toujours 
[a  même  expression  ;  et,  en  les  simplifiant,  on  retrouve  la  for- 
mule (i). 

THÉORÈME. 
8G8.  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  iiase  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Une  pyramide  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la 
splière  comprise  entre  les  faces  d'un  angle  pqlyèdre  donile 
sommet  est  au  centre  de  la  sphère;  le  polygone  sphérique 
fiorrespondantà  cet  angle  poljèdre  est  la  base  de  ta  pyramide. 
Deux  pyramides  sphériquessonl  dites j/mé(ï/^Mej  lorsqu'elles 
ont  pour  bases  des  polygones  sphériques  symétriques. 

On  appelle  onglet  la  portion  du  volume  de  la  sphère  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC  [fig.  4*»4)  ■  ''' 
fuseau  C'ACBC  est  \a.base  de  l'onglet,  et  son  angle  est  rang/w 
de  l'onglet. 

On  démontre  que  : 

x"  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symétriques 
sont  équivalentes  (844); 

2"  ^f  l'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit,  et  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  trireclangle  qui  est  le  huitième 
du  volume  de  la  sphère,  un  onglet  a  pour  mesure  le  double  du 
nombre  qui  mesure  son  angle  (816); 

3"  Dans  le  même  système  d'unités,  le  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  le  nombre  A  +  B  4-  C  —  5, 
A,  B,  C  étant  les  mesures  des  angles  du  triangle  sphérique  qui 
sert  de  base  à  la  pyramide [Sh-'J). 

li  résulte  delà  que  le  rapport  du  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  à  l'aire  de  sa  base  est  égal  au  rapport 
de  la  pyramide  sphérique  trirectangle  au  triangle  irirectangle  ; 
mais  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  du  volume  de  la  sphère 
à  son  aire,  c'est-à-dire  au  tiers  du  rayon.  Donc  le  volume 
de  la  pyramide  sphérique  triangulaire  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  du  rayon;  ei  ce  théorème s'élend  à  la 
pyramide  sphérique  polygonale,  en  décomposant  sa  base  en 
triangles. 
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Sfi9.  Une  surface  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
ligne  qui  change  de  position  et  même  de  forme,  suivant  une 
loi  déterminée  et  continue.  Le  plus  souvent  on  règle,  au 
moins  en  partfe,  le  mouvement  de  cette  ligne,  qu'on  nomme 
^'^nératrice,  en  l'astreignant  à  rencontrer  sans  cesse  certaines 
lignes  fiïes  qu'on  appelle  directrices. 

Voici  des  exemples  : 

i"  Une  surface  conique  est  le  lieu  des  positions  successives 
d'une  droite  A.SA  {fig.  4;;)  qui  passe  toujours  par  un  point 
fixe  S  et  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  AMB  plane  ou  gauche. 
Ici  la  génératrice  est  constante  de  forme,  c'est  une  droite,  et 
l'une  des  directrices  se  réduite  un  point  S  qu'on  nomme 
sommel.  Une  surface  conique  a  deux  nappes  SA, B,,S\B,  sé- 
parées par  le  sommet. 


M/ 


1"  Une  surface  cylindrique  est  le  lieu  des  positions  succes- 
sives d'une  droite  AA'  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  ABC  et 
reste  parallèle  à  une  direction  donnée  [fig.  478]-  ^ne  surface 
cylindrii-juc  peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  sur- 
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facR  conique  donl  le  sommet  s'esl  éloigné  indéfiniment  dans 
la  direction  donnée;  ou,  plus  brièvement,  c'est  une  surlacc 
conique  dont  le  sommet  est  à  l'intini  dans  une  certaine  di- 
rection. 

3°  Une  surface  de  révolution  est  le  lieu  des  positions  suc- 
cessives d'une  ligne  MNl*  qui  tourne  autour  d'une  droite 
fixeXYà  laquelle  elle  est  invariablement  liée  [fig.  ^■]ç,].Baus 
ce  mouvement,  loui  point  M  de  la  génératrice  MiSP  décrit 
une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  X\. 
et  dont  le  centre  0  est  sur  cet  axe;  d'après  cela,  toutes  les 
sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  a  l'axe  sont 
des  cercles  :  ces  cercles  M,MM„  N.NNj.PiPP,,. . .  sont  les 
para/fé^es  de  la  surface.  On  appelle  méridi(fns\es  sections  faites 
dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  l'axe  XY  ;  deux  méri- 
diens quelconques  M.N.P,,  MiN^Pj  sont  des  lignes  superpo- 
sables:  car,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  XOP,  de  l'angle  PiOPj, 
de  manière  à  amener  le  point  P,  sur  le  point  Ps,  les  points 
Mi,N,,...  arriveront  respectivement  sur  M„N,,. ..,  attendu 
que  les  angles  M, 0S1„N|0N„., .,  P,OP„  sont  égaux,  comme 
angles  plans  d'un  même  dièdre. 


Toute  courbe  tracée  sur  une  surface  de  révolution  peut 
être  prise  pour  génératrice  de  cette  surface;  le  plus  souvent 
on  choisit  pour  génératrice  la  courbe  méridienne.  Nous  avons 
déjà  étudié  trois  surfaces  de  révolution  :  la  surface  conique 
de  révolution  dont  le  méridien  est  une  droite  qui  rencontre 
l'axe,  la  surface  cylindrique  de  révolution  donl  le  méridien 
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e^l  une  droite  parallèle  à  l'axe,  ei  la  sphère  dont  le  méridien 
esl  une  circonférence  ajant  son  centre  sur  l'axe. 

Les  surfaces  de  révoluiion  admettent  un  second  mode  de 
génération  fort  remarquable  i  on  peut  les  considérer  comme 
le  lieu  des  positions  d'un  cercle  dont  le  centre  parcourt  l'axe 
fixe  XY,  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  dont 
le  rajon  varie  suivant  une  loi  telle,  que  le  cercle  rencontre 
sans  cesse  un  méridien  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur 
la  surface.  C'est  ce  cercle,  variable  de  grandeur  et  de  position, 
qui  est  alors  la  génératrice,  cl  le  méridien  OU  la  courbe  fixe 
considérée  sur  la  surface  qui  est  la  directrice. 

THÉORÈME. 

870.  1°  Les  sec/ions  d'une  surface  cylindrique,  par  deux 
plans  parallèles,  sont  égales. 

2"  Les  sections  d'une  surface  conique,  par  deux  plans  pa- 
rallèles, sont  semblables. 

En  effet  : 

i''Soient  la  surface  cylindrique  AA'  et  deux  sections  ABC, 
A'B'C,  faites  par  deux  plans  parallèles (^g*- 4"8)-  Prenons 
quatre  points  A,  B,  C,  M,  sur  la  première  section,  et  menons 
les  génératrices  AA',  BB',  CC,  MM',  qui  rencontrent  la  se- 
conde section  en  A',  B',  C,  M'.  Les  quadrilatères  ABGM, 
A'B'C'M'  sont  superposables  comme  bases  opposées  d'un 
,  prisme  quadrangulaire.  D'après  cela,  si  l'on  transporte  le  plan 
de  la  seconde  section  sur  celui  de  la  première,  dès  que  les 
trois  points  A',  B',  C  seront  appliqués  sur  leurs  correspon- 
dants A,  B,  C,  tout  point  M'  de  la  seconde  section  coïncidera 
avec  son  correspondant  M  de  la  première. 

La  section  A'B'C  peut  être  considérée  comme  la  projec- 
tion obliqua  (Ë86)  de  ABC;  on  peut  donc  encore  énoncer  ce 
théorème  de  la  manière  suivante  :  Une  courbe  plane  quelconque 
est  égale  à  sa  projection  oblique  {ou  orthogonale)  sur  ua  plan 
parallèle  au  sien. 

2°  Soient  la  surface  conique  SAMB  et  deux  sections  AMB, 
A'M'B',  faites  par  deux  plans  parallèles  {Jtg.  477)-  Menons 
par  le  sommet  une  droite  quelconque  SOO'  qui  rencontre  les 
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deux  pians  en  0  el  0',  et  projelons,  parallèlement  à  SOO',  la 
première  section  AMB  sur  le  plan  dft  la  seconde  ;  cette  projec- 
lion  amb  étant  égale  à  AMB  (r").  la  proposition  sera  démontrée 
si  nous  prouvons  que  amb  el  A'  M' B'  sont  homolhétîques.  Or, 
SMM'  étant  une  génératrice  quelconque  de  la  surface,  les 
droites  OM  et  O'M'  sont  parallèles,  el  l'on  a 

O'M'^  SU'' 
ou,   en   observant  que  la  projection  m  de  M  est  située  sur 

O'M'etque0'm  =  OM, 

O'm  _  SO 

D'w  se' 

Le  second  membre  de  cetle  égalité  ayant  une  valeur  indépen- 
dante de  la  position  du  point  M' sur  la  courbe  A' M' B',  les 
courbes  eimb  el  A'  M' B'  sont  liomolhéliques. 

SCOI.IES. 

871.  On  nomme  section  droite  d'une  surface  cylindrique  la 
section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  cylindre  est  le  corps  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  planes  parallèles.  Ces  sections  sont 
les  bases  du  cylindre,  et  la  distance  de  leurs  plans  parallèles 
est  la  hauteur  de  ce  corps.  Le  cylindre  est  droit  ou  oblique, 
suivant  que  ses  génératrices  sont  perpendiculaires  ou  obliques 
au  plan  de  la  base.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  n'est 
autre  que  le  cylindre  de  révolution  étudié  dans  le  §  L 

L'aire  latérale  d'un  cylindre  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  son  arête  par  le  périmètre  de  sa  section  droite. 

Le  volume  d'un  cylindre  quelconque  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ces  théorèmes  en  considérant  le  cylindre  comme 
ta  limite  d'un  prisme  inscrit,  lorsque  les  côtés  de  la  base  po- 
lygonale tendent  vers  zéro. 

Les  Ihéorèmes  relatifs  au  prisme  tronqué,  di^montrés  aux  n"*  719,  720, 
722,  72a,  soDt  de  mémo  applicables  au  cylindre  tronqué. 
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872.  Un  côneesl  le  corps  compris  sous  une  surface  conique 
limitée  d'une  pan  à  son  sommet  et  de  l'autre  à  un?,  section 
plane,  qui  prend  le  nom  de  buse;  la  ha ii leur  du  cône  esl  la 
disianee  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Un  cône  à  base  circu- 
laire est  droit  ou  oblique  suivant  que  la  projection  orthogo- 
nale du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  coïncide  ou  non  avec 
le  centre  du  cercle.  Le  cône  circulaire  droit  n'est  autre  que 
le  cône  de  révolution  étudié  au  §  II, 

Le  volume  d'un  cône  quelconque  esl  égal  au  lias  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ce  iliéorème  en  considérant  le  cône  comme  la 
limite  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  les  côtés  de  la  base 
polygonale  tendent  vers  zéro. 

TliÉOnÈSIE. 

873.  Dans  un  cône  ou  dans  un  cylindre,  le  plan  SNT,  déter- 
miné par  une  ^génératrice  SN  et  par  la  tangente  NT  menéif  à 
une  coarbe  ANS  située  sur  la  surface,  au  point  N  où  celle 
courbe  rencontre  la  génératrice,  est  le  même,  quelle  que  soit 
la  courbe  considérée  {fig.  480). 


11  suffît  de  prendre  une  seconde  courbe  CMD  sur  la  surface, 
coupant  la  génératrice  SN  au  point  M,  et  de  prouver  que  le 
plan  SNT  renferme  la  tangente  MR  menée  par  le  point  M  à 
celle  courbe.  Or  le  plan  NSN'  mené  par  la  génératrice  SMN 
et  une  génératrice  voisine  SM'N'  a  pour  limite  SNT,  puisque 
la  corde  NN'  tend  vers  la  tangente  NT.  D'ailleurs,  quand  N' 
vient  en  N,   M'  vient  en   M,  et  les  sécantes  NN',  MM'  de- 


,  Google 


LIVHË    ÏH.    —    LES    CORPS    HONDS.  33  r 

viennent  en  même  temps  les  langenies  NT  et  MR;  comme  les 
5(^c3ntes  MM'  NN'  sont  sans  cesse  contenues  dans  le  plan 
SNN',  on  voit  que  ie  plan  SNÏ  renferme  la  tangente  MR. 

Ce  plan  SNT  est  dît  le  plan  tangent  au  cône  ou  au  cylindre 
suivant  la  généralrice  SN. 

CoROLLAlltE. 

874.  En  supposant  que  la  courbe  ANB  soit  plane,  on  arrive 
à  ce  théorème  :  La  tangente  NT  à  la  projection  ou  à  la  per- 
spectii'e  ANB  d'une  courbe  CMD  est  la  projection  ou  la  per- 
spective de  la  tangente  MR  à  celle  courbe  (586). 

Ce  corollaire  souffre  toutefois  une  exception,  lorsque  la  tan- 
gente de  l'espace  est  eile-mème  une  des  droites  projetantes. 
La  projection  ou  la  perspective  de  la  tangente  se  réduit  alors 
à  un  point,  tandis  que  la  tang-ente  de  la  projection  ou  de  la 
perspective  est  une  droite  bien  déterminée;  c'est  la  trace,  sur 
le  plan  de  projection,  du  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône 
projetant,  suivant  la  génératrice  (jui  coïncide  avec  la  tangente 
de  l'espace. 

THÉORÈME. 

875.  Dans  le  cône  oblique  à  base  circulaire,  toute  section 
anti- parallèle  à  la  base  est  un  cercle. 

Soit  {^g.  481)  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  ayant  pour 
base  le  cercle  0.  On  nomme  plan  principal  le  plan  SAB  mené 
par  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  0  de  la  base, 
perpendiculairement  au  plan  de  celte  base;  on  dit  qu'un  pian 
CMD  est  anti' parallèle  à  la  base,  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  principal  SAB  et  que  sa  trace  CD  sur  ce  plan  prin- 
cipal est  anti-parallèle  a  AB  par  rapport  à  l'angle  ASB  (  189  J.  Il 
s'agit  de  prouver  que  la  section  CMD  est  un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  la  section,  menons  un  plan 
parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle 
A'MB'  (870)  décrit  sur  A'B'  comme  diamètre,  et  le  plan  CMD 
suivant  une  droite  MP  perpendiculaire  au  plan  principal  (561). 
Or,  dans  I  e  cercle  A'  M  B' ,  on  a  (  223  ) 

MJ»'=PA'.PB'. 
D'ailleurs,  les  triangles  PCA',  PDB'  sont  semblables  comme 
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ayant  leurs  angles  égaux;  ils  donnent 
PA' 


l'i)     l'if' 


d'où     PA'.PB'=PC.PD. 


Donc 


et,  par  suite  (223),  le  point  M  apparlietii  à  un  cercle  décrit 
sur  CD  fonime  diamètre. 


87G.  \\i,CipnoQVBiiiEf<T,iln'xaque/exseclio/iS!>aml/é/eset/csiecliofis 
anti-parallèles  à  la  base  //ni  stiiciit  des  cercles. 

En  effet,  considérons  une  section  circulaire  CMD  njii  parallèle  à  la  base 
et  soit  (/%.  481)  RR'  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan  de  la  base;  du 
centre  0,  abaissons  sur  RR'  la  perpendiculaire  OQ  qui  rencontre  la  circon- 
férence de  base  en  A  ot  B  ;  menons  les  génératrices  SA,  SB,  et  les  tan- 
gentes AK  et  BLqui  sont  évidemment  parallèles  à  QR.  Les  plans  SAK,  SBL, 
tangents  au  cône,  couperont  !e  plan  MRR'  suivant  deux  droites  CG  et  Dll! 
tangentes  au  cercle  CMD  et  parallèles  àRR';  par  suite,  la  droite  DCQserà 
perpendiculaire  à  RR',  et  Ton  conclut  de  Jà  que  les  cercles  AB  et  CD  sont 
perpendiculaires  au  même  plan  SAB  qui  passe  par  leurs  centres  et  par 
le  sommet  du  cône.  D'ailleurs,  en  menant  la  section  B'MA'  parallèle  à  la 
base,  on  a 

Mp'=PA'.PB',    MP'  =  PC.PD,     d'où    PA'.PB'  =  PC.PD. 
Les  triangles  PA'C,  PDB'  sont  donc  semblables,  et  les  angles  DB'A' 
DCA'  sont  égaux,  de  sorte  que  CD  est  an li -parai  16 le  à  AB. 

CoROI.LlItlES. 

87Î.  La  même  propi'iéié  subsiste  pour  le  cylindre  oblique  à  base  cir- 
culaire. 
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878.  Deux  sections,  Piinr  AiB,  paniUèk,  Ctmtrc  CD  tmti-panitlèle  à  ta 
hase  d'un  cône  oblique  ii  lioss  eimilnire,  sont  loiijnitrs  siliiérs  sur  une 
/HA(eï/>/(cre,-car  les  deux  sections  circulairesA|B,  et  CD  [^^.482)  doivent 
(873)  êlre  perpendiculaires  à  un  même  plan  SAB  passant  par  leurs 
cerAres,  elle  quadrilatère  A,  B^DC  situé  dans  ce  plan  doit  être  inscrip- 
lible  ;  les  cercles  A,  B,  et  CD  sont  donc  sur  la  sphère  dont  le  grand  cercle 
passe  parles  quatre  points ji,,  B,,  C,  D. 

Inversement,  par  tleu^  cercles  A|B|  et  CD  jilarés  sur  la  surface  d'une 
spliérc,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes,  —  En  effet,  soient 
{Jig.  482)  A,B,DC  une  section  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  par 
ies  centres  des  deux  cercles,  et  A^B,,  CD  les  diamètres  de  ces  cercles, 
délerminés  par  la  section  A,  B,  C  D  ;  les  plans  de  ces  cercles  seront  per- 
pendiculaires au  plan  sécant  A,B|CD.  Or,  si  l'on  mène  les  droites  A  C 
et  fl,  D,  leur  point  de  concours  S  sera  !e  sommet  d'un  cône  ayant  pour 
base  le  cercle  A,B,  et  passant  par  les  points  C  et  D.  Mais  l'ansle  DCS  est 
égal  à  l'angle  A,  B,S  :  donc  la  section  CD  faite  dans  le  cône  par  un  plan 
perpendiculaire  à  A|B,DC  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamètre;  donc 
ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle  CD  de  la  sphère.  Il  y  a  un  second  cône 
qui  coupe  la  sphère  suivant  les  mèmea  cercles  A|B,  et  CD  ;  son  sommet 
est  à  l'intersection  S'  des  deux  diagonales  B,C  et  A,D,  Ces  deux  cônes 
peuvent,  dans  certains  cas,  dégénérer  en  cylindres. 

879.  11  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que,  lorsqu'un 
cône  S  pénètre  dans  une  sphère  suiocint  un  cercle  A,  B, ,  il  en  sort  suivniit 
un  second  cercle  CD. 

880.  Dans  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  les  centres  des  sections 
parallèles  à  la  base  sont  distribués  sur  une  même  droite  passant  par  le 
sommet  ;  les  centres  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  sont  aussi  placés 
sur  une  seconde  droite  passant  par  le  sommet.  Il  importe  de  connaître 
la  situation  respective  de  ces  deux  droites. 

Soit  SAB  la  section  principale  du  cône  dont  la  base  est  le  cercle  diicrit 
sur  AB  comme  diamètre.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ASB  {^g.  483) 
esL  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  contient  le  cercle  AB  et  le  sommet  S 
du  cône.  La  tangente  SG  au  cercle  SAB  est  la  trace  sur  SAB  du  plan 
langent  à  la  sphère  en  S,  et  ce  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan 
SAB  de  la  figure;  d'ailleurs,  la  droite  SG  est  anti-parallèle  à  AB,  à  cause 
de  régalilé  des  angles  BAS,  BSG.  Donc  le  plan  tangent  SG  est  parallèle 
aux  plana  des  sections  anti -parallèles  à  la  base  AB,  et  la  question  se  ré- 
duit è  trouver  le  centre  d'une  section  quelconque  parallèle  à  ce  plan  lan- 
gent. Nous  choisirons  celle  qui  passe  par  le  point  dg  concours  T  des  tan- 
gentes en  A  et  en  B  au  cercle  ASB,  c'est-à-dire  par  le  sommet  Tdu  cône  qui 
est  circonscrite  la  sphère  suivant  le  cercle  AB.  En  menant  par  le  point  T 
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a  parallèle  CTD  à  SG.  on  aura  le  diamètre  de  cette  section.  Or  il  est  aisi 
\o  voir  que  le  point  T  en  est  ]iri;cl3ém(.'nt  le  centre,  c'est-à-iiire  que  U 


point  T  est  le  milieu  de  CD.  En  eflet,  l'angle  TBD,  égal  à  SBK,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  SIB  ;  l'angle  TDB,  alterne-interne  de  BSG,  a  i.i 
LïiÈmo  mesure;  donc  le  triangle  TBD  est  isocèle  et  l'on  a  TD  =  TB.O(ivoit 
pareillement  que  TC=TA;  par  suite,  comme  TA  =  TB(IS8),  on  a 
TC  —  TD.  Ainsi,  fe  /'eu  des  centres  des  sections  einti-parallèles  à  la  bast- 
AB  est  la  droite  ST,  qui  joint  le  sommet  S  au  sommet  T  d'un  cône  aULi- 
liiiire  circonscrit,  suivant  le  cercle  AB,  «  la  sphère  déterminée  par  ce 
cercle  et  par  le  sommet  S  du  cône  primitij. 

THÉOUÈME. 

881.  Le  lieu  des  tangentes,  menées  par  un  point  d' une  surf  ace  aux  di- 
fcrscs  courbes  que  f  on  peut  tracer  par  ce  point  sarla  surface,  est  un  plan. 

Soient  M  le  point  donné,  AMA'  une  section  plane  passant  par  ce  point,  et 
BB',CC',. . .  des  sections  voisines  faites  par  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier [Jig.  484  ).  Si  l'on  prend  sur  ces  courbes  les  points  P,  Q, . . , ,  où  la 
tangente  est  parallèle  à  MT,  on  obtiendra  une  courbe  continue  MPQ, . . . , 
située  sur  la  surface.  Soit  MU  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  M  ;  tout 
se  réduit  à  prouver  que  le  plan  TMU  renferme  la  tangente  MV  à  une 
courbe  quelconque  MG  tracée  par  SI  sur  la  surface. 

Or,  soit  M'  le  point  où  !a  courbe  MG  rencontre  la  scclion  Bl'B'; 
menons  les  cordes  MP,  JIM',  et  projetons,  parallèlement  à  MP,  sur  le  plan 
de  la  première  section  AMA',  la  section  BPB'  ;  la  courbe  MM^  B,  ainsi 
obtenue  sera  tangente  en  M  à  MT.  En  effet,  la  tangente  à  la  projec- 
tion MM,  B|  doit  être  "la  projection  de  la  tangente  PS  à  la  courbe  de  l'es- 
pace BPB'  [874),  et  la  projection  de  PS,  parallèlement  à  MP,  est  précisé- 
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ment  MT,  puisque,  par  hypothèse,  PS  et  MT  ?ont  parallèles.  Cela  étant, 
si  Hj  est  la  projection  de  M',  le  plan  M,MP  des  deux  cordes  UM,  et  MP 


renferme  sans  cesse  la  corde  MM';  par  suite,  la  tangente  MV  ?ero  con- 
tenue dans  le  plan  limite  de  M|MP;  or  ce  plan  n'est  autre  que  TMU, 
puisque  les  cordes  MM,  et  MP  ont  respectivement  pour  limites  les  tan- 
genlesMTelMUi 

Ce  plan,  lieu  des  tangentes  aux  diverses  courbes  que  l'on  peut  mener 
par  le  point  M  sur  la  surface,  prend  le  nom  de  plan  tangent  de  la  surf/inr 
au  point  M. 

S  cou  ES. 

8R2.  La  normale  k  une  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire  an 
plan  tangent  en  ce  point. 

883.  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  est  déterminé  par  les 
tangenles  à  deui  courbes  quelconques  menées  par  ce  point  sur  la  surface. 

884.  Dans  toute  turfare  n-glee,  ceit  à-dire  engendrée  par  une  ligne 
droite,  le  plan  tangent  en  un  pomt  contient  la  génératrice  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  alors  déterminé  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  une  courbe  quelconque  menée  par  ce  point  «ur  la  surface.  Ce  plan 
tourne  en  général  autour  de  la  génératrice  I!  et  pourtant  une  classe  do 
surfaces  réglées,  pour  lesquelles  le  plan  langent  est  le  mfme  tout  le  long 
do  la  gén^atrice,  comme  cela  arrive  (873)  pour  les  cflnes  et  les  cylin- 
dres. Ces  surfaces  sont  dites  déoehppables,  tandis  qu'on  appelle  gimchn 
les  surfaces  réglées  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  Les  surfaces 
développablos  sont  ainsi  nommées,  parce  qu'on  peut  les  étendre  sur  un 
plan  sans  les  déchirer  ni  les  replier.  Considérons,  en  effet,  une  surface 
telle  que  les  plans  tangents  foientles  mêmes  le  long  de  chaque  généra- 
trice, c'est-à-dire  ne  changent  qu'en  passant  d'une  génératrice  à  l'autre  : 
l'ensemble  des  plans  tangents,  suivant  les  diverses  génératrices,  formera 
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une  surface  polyédrique  circonscrii*;,  qui  a  pour  limile  la  surface  consi- 
dérée. Oi-  celte  surface  polyédrique  peut  être  étendue  sur  un  plan,  en 
faisant  tourner  chaque  face  plane  autour  d'une  arête,  de  manière  à  la 
rabattre  sur  ie  plan  de  la  face  précédente  ;  et,  comme  cette  propriété  a 
lieu,  quelque  rapprochées  que  soient  les  génératrices,  il  en  est  de  même 
à  la  limite  pour  la  surface  considérée. 

883.  Le  plan  tangent  à  une  surface  peut  laisser  la  surface  tout  entière 
d'un  seul  cété;  il  y  a  alors  un  point  de  contact  unique  ou  une  ligne  do 
contact;  le  premier  cas  se  présente,  par  exemple,  pour  la  sphère,  le 
second  pour  le  cylindre  et  le  cône  à  base  circulaire.  Le  pian  langent  peut 
aussi  couper  la  surface,  et  la  section  est  alors  une  courbe  à  nœud  :  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple   en  un  point  de  K  sorge  dune  ponlie. 

886.  Enfin  nous  deions  observer  que  le  th  orème  précédent  (831) 
cesse  parfois  d'être  ^rai  en  certain  po  nts  u  gidart  tels  que  le  sommet 
d'un  cône;  en  ce  pomt  le  1  eu  des  tangentes  forme  non  pas  un  plan, 
mais  la  surface  conique  proposée  II  en  est  le  même  au  point  d'une 
surface  de  révolution  s  tué  sur  I  axe  lorsque  la  méridienne  rencontre 
cet  axe  sous  un  angle  différent  de  90  degrés.  Ajoutons  cependant  que,  si 
un  point  décrit  sur  la  surface  d'un  cône  une  courbe  bien  déterminée  et 
aboutissant  au  sommet,  le  plan  tangent  au  cône  en  chacune  des  positions 
du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  parfaitement  déterminé,  et  it  l'est  encore 
au  moment  où  le  mobile  atteint  !e  sommet  du  cône;  c'est  le  plan  langent 
suivant  la  génératrice  qui  touche  au  sommet  la  courbe  considérée. 

THÉORÈME. 

8S7.   Le  plan  tangent   en   un  pninl  M  d'une  surjace  de  réi'ohilinn  est 

perpendiculaire  an  plan  méridien  ZO\I  ijui  passe  par  le  point  de  coniaci 

[fin-  485  )■ 

Fig.  .',85. 


En  effet,  le  plan  langent  en  M  contient  la  tangente  SIT  au  parallèle 
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OM,  et  celte  tangente  MT  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM, 
comme  étant  à  angle  droit  sur  les  deux  droites  OU  et  OZ  de  ce  pian. 

COBOILAIBES. 

8S8.  La  normale  MS  à  la  surrace  au  point  M  est  contenue  dans  le  plan 
méridien  ZOil  (8S2].  Le  points,  où  elle  rencontre  l'axe  ZZ,,  est  d'ailleurs 
le  même  pour  toutes  les  normales  gui  répondent  aux  divers  points  d'un 
même  parallèle  ;  d'où  l'on  conclut  que  les  normales  menées  à  une  surface 
de  révofuCion  par  les  divers  points  d'an  parallèle  forment  an  cône  de 
révoliaion  qui  a  son  sommet  S  sur  l'axe  de  la  surjace.  Les  tangentes  aux 
différents  méridiens  en  des  points  situés  sur  une  même  parallèle  forment 
aussi  un  cône  de  révolution  qui  est  circonscrit  à  la  surface  et  qui  a  son 
sommet  S,  sur  l'axe  de  cette  surface.  L'angle  S,MS,  qui  mesure  l'angle 
des  plans  tangente  aux  deux  cônes  au  point  M,  est  droit;  les  deux  cônes 
sont  donc  orthogonaux. 

THÉORÈME. 

889.  Quatre  plans  tangents  à  une  surface  gauche,  menés  par  ai/e 
même  génératrice,  ont  leur  rapport  anharmuniijiie  égal  à  celui  de  leurs 
quatre  points  de  contact. 

En  effet,  soient  G  une  génératrice  d'une  surface  gauche  (884),  et  A,  B, 
C,  D  les  plans  qui  touchent  cette  surface  respectivement  aux  pomls  a,  b, 

c,  d  de  cette  génératrice.  Considérons  quatre  courbes  Gxes  na,  b^,  cy, 
d3,  tracées  a  volonté  sur  la  surface  et  passant  respectivement  par  les 
points  a,  b,  c,  d;  désignons  par  «',  b',  c',  if  les  points  où  ces  courbes 
rencontrent  une  génératrice  G'  voisine  de  la  génératrice  G,  et  menons  les 
cordes  aa\  hb',  ce',  dd'.  Le  faisceau  des  quatre  plans  G««',  Gif,  Qcd, 
Qdd!,  élant  coupé  par  la  transversale  G'  aux  points  a',  b',  c\  d',  le  rap- 
port anharmoniquc  de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des  quatre  plan?. 
Cette  propriété  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  position  de  G'  sur  la  surfaci', 
subsiste  quand  G'  vient  se  confondre  avec  G  ;  mais  alors  les  peints  a',  0\ 

d,  d'  se  confondent  avec  n,  i,  c,  d,  elles  plans  Gia',  Gè&',  G  ce',  G<W 
deviennent  les  plans  tangents  A,  B,  C,  D,  puisque  les  cordes  aa',  bU, 
ce',  d/H  ont  pour  limites  les  tangentes  on  a,  b,  c,  d,  aux  courbes  ax, 
bp,  1.7,  dS.  Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  tangents  A, 
B,  C,  D  est  égal  à  celui  de  leurs  points  de  contact  «,  b,  c,  d. 

ConOLL  AIRES. 

890.  La  relation  (727) 
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qui  est  la  iraiJuclion  analytique  du  théorème  précèdent,  permet  de  déter- 
miner le  plan  D  qui  louche  la  surface  en  un  point  donné  quelconque  d 
de  la  génératrice  G,  dès  qu'on  connaît  les  plans  tangenls  A,  B,  G  en  trois 
points  donnés  a,  b,  c  de  cette  génératrice. 

891.  On  dit  que  deux  surfaces  gauches  S  et  S',  qui  ont  une  génératrice 
commune  G,  se  raccordent  suivant  celle  génératrice,  lorsqu'elles  se  tou- 
chent en  tout  point  de  cette  ligne. 

Deusc  surfaces  gauches  S  et  S'  se  raccordent  suivant  une  génératrice 
commune  G  dès  qu'elles  se  touchent  en  trois  points  a,  b,  c  de  cette 
génératrice. 

En  effet,  soient  d  un  point  quelconque  de  la  génératrice  G  ;  D  et  D'  les 
plans  qui  touchent  respectivement  au  point  d  les  surfaces  S  et  S';  enGn, 
A,  B,  C  les  plans  tangents  communs  en  a,  b,  c.  Les  rapports  anharmo- 
niques  des  deux  systèmes  de  quatre  plans  (A,  B,  C,  D),  (A,  B,  C,  D')  sont 
égaux  entre  eux,  puisque,  d'après  le  théorème  précédent,  chacun  d'eux 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  r,  d.  Donc  les  pians  D  et  D'  coïn- 
cident, et  les  deux  surfaces  S  et  S'  se  touchent  en  un  point  quelconque  d 
de  la  génératrice  commune. 

C'est  surtout  en  étudiant  la  Géométrie  descriptive  qu'on  comprendra 
l'importance  de  ce  principe  fondamental. 


g  Vlll.  -  APPENDICE. 
1.  ~-  Théorème  de  Guldin. 

892.  L'importante  proposition  connue  sous  ce  nom  se  trouve  indic[uée 
dans  Pappus  (Qn  du  iv'  siècle}.  Elle  a  été  ensuite  retrouvée  par  Guldin 
(commencement  du  \\\'  siècle). 

THÉORÈME. 

893.  L'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  plane  quelconque,  tour- 
nant autour  d'an  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan,  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  limgueur  de  la  ligne  brisée  par  la  circonférenca 
que  décrit  son  centre  de  granité. 

Nous  «avons  que  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le 
centre  des  distances  proportionnelles  des  centres  de  gravité  de  ses  côtûs 
(7i4). 

Si  la  ligne  brisée  se  réduit  à  une  droite  AB,  la  proposition  a  déjà  été 
démontrée  {761  ],  puisque  le  centre  de  gravité  d'une  droite  est  en  son 
milieu  (TU). 
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Soient  maînlenant  (fîg.  ,586)  la  ligne  brisée  plane  quelconque  MNPQlt 
tournant  aulour  de  l'axe  xy.  Soient  a,  b,  r,  . ..  les  longueurs  des  côlôs 


de  celte  ligne;  a,  p,  7,  ...  les  distances  des  milieux  A,  B,C,  ...  do  ses 
eûtes  à  l'axe  xf.  L'aire  totale  S,  engendrée  par  la  ligne  brisée  MNPQR, 
étant  la  somme  des  aires  engendrées  par  ses  cotés  MN,  NP, . . . ,  on  aurj 
(761) 


^-/'.•i7^S^- 


.)■ 


Si  l'on  désigne  par  a  la  distance  à  l'axe  jy-  du  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  points  A,  fl,  C,  . , . ,  on  a  CÏIO) 

d'où 

expression  de  !'énonc<i. 

ConOLLAIBES. 

894.  Le  théorème  subsiste,  ijuels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  de  la  ligne  brisée,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  il  s'agit  d'une 
ligne  courbe  en  tout  ou  en  partie.  Le  centre  de  gravité  de  la  ligne  obte- 
nue est  alors  la  position  limite  du  centre  de  gravi  té  de  la  ligne  polygonale. 
Par  suite,  l'aire  engendrée  par  une  ligne  courbe  plane  tournant  autour 
d'an  axe  extérieur  quelconque  iilaïf  dans  son  plan  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  longueur  par  la   ciironférence  que  décrit  son   centre  de 


Applications. 

893.  1°  Quelle es£  l'ej-prcssk 
'eiice  de  rayon  r,  en  tournant  11 
ie  la  coupe  pas  ? 

Soit  d  la  distance  du  centre  di 


■  l'aire  engendrée  par  u. 
r  ifune  droite  xy  de  si. 


■  circonfé- 
r  plan  qui 


e  circonférence  est  évidemment  son  centre  de  gra 
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recherche  du  centre  des  moyennes  distances,  on  peut  remplacer  plusieurs 
points  par  leur  centre  particulier  {713),  et  le  centre  qui  correspond  aux 
eïtrémités  d'un  diamètre  quelconque  est  le  centre  de  la  circonférence. 
L'aire  de  la  surface  engendrée,  qu'on  appelle  tore,  sera  donc 

2°  Trouver  la  //osilio/i  du  centre  de  gravité  d'une  demi-eirconfétence 
de  rayon  r. 

Soit  a:  la  dislance  du  point  cherché  au  diamètre  qui  termine  la  demi- 
circonférence.  Si  on  la  fait  tourner  autour  de  ce  diamètre,  elle  engea- 
drera  une  surface  sphériquede  rayon  r.  On  devra  donc  avoir  (843) 

ïrr.airj    OU     2irVa-=  4'^'"'i     d'oÙ     x  ~  — ■ 

Le  centre  de  gravité  cherché  étant  d'ailleurs,  d'après  une  remarque  pré- 
cédente, situé  sur  le  rayon  perpendiculaire  à  l'axe,  sa  position  est  par- 
faitement déterminée. 

THÉORÈME. 

896.  Le  volume  engendré  par  an  triangle  tournant  aalotir  d'un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  du 
triangle  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  distinguons  trois  cas  : 

1°  L'un  des  r/ilAî  du  triangle  se  confond  avec  l'aie  {Jrg.  48?). 


Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tournant  autour  de  l'aïo  xj  a 
pour  espression  (853,  i") 


c'est-à-dire,  en  désignant  par  S  l'aire  du  triangle  dont  le  double  est  re- 
présenté par  AD.BC, 
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?i  G  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  on  a  (713),  pour  la  per- 
pendiculaire GG'  à  l'axe, 

Le  volume  engendra  a  donc  finalement  pour  mesure 


a"  Le  triangle  n'a  qu'un  sommet  situé  sur  Vase  {fig.  488  ), 
Fis-  488. 


Prolongeons  le  côté  AC  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ase  .17,  On  a 

vol. ABC  =  vol.ABD  —  vol.CBD. 

Si  g  et  g,  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles  ACD  et  CBD,  ii  vient 
donc,  d'après  le  premier  cas, 


vol.ABC  =  a7t(ABD.g-g'- 


>■?,?',)■ 


Le  triangle  ABC  étant  la  différence  des  deux  triangles  ABD  et  CBD,  son 
centre  de  gravité  G  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
g,  g-,,  si  l'on  attribue  aux  trois  points  considérés  des  coelBcienls  propor- 
tionnels aux  aires  des  trois  triangles  correspondants,  en  donnant  à  ces 
coefficients  les  signes  convenables  (716),  On  aura,  par  suite, 

ABD,.),-;;'  — CBD.jï,g',  =  ABC.GG' ; 
d'où 

vol..'iBC  =  .4BC.27rGG'. 

3°  L'axe  est  complètement  extérieur  au  triangle  {Jig.  489). 

Les  trois  côtés  du  triangle  ne  pouvant  être  parallèles  à  l'axe,  prolon- 
geons le  côté  AB,  par  exemple,  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  l'axe  xy, 
et  joignons  CD.  On  aura 

vol.  ABC  =  vol. ACD  -  vol.BCD, 

c'est-à-dire,  d'après  le  second  cas,  en  désignant  par  g  et  g,   lesceidres 
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de  gravité  des  iriati^les  ACD  et  &V.D, 

ïûl.APC=  ITT  (XCD.  gg"  —  BCD.s,g;). 
Le  triangle  ABC,  dont  le  centre  de  gravite  est  G,  étant  la  dilléreace 


des  trianglee  ACD  et  BCD.  on  a,  comme  ci-dessus, 

ACD.gg"—  BCD.g,g',  =  ABC.GG'; 
â'où  encore 

V0l.ABC=ABG.2irGG'. 

THÉORÈME. 

897.  Le  volume  engendré  pur  un  polygone  tournant  autour  d'un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par 
la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité . 

Décomposons  le  polygone  donné,  dont  l'aire  esl  S,  en  triangles  ayant 

pour  aires  (,  /',  /", Soient  S,  S',  3",...  les  distances  des  ceoiresde 

gravité  de  ces  triangles  à  l'axe,  et  d  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
polygone  (716)  au  même  ase.  Le  volume  engendré  parle  polygone,  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  qui  le  composent,  est 

2.-7:{iS-i-t'S'-h£°S'-+-  ...). 

Mais,  d'après  les  propriétés  du  centre  des  distances  proportionnelles, 
la  parenthèse  est  égaie  à  S.d.  Par  suite,  le  volume  cîierché  a  pour  ex- 
pression 

S.'iTsd. 

ConoLLAiiiEs. 

89a.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 

des  cûlés  du  polygone,  c'est-à-dire  ii  la  limite,  quand  le  polygone  ou  une 

partie  du  polygone  devient  une  courbe.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité 

de  la  surface  obtenue  est  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la 
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surrace  polygonale.  Par  suite,  le  -volume  engendré  par  une  surface  plane 
quelconque  tournani  autour  d'un  axe  cxiérieur  situé  dans  son  plan  a 
pour  mesure  le  produit  de  son  aii-e  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  graflté. 

Applications. 
899,   1°  Quel cit  le  volume  du  tore? 
En  conservant  les  notations  du  n"  SDM,  ce  volume  a  pour  expression 

T.t^.->.T.d  =  -i.-!i'l'd. 

2*  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d'un  demi-cercle  de  rayon  r. 

Le  centre  de  gravité  cliercbé  appartient  évidemment  au  rayon  perpen- 
diculaire au  diamètre  qui  termine  le  demi-cercle  donné.  De  plus,  si  l'on 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  de  ce  diamètre,  il  engendre  une  sphère 
de  rayon  r.  On  a  donc,  en  appelant  x.  la  distance  du  centre  de  gravité  à 
l'aie, 


La  position  du  point  demandé  est  donc  complètement  détcrmindo, 

IL  —  Sur  le  maximum  et  le  miDÙnom  des  fignros. 

900.  Les  propriétés  qui  font  lobjet  du  g  111  de  l'Appendice  du  IV  Livre 
ainsi  que  leurs  démonstrations  s'appliquent  aux  figures  spliériques  aussi 
bien  qu'aux  ligures  planes.  Toutefois  le  théorème  du  n°  481  et  son  corol- 
laire doivent  alors  être  énoncés  comme  il  suit  : 

Entre  tous  les  triangles  sp/iériqiies  construits  avec  deua:  côtés  donnés 
Alt  et  AC,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  leijuel  l'angle  A  de  ces 
deiiJ:  côtés  est  égal  à  la  somme  B-hCdes  deux  autres  {Jîg.  446). 

Entre  tous  les  triangles  sphériques  dont  la  somme  AB  -f-  AC  de  deux 
côtés  est  donne'e,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  ces  deux 
côtés  sont  égaux  et  comprennent  un  angle  A  égal  à  la  somme  B  -i-  C  des 

Cette  seconde  proposition  se  déduit  de  la  première  par  un  raisonne- 
ment semblable  à  celui  du  n"  482;  il  ne  reste  donc  qu'à  démontrer  la 
première. 

A  cet  effet,  laissons  AB  fixe;  le  point  C  sera  alors  astreint  à  rester  sur 
un  cercle  w  ayant  A  pour  pôle  et  pour  rayon  sphérique  la  longueur 
donnée  du  côté  AC.  Par  les  points  E  et  D  symétriques  de  A  et  de  B  par 
rapport  au  centre  de  la  sphère,  imaginons  un  pian;  le  cercle  suivant 
lei[uel  ce  plan  coupe  la  sphère  rencontre  le  cercle  u  en  deux  points  Ci  et  C» 
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qui  sont  ies  sommets  do  deux  triangles  CiAD,  C2AB  équivalents  [832), 
L'aire  de  ces  Iriangies  augmente  avec  l'inclinaison  du  plan  du  cercle  sur 
le  plan  EDAB,  c'est-à-dire  à  mesure  que  (es  points  d  et  Cî  se  rapprochent 
l'on  de  l'autre  sur  le  cercle  w;  cette  aire  est  donc  maximum  quand  ces 
deus  points  se  confondent,  et  par  suite  le  triangle  maximum  demandé 
est  le  triangle  ABC  obtenu  en  choisissant  le  sommet  C  sur  le  cercie  w 
de  telle  sorte  que  ce  cercle  w  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  DEC 
soient  tangents;  mais  alors  le  pôle  du  cercle  DEC  est  sur  EC  [822);  donc 
on  a  C  =  o,  C  =ï,  E=^;  et  par  suite  A  ^  a  —  E  =  2  -  r?,  C  =  •/. 
B  =  a  —  D  =  2  -  (lî  -I-  v),  d'où,  enfin,  A  =  B  ^-  C. 


901 .  On  peut  dire  encore  que  dans  le  triangle  maximum  ABC  cnnsiruii 
avec  deux  côtés  donnés  AB  et  AC,  le  troisième  calé  CB  est  le  diamètre 
spherique  du  cercle  circonscrit;  car,  en  imaginant  l'arc  de  grand  cercle 
qoi  partagerait  l'angle  A  en  deux  parties,  l'une  égale  à  B,  l'autre  égale 
à  C,  on  voit  immédiatement,  par  les  deux  triangles  isocèles  dans  lesquels 
cet  arc  décompose  le  triangle  ABC,  que  le  point  où  cet  arc  coupe  BC  est 
équidislant  de  A,  B  et  C,  et  par  suite  est  le  pôle  du  cercle  inscrit  à  ABC. 


THÉORÈME. 


902.  Parmi  tous  les  corps  de  m 
grand  volume. 

Soit  K  un  corps  ayant  le  volui 
la  surface  qui  le  limite. 

1°  La  surface  2  est  convexe, 
lume  du  corps  sans  augmenter  1' 

2°  Tout  plan  A  ijui  dicise  Paire  de  K  en  deux  parties  équivalentes  di- 
vise aussi  le  volume  en  deux  parties  a  el  fi  équivalentes  {fig.  490);  car, 

Kig.  -Igo. 


e  aire,  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus 
maximum  sous  une  aire  donnée,  et  £ 
os  quoi  on  pourrait  augmenter  ie  vo- 


n  avait,  par  exemple,  1  >  ^,  en  remplaçant  p  par  la  figure  a,  symé- 
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trique  de  a  par  rapport  au  plan  A,  on  oiitiendrait  un  corps  (a,  a.,]  de 
même  aire  que  K  el  de  lolume  plua  grand 

Nous  donnerons,  [  our  abréger  ie  discours  aux  plans  tels  que  A,  le 
nom  de  plans  médinn-,  Par  toute  tangente  a  la  surface  2,  on  peut  menel 
un  plan  médian  (raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  13,  en  faisant 
tourner  un  plan  autoui  de  la  tangente  depuia  la  position  où  il  est  tangont 
jusqu'à  ce  qu'il  le  redevienne)  de  même  on  peut  mener  un  plan  médian 
parallèle  à  un  plan  quelconque 

3°  Toal  plan  médian  A  esl  normal  a  la  surface  7,  in  tout  point  de  la 
ligne  tiimint  laqnrlle  il  roupc  cette  surface;  car,  si  en  un  point  de  cette 
ligne  le  plan  tangent  était  oblique  au  plan  A,  en  remplaçant  l'une  des 
parties  a  ou  ^  par  la  symétrique  de  l'autre  par  rapport  au  plan  A,  on 
obtiendrait  un  corps  ayant  le  volume  maximum  sous  l'aire  donnée,  et  qui, 
étant  coupé  par  le  plan  tangent  au  point  considéré,  ne  serait  pas 
convexe. 

4  °  Tout  plan  R  passant  par  l'intersection  D  de  deux  plans  médians  P 
et  0  est  lin  plan  médian.  En  effet,  soit  X  un  point  commun  à  la  droite  D 
et  à  la  surface  I  et  XT  la  tangente  à  la  section  que  le  plan  R  détermine 
dans  la  surface  2;  par  XT  on  peut  mener  un  plan  médian  [i°),  et  ce  plan 
doit  Être  normal  en  X  (3°)  ;  mais  la  normale  en  X  devant  appartenir  aussi 
aux  plans  médians  P  et  Q  (3°)  n'est  autre  que  D;  donc  le  plan  médian 
considéré  est  le  plan  DXT,  c'est-à-dire  le  plan  R. 

5°  Toutes  les  normales  à  la  surface  2  passent  par  un  même  point. 

Qu'on  imagine,  en  effet,  les  trois  plans  médians  respectivement  paral- 
lèles aux  trois  faces  d'un  trièdre  quelconque;  ces  trois  plans  formeront 
un  nouveau  trièdre.  Or  la  normale  en  un  point  quelconque  M  de  2  passe 
par  le  sommet  0  de  ce  trièdre;  car,  les  trois  plans  déterminés  par  te 
point  M  et  par  chacune  des  arêies  du  trièdre  étant  médians  (4°),  leur 
droite  commune  OM  est  la  normale  en  M  (3°). 

f."  La  surface  S  e.it  une  sphère. 

En  effet,  soient  A  et  B  deux  points  quelconques  de  S  (Jtg.  49t),  0  le 

FJE.  49  [. 


point  de  concours  des  normales  à  cette  surface,  AB  la  section  faite  dans  2 
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par  le  plan  AOB-  ACD  ...]},  une  ligne  brisée  inscrite  dans  l'arc  AB, 
et  AMN  ...  TU  la  ligne  brisée  circonscrite  correspondante  (291  ).  La 
relation 


UA  -  OC   =  MC  —  -MA  , 
d'où 

et  l'on  a  de  même 

OC-OD<,„.™^piiNC+SD), 

faiBons  tendre  \erB  zcro  les  cote-,  de  la  ligne  brisée  inscrite;  toutes  les 
l'ractions  des  seconds  membres  des  mégalités  précédentes  tendent  vers 
zéro  en  désignant  par  la  plus  grande  d'entre  elles  et  ajoutant  les  iné- 
galitéa  membre  d  membru  on  a 

OA-OB<î.P, 

P  étant  le  périmètre  de  la  ligne  brisée  circonscrite;  comme  P  tend  vei's 
la  longueur  de  l'arc  AB,  et  que  e  tend  vers  zéro,  on  \oit  que  la  différence 
OA—  OB  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée.  Or  celte  dif- 
férence est  fixe;  donc  elle  est  nulle,  et  l'on  a  OA  =  OB,  Doux  points 
quelconques  de  la  surface  S  sont  donc  équidisLants  du  point  0,  ce  qui 
prouve  que  cotte  surface  est  sphérique. 

III.  —  Polyèdres  réguliers. 

DES    POLYÈDRES    RÉGULIERS    COSVEXES. 

901.  Un  }>'dyèdre  régulier  est  un  polvèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
des  polygones  réguliers  égaus  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont 
égaux  entre  eux. 

TliÉOIiÈ.ME. 

903.  Jl  ne  peut  exàler  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes. 
Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  du  n"  693.  O.t 
peut  d'ailleurs  la  démontrer  directement  en  quelques  mots. 
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La  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  conve:ïe  devant  être  inférieure 
â  quatre  angles  droits  (370),  si  les  faces  sont  des  triangles  équi latéraux, 
on  ne  peut  assembler  autour  d'un  même  point,  pour  former  un  angle  po- 
yedre,  que  trois  ou  quatre  on  cinq  de  ces  triangles.  On  construit  ainsi  : 
le  tétraèdre  régulier  compris  sous  quatre  triangles  équllatéraux  ;  Vociaèdre 
rpgulier,  compris  sous  huit  triangles  équilaléraux;  Vicosnèt/re  régulier 
«.mpris  sous  vingt  triangles  équilatéraux.  Au  delà,  si^  triangles  équila- 
téraux  assemblés  autour  d'un  même  point  donnent  six  angles  plans  dont 
a  somme  est  égale  à  quatre  angles  droits;  il  n'y  a  plus  d'angle  polyèdre  : 
les  SIX  triangles  se  trouvent  développés  dans  un  même  plan. 

On  ne  peut  employer  les  carrés  et  les  pentagones  réguliers  qu'en  les 
assemblant  par  iroà,  puisque  l'angle  d'un  carré  est  droit  et  que  celui  d'un 
pentagone  régulier  est  égal  à  |  d'angle  droit.  On  a  ainsi  \7>esaè<lrn  régu- 
lier ou  cube,  compris  sous  six  carrés  égaux,  et  le  dodécaèdre  régulier, 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers. 

Aucun  autre  polyèdre  régulier  convexe  n'est  possible,  puisque,  l'angle 
d  un  hexagone  régulier  étant  égal  à  }  d'angle  droit,  trois  angles  d'hexa- 
gone régulier  fout  en  somme  quatre  angles  droits. 

Nous  prouverons  l'existence  des  cinq  polyèdres  réguliers  énoncés,  en 
montrant  comment  on  peut  effectuer  leur  construction. 

PROBLÈME. 
906.   Coiutridre  m  polyèdre  i-égulier,  connaissant  son  arête. 

La  construction  du  tétraèdre  régulier  (/^.49î)etcelleducuhe{/?-.4a31 
ne  peuvent  offrir  aucune  difficulté,  d'après  ce  qui  a  été  dit  aux  n-"  591 
et  645.  Nous  De  nous  occuperons  que  de  l'oclaèdre,  du  dodécaèdre  et  de 
1  icosaèdre. 


Octaèdre  régulier. 

Prenons  {fg.  494)  un  carré  ABCD  de  côté  a.  Élevons  e. 
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une  perpendiculaire  indéfinie,  et  portons  de  part  et  d'autre  du  point  0  sur 
cette  perpendiculaire  une  longueur  égale  au  rayon  du  carré  ABCU,  c'est- 
à-dire  à  -~  ■  En  joignant  les  points  S  et  S'  ainsi  oblenus  aux  sommeis 


A,  B,  C,  D,  on  iorme  un  octaèdre  régulier  SAliCDb'.  En  effet,  les  hu 
arêtes  SA,  SB:  .. .,  S' D  sont  égales  entre  elles  et  à 


V'os'+OA  =t/î^ 


Les  huit  faces  du  polyèdre  construit  sont  donc  des  triangles  équiJatéraux 
égaux.  De  plus,  les  six  angles  polyèdres  sont  égaux  entre  eus  ;  car  les 
an^le.s  S  et  B,  par  exemple,  sont  les  angles  au  sommet  de  deux  pyramides 
quadrangulaires  régulières  SABCD,  BASCS',  évidemment  superposablaa 
comme  ayant  même  base  et  même  hauleur. 

On  peutrésumerlaconstruclionderocUèdrerégulier  en  remarquant  que 
[rois  droites  égales  et  perpendiculaires  entre  elles  en  leur  milieu,  telles 
queAC,  BD,SS',ont  pour  extrémités  les  six  sommets  d'un  pareil  polyèdre. 

Doiiéeaédie  i-êgiiUer. 
Soit  [Jig.  ^gS  )  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  côté  «.  Prenons  d'au- 
fres  pentagones  réguliers  de  côté  a.  Avec  deux  de  ces  pentagones  joints 
au  pentagone  ABCDE,  formons  en  A  un  angle  trièdre  qui,  ayant  ses  faces 
égales,  aura  aussi  ses  angles  dièdres  égaux.  Les  trois  côtés  BA,  BC,  BH 
déterminent  alors  un  angle  Irièdre  B,  égal  à  l'angle  trièdre  A,  comme 
ayant  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deuï  faces  égales  entre  elles  et 
chacune  à  ciiacune.  On  peut  donc  former  à  tous  les  sommets  du  penta- 
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gone  ABCDE  des  angles  tr.èdres  égauï  à  A,  en  employant  des  pentagones 
réguliers  égaux  a  ce  pentagone  et  disposés  comme  l'indique  la  figure  Le 
penlagoneABCOE  est  commun  à  tous  les  anslestrièdres  le  deuxième  le 
troisième  et  le  quatrième  tnèdre  nécessitent  1  addition  d  un  nouveau  pen- 
tagone; le  dernier  angle  tnedre  en  E  se  trou^o  lout  construit 


On  obtient  ainsi  un  assemblage  de  siv  penU^ones  rtgulier';  égaux  et 
également  inclinés.  Cet  assemblage  constilue  une  surface  poljédrale  ou- 
verte, moitié  du  dodécaèdre  ,  H  les  sommets  du  décagone  gm/c/ie  (') 
FGHIKLMNPR  qui  la  termine  correspond  eut  successuement  à  «net  àrleux 
pentagones.  D'ailleurs  les  angles  de  ce  décagone  sont  égiu\  entre  eux  ; 
en  elTet,  les  deux  angles  triedres  en  A  et  en  F  sont  égaux  comme  ayant 
un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égiles  entre  elles  et  chacune  à 
chacune.  L'angle  RFG  est  donc  égal  S  1  angle  LAB  et,  par  suile,  a  l'angle 
FGH.  On  peut  alors  faire  tourner  le  polygone  FGHIKLMNPR  sur  lui-même, 
en  faisant  passer  le  sommet  F  en  G,  le  sommet  G  en  II,  etc.,  sans  qu'il 
cesse  de  coïncider  avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  du  dodécaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra,  d'a- 
près cela,  rapprocher  les  deux  calotles  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur 


(')C 


li  les  quatre  points  R,  F,  G,  Il  étaient  daiia 
ussi  U  point  A,  il  n'y  aurait  plus  d'anglo 
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l'autre  les  polygones  qui  les  terminent,  en  établissant  la  coïncidence  des 
sommets  du  premier  oii  il  n'y  a  qn'iin  pentagone  et  des  sommets  du  se- 
cond qui  en  réunissent  deiix.  Comme  les  pians  de  ces  pentagones  ont 
déjà  entre  eux  l'inclinaison  nécessaire  pour  composer  un  angle  tricdro 
égal  à  l'angle  A,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  dodécaèdre  régulier 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers  égaux  formant  vingt  angles 
trièdres  égaux. 

Jcnsaèdre  ri'giiUer. 
Prenons  {Jîg.  -îgS)  un  pentagone  régulier  A BtlDE  do  cûté  a.  Élevonsen 


son  centre  0  «ne  perpendiculaire  et,  dans  la  plan  di^termino  parle  rayon 
OAet  cett«  perpendiculaire,  décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec  a 
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pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  perpendiculaire  au  point  S  ; 

car  nesl  plus  grand  que  0A=--  n  \l  — -^--.  Les  arêtes  SA,  SB,. .. ,  SE 

seront  égales  entre  elles  el  à  a.  Par  suite,  la  surface  latérale  de  la  pyra- 
mide pentagon  a  le  SABCDE  sera  formée  de  cinq  triangles  équilalérau:; 
égaux  entre  eus  el  également  inclinés,  puisque  les  angles  Irièdres  isocèles 
en  Â,  B,  ...,  E  sont  égaux  entre  eux  comme  ayant  leurs  trois  face^ 
égales  chacune  à  chacune. 

Cela  posé,  en  chacun  des  sommets  A  et  B  du  triangle  SAB,  plaçons 
(comme  l'indique  la  seconde  figure]  le  sommel  d'une  pyramide  identique 
il  la  première  SABCDE,  de  manière  que  les  deux  nouvelles  pyramides 
ABSEFG,  BASCHG  aient  respectivement  avec  la  première  les  faces  com- 
munes ASB  el  ASE,  BAS  el  «SC,  et  entre  elles  les  faces  communes  ASB 
et  ABG.  Nous  aurons  ainsi  un  assemblage  de  dix  triangles  équilatérau:< 
égaux  et  également  inclinés. 

Cet  assemblage  forme  une  surface  polyédrale  ouverte,  moitié  de  l'ico- 
saèdre,  et  les  sommets  de  l'hexagone  gniirlw  { '  ]  CDEFGH  qui  la  termine 
réunissent  successivement  deux  et  iroh  Iriangles  D'ailleurs,  les  angles 
de  cet  hexagone  sont  égaux  :  l'angle  DEF,  par  exemple,  est  égal  à  l'angle 
EFG,  car  tous  deux  sont  évidemment  égaux  a  I  angle  EAG  0 1  peut  donr 
laire  tourner  le  polygone  CDEFGH  sur  lui  mèmt  en  faisant  passer  I 
sommet  C  en  H,  le  sommet  H  en  O  elc  sans  qu  I  ce»*  e  di  curcidtr 
avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  même  manière  1 1  seconde  moitié  de  l  icosaèdre 
el  si  on  la  retourne  pour  l'opposera  la  prem  ère  moitié  on  pourra  donc 
rapprocher  les  deux  calottes  poljédrales  et  appliquer  1  un  sur  1  autre  les 
polygones  qui  les  limitent,  en  taisant  correspondre  lea  «omnel'-  de  I  un 
qui  réunissent  trois  triangles  aux  sommets  de  I  lulre  qui  en  reunisseni 
tiens:.  Comme  les  plans  de  ces  triangles  ont  deja  entre  eu\  I  inclinaiscn 
nécessaire  pour  constituer  alors  en  chaque  sommet  un  angle  poljedre 
égal  à  l'angle  S,  l'ensemble  obtenu  seia  bien  un  KO'iaèdre  régulier  compris 
sous  vingt  triangles  équilatéraux  égaux,  formant  douze  angles  penlatdres 

SCOLIE. 

/;F  /(F 

907.  En  ayant  recours  aux  formules  S  =  —  et  A  =  —  du  n°  69j   on 


(■)  Le  contour  CDEFGH  est  gauche  ;c!tr  si  les  quatre  poûits  C.  D,  K,  f 
dans  un  même  plan,  les  deux  peiiUgoneE  ABGDE.  IISËFG,  qui  ont  di 
le  plan  GRE  les  commets  B  el  E  communs,  seraient  tous  deux  dans  i 
plan,  qui  contiendrai!  le  point  A  en  ratme  temps  que  Us  points  B,  1 
qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  précède. 

B.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  (II-  i'artie).  li 
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forme  facilemenl  le  tcihleau  suivant,  qui  renferaiQ  )es  nombres  des  c 
meiils  des  cinq  polyMres  réguliers  convexes,  dont  nous  connaissons 
nombres  de  faces  : 


F 

'■ 

S 

* 

Tétraèdre  rcGLilicr... 
Heiaèdre  régulitr.,, 
OctaÈdri!  régulier... 
Dodécaèdre  TésMev. 
Icosaédre  régulier... 

6 

4 
6 

3 

i 

3 

S 

Le  nombre  des  faces  de  l'hesHèdre  et  )e  nombre  de  côlés  de  ses  faces 
^onl  re^iioclivemcnt  égaux  au  nombre  des  sommets  de  l'octaèdre  et  au 
nombre  d'arêtes  de  ses  angles  polyèdres.  Il  en  est  de  même  rccïproquc- 
ment  pour  l'octaèdre  comparé  a  l'hexaèdre  ;  le  nombre  d'arêtes  reste  le 
même  de  part  et  d"aulre.  Les  mêmes  conditions  sont  remplies  par  le  do- 
décJièdreel  l'icosaèdre.  On  peut  donc  regarder  les  polyèdres  réguliers 
co::ve\es  comme  conjugués  deux  àdeux  ;  car  ie  tétraèdre  régulier,  ayant 
auianl  de  faces  que  de  sommets,  est  conjugué  à  lui-même. 


TIIÈOtiÈME. 


908.  Tout  polyèdre  règiiUe.i 


Soient  {fg.  497)  dans  le  polyèdre  régulier  considéré  deux  faces  adja- 
centes ABCDE,  ABCD'E',  dont  0  et  0'  sont  les  centres. 


Les  perpendiculaires  OK  et  O'K  au  côté  commun  AB  se  couperont  en 
un  même  point  K  ;  les  perpendiculaires  OS  et  O'S  aus  deux  faces  ABCDJi, 
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ABC'D'E',  lieuï  respectifs  des  poiiils  à  égale  distance  de  leurs  sommels, 
se coujicronl  en  un  point  S,  car  elle&sont  situées  dans  le  plan  0K.0'  per- 
jiendiculaire  à  AB  au  point  K.  Les  deux  triangles  rectangles  KOS,  KO'S 
seront  d'ailleurs  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  ont  l'hypolénuso  KS  com- 
mune et  le  côté  KO  égal  au  côté  KO'  comme  apoihènnes  de  deux  poly- 
gones routiers  égaux.  L'angle  OKO'  mesurant  l'inclinaison  constante  df 
deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  l'angle  OKS  égal  à  l'angle  C  KS  Sbm 
la  moitié  de  cette  inclinaison,  el  le  triangle  KOS  sera,  par  suite,  constant 
pour  toutes  les  faces. 

Si  l'on  considère  une  troisième  face  0",  conligiië  à  la  face  ABCDE  par 
le  côté  CD  dont  le  milieu  est  L,  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  face  par 
son  centre  0"  coupera  donc  la  droite  OS  au  point  S,  de  manière  ([ue  lo 
triangle  L  C  S  soit  identique  au  triangle  KOS  ou  à  son  égal  OLS. 

En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  perpendiculaires 
élevées  aux  difTërentes  faces  du  polyèdre  par  leurs  centres  se  coupent 
mutuellement  en  un  même  point  S,  situé  à  la  même  distance  de  toutes  les 
faces  et  à  la  môme  distance  de  tous  les  sommets. 

Donc  la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  passe  par  tous  les  sommets 
du  polyèdre  régulier  ou  lui  est  circonscrite  ;  la  sphère  de  même  centre  K 
et  de  rayon  SO  est  tangente  à  touleslesfacesdu  polyèdre  en  leurscentres 
ou  lui  est  inscrile . 

Le  point  S  eslle  cmtre  du  polyèdre  régulier;  SA  est  son  r/ifnn,  SOsoii 
/ipoi/iéme. 

ConoLLAlDES. 

909.  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  régulier  en  pyramides  en  prenant 
pour  centre  de  décomposition  le  centre  même  du  polyèdre,  les  pyramide.-i 
obtenues  sont  régulières  ;  Tout  pofyèdre  régulier  peut  donc  être  jmi  tagc 
en  auMnt  de  pyramitles  régidières  qu'il  a  de  faces. 

Les  faces  latérales  de  ces  pyramides  étant  prolongées  décomposent 
évidemment  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  en  autant  de  polygones 
spliériques  réguliers  égaux  que  le  polyèdre  considéré  a  de  faces. 

Le  volume  d' un  polyèdre  régulier  a  jMur  mesure  le  produit  de  sonuirc 
par  le  tiers  du  ra^n  de  la  sphère  inscrite  (6i6). 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  ordre  étant  nécessairement  sembla- 
bles, le  rapport  des  côtés,  des  aires  ou  des  volumes  de  ces  polyèdres  est 
aussi  celui  des  rayons,  des  carrés  ou  des  cubes  des  rayons  des  sphères 
inscrites  ou  circonscrites . 

9i0.  Les  centres  des  faces  d' un  polyèdre  régulier  sont  les  sommets  d'un 
autre  polyèdre  régulier  conjugué  du  premier  [Jig.  4g8  ) . 
Soient  A  l'un  des  sommets  da  polyèdre  donné  et  S  le  centre  commun 
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des  sphères  inscrile  et  circonscrile  à  ce  polyèdre.  Désignons  par  0,  0', 
0',  ...  les  cenlres  des  faces  réunies  autour  du  point  A.  Ces  points, 


étant  également  distanls  des  points  S  et  A,  sont  situés  lians  un  même  plan 
perpendiculaire  à  SA  en  un  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  polygone  OO'O'....  Ce  plus,  L  étant  le  milieu  du  côté  AB,  le  triangle 
OLO'  est  constant,  et  le  polygone  inscrit  OO'O"..,  ayant  ses  côtés  égaux 
est  régulier.  Le  polyèdre  formé  en  joignant  les  centres  des  faces  du  po- 
lyèdre proposé  a  donc  déjà  pour  faces  des  polygones  réguliers  égaux,  et 
le  nombre  de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  sommets  du  polyèdre 
donné.  Il  reste  seulement  à  prouver  que  ces  polygones  sont  également 
inclinés.  Or,  si  l'on  considère  les  deux  faces  du  nouveau  polyèdre  qui 
s'appuient  sur  le  c6té  00',  l'angle  dièdre  qu'elles  comprennent  est  le 
supplément  de  l'angle  constant  ASB  des  deux  perpendiculaires  SA  et  SB 
à  ces  deux  faces. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente 

On  voit  qu'en  appliquant  la  construction  indiqut,e  =nus  lune  ou  sous 
l'autre  forme,  le  tétraèdre  régulier  conduit  a  un  nouveau  tétraèdre; 
l'hexaÈdre  régulier  à  un  octaèdre  légulier,  et,  réciproquement;  le  dodé- 
caèdre régulier  à  un  Jcosaèdre  régulier,  et  réciproquement;  ce  qui  justifie 
la  dénomination  de  conjugués  donnée  a  ces  polyèdres  (907). 


PRC 
fé^ulier  rin 

)BLLME. 

ailjiizentes , 

i°  /es  rayons  des  sphèi 

911.   Vil  polyèdre  régulier'  cimexi   étant  donne,  trouver  :   i'  t'imli- 
naimi  de  deux  fae, 
circonscrite. 

1°  Soient  [fig.  499)  S  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite, 
AB  le  côté  commun  aux  deux  faces  adjacentes  dont  les  centres  sont  0  et 
0',  Lson  milieu  :  l'angle  OLO'  mesure  l'inciinaisùn  cherchée  L 

AB  étant  perpendiculaire  au  plan  OLO',  les  plans  OLO'  et  ASB  sont  per- 
pendiculaires. Par  suite,  si  du  point  S  comme  centre  nous  décrivons  une 


,  Google 


■  Lrs  conps  iiond= 


sphère,  sa  rencontre  avec  l'angle  Irièdre  SAOL  déterminera  un  triangle 
spliérique  aol,  rectangle  en  /. 


Soient,  dans  le  polyèdre  considéré,  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque 
fjce,  m  le  nombre  d'aréles  du  chaque  angle  polyèdre.  On  aura  évidem- 

anglo.m;=  anglpAOL  -7^  ---  =  "~, 


Le  triangle  sphèrique  rectangle  nol  donne  d'ailleurs 


cos'i/  =  cosOSL  =  sinOl-S  =  ;ii]  f  L 
On  a  donc  la  formule  générale 


En  l'appliquant  aux  différents  polyèdres  n'gjliers  convexes,  on  trouve 
pour  l'inclinaison  I  les  valeurs  suivantes  ; 

Tétraèdre  régulier 7o°3i'43'',6 

Hexaèdre  régulier i)o° 

Octaèdre  régulier ici()"ï8'i6°,4 

Dodécaèdre  régulier 1  ili°3:i'J4",î 

IcosaÈdre  régulier L38'i  i'%-i' j^ 

Les  valeurs  indiquées  sont  exactes  pour  l'Iiexacdro  et  l'icosaèdre,  ap- 
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prochées  pour  les  trois  autres  polyèdres.  Les  inclinaisons  des  faces  du 
tétraèdre  et  de  l'octaèdre  régulier  sont  supplémentaires  l'une  de  l'autre. 
2°  Soient  a  \e  câté  du  polygone  donné,  r  son  apothème,  R  son  rayon. 
Le  triangle  OLA  donnu 

OI.=-ALcotAOL=ri«co!^. 

le  friangle  reclangle  SOL  donne  à  son  tour 

S0  =  OLl;ingOi.S, 
c'est-à-dire 

(r)  /■--■--  ^ncol.~larig-I. 

Le  triangle  spliérique  nol  donne  enfin 

COSOd  —  C0t«o/.C0tO!7/, 

Or 

cos..  =  cosOSA^g. 
On  a  dono 

g^=tang«./.tang.W 

-  =  tang-  iang-- 
On  en  déduit 
(a)  R  =  -rttang  —  Iang-'. 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  (a)  aux  différents  polyèdres  réguliers 
conveses,  on  obtient  les  valeurs  suivanles  ; 

Tétraèdre  régulier r=  —->  R  =  -,-" 


„/, 


Hexaèdre  régulier '=-1 

Octaèdre  régulier r=  -—•  R  =  — ^— 

Dodécaèdre  régulier. .....  r  -  "  i/^-i^-  '-'-A-^,  R  =  "^.VjL"^  v'jj'J. 

Icosaèdre  régulier ^^"J}i}_^,  R=|y/?jtl^. 
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SCOLIE. 

912.  Pour  deux  polyèdres  conjugués,  les  nombres  n  cl  m  ne  faisant 

que  s'échanger  (907),  le  rapport  -  demeure  consLaiil.  Donc,  si  R  est  le 

niÈoie  pour  ces  deux  polyèdres,  r  est  aussi  le  même.  En  d'autres  termes, 
si  les  deux  polyèdres  conjugués  sont  inscrits  à  une  même  sphère,  ils  sont 
aussi  circonscrits  à  une  même  splière,  et  réciproquement. 


POLYEDRES  KEGULIEItS  D  ESPECE  SUPEDIEUnE. 

913.  Nous  avons  déjà  parié  (270)  des  nouveaux  polygones  régniio 
découverts  par  JM.  Poinsot,  et  nous  savons  qn'iï  y  a  aiitiint  ih  /mlj-gon. 
réguliers  différenti  de  m  côtés  que  île  nombres  premiers  à  m  depuis 


Bip  est  l'un  quelconque  de  ces  nombres,  on  joint  les  m  poinis  do 
division  de  la  circonférence  de  p  en  p,  cl  l'on  revient  au  point  do  départ 
après  avoir  fait  un  nombre  de  tours  égal  à  />. 

914.  Les  polygones  étoiles  qu'on  obtient  en  suivant  la  marche  indi- 
quée "  ont  leurs  m  côtés  et  leurs  m  angles  bien  nels  et  bien  dislincts  : 
r  ce  sont  les  angles  qui  ont  lieu  aux  bouts  réunis  deux  à  deux  des 
»  III  droites  dont  la  chaîne  continue  achève  complètement  la  figure.  Los 
»  autres  angles,  formés  par  les  côtés  non  contigus  qui  se  traversent, . . . , 
B  ne  doivent  pas  être  comptés;  pas  plus  que,  dans  les  polygones  ordi- 
B  naires,  on  ne  comple  les  angles  qui  auraient  lieu  à  la  rencontre  des 
1'  côtés  non  contigus  suffisamment  prolongés.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
s  différence  de  ces  polygones  étoiles  aux  polygones  ordinaires  est  que, 
s  dans  ceus-ci,  un  côté  quelconque  aurait  besoin  d'être  prolongé  pour 
Il  être  rencontré  par  les  côlés  non  contigus  aussi  prolongés,  au  lieu  que, 
»  dans  les  autres,  les  côlés  mêmes  peuvent  être  actuellement  traversés 
!)  par  les  autres  côlés....  Mais  toutes  ces  distinctions  sont  plus  appa- 
11  rentes  que  réelles,  et  disparaissent  tout  à  fait  dans  l'analyse  oii  ces 
»  polygones  se  présentent  d'une  manière  inséparable.  Si  l'on  cherche,  en 
»  effet,  le  côté  d'un  polygone  régulier,  on  trouve  une  équation  de  degré 
B  supérieur,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  qui  donne  à  la  fois  les 
B  différents  côtés  de  toutes  les  espèces  de  polygones  réguliers  de  l'ordre. 
B  que  l'on  considère,  »  Poinsot,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  )V, 
p.a5). 

9iS.  Uonlrc  m  d'un  polygone  est  marqué  par  lo  nombre  m  do  ses 
côiés  on  de  ses  sommets;  son  espèce  varie  en  raison  du  nombre  [iremier 
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à  m  (]ui  lui  a  donné  naissance.  Or,  si  ce  nombre  est  p,  il  faut  décrire 
p  fois  la  circonférence  (270}  pour  déiir ire  ]e  polygone  lui-même.  L'espèce 
d'un  polygone  étoile  est  donc  le  nombre  de  circonférences  parcourues  en 
suivant  tous  ses  sommets,  ou  le  nombre  de  fois  que  les  projections  de 
ses  côtés  sur  la  circonférence  circonscrite  recouvrent  cette  circonfé- 
rence. Si  l'espèce  d'un  polygone  étoile  est  /j,  la  somme  de  ses  angles  air 
centre  vaut  p  fois  quatre  angles  droits. 

916.  L'ordre  il'im  angle  /lolfétlre  est  marqué  par  le  nombre  de  ser^ 
faces.  Il  est  d'ailleurs  de  même  espèce  que  le  polygone  qui  résulte  de  s:i 
section  par  un  plan.  Si  l'on  considère  une  pyramide  régulière  ayant  pour 
base  un  pentagone  étoile  ou  de  seconde  espèce,  l'angle  polyèdre  au  som- 
met est  de  seconde  espèce,  et  les  angles  plans  qui  le  forment,  projetés  sur 
la  base  de  la  pyramide,  remplissent  deux  fois  les  quatre  angles  droits. 

017  fl  En  con-ervanl  toujours  la  définition  générale  des  polyèdres 
réguliers,  ,,  on  voit  la  possibilité  de  construire  de  nouveaux  polyèdres 
réguliers,  non -seulement  avec  les  nouveaux  polygones  (réguliers),..., 
mais  même  avec  les  polygones  réguliers  ordinaires;  et,  pour  bien  ei:- 
lendr<  cela,  il  faut  commencer  par  distinguer  neltement  dans  un  pu 
lyciie  aes  faces,  ses  arêtes  et  ses  sommets. 

»  Comme  un  même  polyèdre  peut  paraître  ég.deraent  construit  sous 
Il  tels  ou  tels  polygones,  on  prend  pour  le^faees  les  plans  qui,  en  plus 

•■>  petit  nombre,  achèvent  complètement  ce  même  polyèdre 

u  Pour  les  arêtes,  ce  sont  tes  cùlés  mêmes  qui  terminent  les  faces  du 
n  polyèdre,  et  par  lesquels  ces  faces  se  joignent  deux  à  deux,  de  sorte 
1!  que  chaque  aréle  sert  do  côté  à  deux  faces  adjacentes,  et  qu'ainsi  lo 
»  nombre  des  arêtes  est  (  toujours)  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  côtés 
u  de  toutes  les  faces 

C  est  à  ces  seules  droites,  comme  faites,  que  se  trouvent  les  angles 
dièdres  du  polyèdre;  les  autres  angles  que  pourraient  former  le.s  faces 
en  se  traveraanl  nen  font  point  partie,  et  de  même  c'est  aux  seuls 
points  ou  se  rtunissent  les  extrémités  des  arêtes  que  sont  les  soimneii 
<  t  les  angles  polyèdres  du  polyèdre. 

Cela  pose,      on  peut  construire  de  nouveaux  polyèdres  parfailemeni 

réguliers  ils  ont  toutes  leurs  faces  égales  et  régulières,  également 

«  inclinées  deux  à  deux,  et  assemblées  en  même  nombre  autour  de  chaque 

sommet  Ils  peuvent  être  inscrits  et  circonscrits  à  la  splière  (')....  ta 

(')  Car  la  démonstration  du  n;  OOS  est  fondée  eeutement  sur  Kégale  incli- 
naison des  faces  égalefl  al  régulières  du  polyèdre  el  snr  l'identité  de  position 
dki  centre  de  clincuna  d'ailes  par  rapport  à  ses  intorsactions  avec  tes  faces  nJ- 
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•>  différence  esscntiolle  de  ceo  poljedrea  aux  poljedres  (re^ulierâ)  ordi 
■)  naires  est  que,  dans  cein-ci,  leo  faces  étant  proielees  par  dea  ravun* 
!>  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  les  poljgoneij  (sphénques)  cor- 
)>  respondants  recouvrent  une  seule  foi-  la  sphère,  au  heu  que,  dans  les 
I)  autres,  ces  polygones  la  recouvrent  evactement  phisteura  fois  u 
[PoiKsoT,  loe.  cU.).  Ce  dernier  point  e\ige  une  explication  soient  a, 
ïs,  . . . ,  Kn  et  61  les  projectiona  sui  la  «phere  des  somraeb  succe^aïf»  el 
du  centre  du  polygone  régulier  conu  \o  ou  étoile  qui  con-ititue  I  une  des 
faces  du  polyèdre;  ce  que  nous  entendons  par  aire  sp/ienqite  lecomerie 
par  la  projection  de  celle  face,  c'est  la  somme  des  aires  des  triangles 
sphériques  isocèles  successifs  luaia^,  uiïjia,  ....  ijjï,.,^]. 

918.  On  nomme  ordre  d'un  polyèdre  régulier  le  nombre  de  ses  faces, 
el  espèce  d'un  polyèdre  régulier  le  nombre  exact  de  fois  que  sa  projec- 
tion sur  la  sphère  (c'est-à-dire  la  somme  des  aires  sphériques  rpcouverles 
par  les  projections  de  ses  diverses  faces)  recouvre  cette  sphèro. 

919.  11  est  facile  de  voir  qu'en  prolongeant  les  côtés  d'un  polygone 
régulier  jusqu'à  leur  rencontre  on  forme  un  polygone  étoile  de  même 
oi-dro,  qui  a  pour  noyau  le  polygone  primitif.  On  peut  faire  provenir 
d'une  manière  analogue  les  polyèdres  réguliers  d'espèce  supérieure  des  po- 
lyèdres réguliers  ordinaires  ;  en  prolongeant  les  arêtes  ou  les  faces  d'un  des 
polyèdres  réguliers  déjà  connus,  on  obtient,  sauf  les  cas  d'impossibilité,  un 
nouveau  polyèdre  régulier  qui  a  pour  noyau  le  polyèdre  régulier  ordi- 
naire qui  a  servi  de  point  rie  départ.  C'est  ce  qu'a  établi  M.  Cauchy  {Jour- 
nal lie  l'Êtnle  Polylec/iriH/ue,  t.  IX,  p,  68), 

Plus  lard,  M.  J,  Bertrand  [Comptes  rendus  de  l'Jcadémie  des  Scieiiccx, 
I,  XLVI]  a  rattaché  les  nouveaux  polyèdres  aux  polyèdres  réguhers  déjn 
connus,  par  une  démonstration  du  même  genre,  mais  beaucoup  plus  sim- 
ple :  c'est  celle  que  nous  allons  exposer. 

920.  Nous  regarderons  d'abord  comme  évident  que,  des  points  quel- 
conijues  étant  donnés  dans  l'espace,  on  peut  toujours  trouver  un  polyèdre 
CONNEXE,  dont  les  sommets  soient  pris  parmi  les  points  donnés,  et  qui 
contienne  tous  les  autres  points  dans  son  intérieur,  à  moins  qu'il  n'ait 
précisément  pour  sommets  tous  les  points  ilonnés  eux-mêmes. 

Nous  savons  d'ailleurs  (603)  qu'il  ne  peut  exister  de  polyèdre  convexe 
dont  chaque  sommet  soit  la  réunion  de  plus  de  cinq  faces. 

THÉORÈJIE. 

921.  Étant  donné  un  polyèdre  régulier  A,  d'espèce  quelconque,  il 
CJciste  toujours  un  polyèdre  régulier  convexe  X  qui  a  les  mêmes  sommets 
que  le  polyèdre  A. 

Les  sommets  du  poljèdre  régulier  quelconque  A  élant  sur  une  même 
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sphère '(908),  tout  polyèdre  convexe  dont  les  sommeLs  sont  pris  parmi 
ceux  de  A  no  saurait  contenir  les  autres  dans  son  intérieur.  Il  existe 
ilunc  (920]  un  polyèdre  convexe  X  dont  tous  les  sommets  se  confondent 
avec  ceux  du  polyèdre  A.  11  reste  à  prouver  que  ce  polyèdre  convexe  X 
est  régulier. 

Désignons  par  P  la  figure  formée  par  l'ensemble  des  deux  polyèdres 
considérés,  et  par  Q  une  autre  iigiire  identique  à  la  première.  Puisque  le 
polyèdre  A  est  régulier,  la  coïncidence  des  dfux  figures  pourra  être  ob- 
(enue  on  plaçant  un  sommet  quelconque  de  Q  sur  un  >~ommet  déterminé 
:lo  P,  ce  qui  entraine  l'égalité  de  tous  les  angles  polyèdres  du  polyèdre 
<onvexe  X. 

De  plus,  deux  sommets  étant  l'un  sur  l'autre,  la  coïncidence  des  deux 
polyèdres  A  qui  font  partie  de  P  et  de  Q,  et  par  suite  celles  des  figures 
totiiles,  pourra  èlre  obtenue  au  moins  de  trois  manières  différentes  :  cai' 
les  sommets  considérés  apparlienncnt  à  des  angles  au  moins  trièdres  el, 
sur  l'une  des  faces  du  premier  angle,  on  peut  placer  une  face  quelconque 
(lu  second.  Les  angles  polyèdres  correspondants  des  deux  polyèdres  con- 
vexes X  sont  donc,  à  leur  tour,  non-seulement  égaux,  mais  susceptibles 
(le  coïncider  aussi  de  trois  manières  différentes  au  moins;  et,  comme  ces 
angles  sont  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaédres  (695),  ils  ont  alors  néces- 
sairement toutes  leurs  faces  égales  et  également  inclinées. 

Les  faces  des  deux  polyèdres  X  sont  donc  des  })oly;^ones  équiangles  et 
également  inclinés,  dont  lu  coïncidence  peut  être  établie  en  plaçant  un 
Eommetlirbitraire  de  Q  sur  un  sommet  désigné  de  P  ;  en  d'autres  termes, 
res  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux.  Le  polyèdre  X,  ayant  pour 
faces  des  polygones  réguliers  égaux  et  pour  angles  des  angles  polyèdres 
égaux,  est  régulier. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'ordre  des  angles  polyèdres  est  le  même 
pour  le  polyèdre  A  et  pour  le  polyèdre  X.  On  le  voit  sans  peine  en  se 
fondant  sur  ce  que  cet  ordre  ne  peut  être  que  3,  \  ou  5. 

TIIÉOBÈME. 

!I22.  Il  n'existe  que  quatre  polyèdres  réguiiers  d'espèces  supérieuren. 

«  En  vertu  du  théorème  précédent,  pour  obtenir  les  polyèdres  régu- 
»  liers  d'espèces  supérieures,  il  faut  évidemment  prendre  les  polyèdres 
«  réguliers  convexes  (905),  et  procéder  de  la  manière  suivante  :  choisir 
»  un  sommet  sur  l'un  de  ces  polyèdres,  et  chercher  s'il  existe  d'au- 
u  1res  sommets  qui,  réunis  à  celui-là,  puissent  former  un  polygone  ré- 
B  gulier.  «  (J-  Bertrand,  toc-  cil.)  Ce  polygone  est  alors  une  face  pos- 
silile  d'un  polyèdre  d'espèce  supérieure  ayant  mêmes  sommets  que  le 
pohèdre  convexe  proposé.  Si  le  polyèdre  d'espèce  supérieure  existe,  le 
nombre  des  polygones  égaux  partant  alors  d'un  même  sommet  est  le 
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nombre  de  faces  de  son  angle  polyèdre;  mais,  pour  qu'd  en  soit  aiasi, 
ces  polygones  égaus  doivent  pouvoir  former  un  angle  polyèdre. 

Il  II  est  clair  que  cotte  construction  appliquée  au  tétraëdre  ne  donne  rien. 

«  Chaque  sommet  de  l'octaèdre  appartient  à  deux  carrés,  lesquels  ne 
j)  peuvent  évidemment  pas  former  les  fitees  d'un  polyèdre. 

0  Cliaque  sommet  du  cube  peut  former,  avec  deux  autres  sommets  con- 
1.  venablement  choisis,  un  triangle  équilaléral,  et  cela  de  trois  manières 
11  différentes;  maisees  trois  trianglesappartiennentàuntélraèdrerégulier. 

»  Chaque  sonimet  du  dodécaèdre  régulier  peut,  de  trois  manières  dif- 
»  férentea,  former  des  triangles  êquilatéranx  avec  des  sommets  apparte- 
»  liant  à  deux  des  faces  qui  s'y  réunissent;  mais  ces  Irianglts  ne  feront 
»  pasunanglepolyèdre,  deux  d'entre  eux  n'ayant  jamaisd"arêio  commune. 

1)  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut  également  être  consi- 
i>  déré  comme  le  sommet  de  six  triangles  équilatéraux  dont  les  autres 
»  sommets  appartiennent  à  des  faces  contiguës  à  celles  qui  contiennent 
H  le  sommet  donné.  Mais  ces  six  triangles  équilalcraux  sont  les  fyees  do 
"  deux  tétraèdres  réguliers. 

y  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  est  enfin  le  sommet  commun  do  tiois 
:i  pentagones  réguliei'S  dont  les  quatre  autrps  sommets  appartiennent  au 
i>  même  polyèdre.  Ces  trois  pentagones  ne  forment  pas  les  faces  d'un 
;)  angle  Irièdre,  parce  que  deux  d'entre  eux  n'ont  pas  d'arêle  commune; 
a  mais  les  pentagones  étoiles  qui  ont  les  mêmes  sommets  forment  un 
i>  angle  trièdre,  et  leur  ensemble,  pour  tout  le  polyèdre,  forme  le  dodé- 
»  caèdre  régulier  (de  septième  espèce).  • 

»  Chaque  sommet  de  l'icosaèdre  est  le  sommet  commun  de  cinq  trian- 
1  gles  équilaléraux  ayant  pour  côtés  les  droites  les  plus  courle.s  que  Von 
"  puisse  mener  entre  les  sommets,  après  celles  qui  forment  les  côtés  dus 
»  faces.  Ces  triangles  forment  l'icosaèdre  de  septième  espèce. 

»  Chaque  sommet  de  l'icosaèdre  peut  être  considéré  comme  le  sommet 
K  commun  de  cinq  pentagones  réguliers  de  première  espèce,  dont  les 

0  quatre  antres  sommets  appartiennent  également  à  l'icosaèdre;  ces  pen- 
»  lagones  sont  les  faces  du  dodécaèdre  de  troisième  espèce  (à  faces  con- 

1  vexes).  Enfin  les  mêmes  sommets  peuvent  être  considérés  comme 
B  appartenant  à  des  pentagones  étoiles  qui  forment  le  dodécaèdre  (de 
»  troisième  espèce,  à  faces  étoilées). 

»  Il  n'y  a  donc  en  tout  que  quatre  polyèdres  étoiles,,  qui  sont  précisé- 
ii  ment  ceux  que  M.  Poinsot  a  découverts,  n  (J,  DBnTDA>D,  lot:  cit.) 

Nous  croyons  devoir  ajouter  ici  lo  raisonnement  suivant,  dll  à 
M.  Kœnigs,  pour  prouver  que  le  dodécaèdre  ne  fournit  qu'un  polyèdre 
étoile  et  que  l'icosaèdre  n'en  donne  que  trois. 

D'après  ce  qui  précède  le  dodécaèdre  no  peut  donner  que  des  polyèdres 
étoiles  à  sommets  trièdres. 
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Or,  parmi  les  plans  passant  par  A  (  (îg.  499  ii>),  le  plan  (AL,  A'L'  j 
déterminé  par  les  deux  arêtes  AL,  A'L' joignant  des  couples  de  points  dia- 
métralement opposés  A  et  A',  L  et  L',  est  un  plan  de  symétrie  du  dodé- 
caèdre; et,  il  y  a  en  chaque  sommet  A  de  ce  corps  trois  plans  de  symétrie 
tels  que  le  précédent. 

Un  plan  desymétriedu /jodérfre/ïWmî/i/étantuii  plan  desymélriedu/jo- 
/lÀfre  (WriVC,  nous  allons  cliercher  à  former  au  sommet  Auntrièdre  admet- 
tant le  plan  (AL,  A'L')  pour  plan  de  symétrie  et  ayant  par  suite  une  arête 
dans  ce  plan,  tandis  que  la  face  opposée  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Pour  cela,  nous  ferons  tourner  un  demi-plan  autour  d'une  droite  menée 
par  A  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie  ;  et,  en  considérant  les  po- 
sitions du  plan  contenant  des  sommets  du  polyèdre  primitif,  nous  cher- 
cherons à  former  avec  ces  sommets  des  polygones  réguliers  pouvant  être 
pris  pour  faces  d'un  polyèdre  dérivé. 


Le  plan  est  supposé  tourner  vers  l'arrière  delà  figure  (')-  Voici  le  ta- 
bleau de  ses  positions  successives  : 

Première  position.  —  Le  plan  contient,  outre  A,  le  sommet  L  seul. 

Deuxième  position.  —  Le  plan  est  AMQ'.  Le  triangle  AMQ'  est  êquila- 
téral;  les  deux  autres  sont  AP'D,  àCN;  ils  n'ont  pas  d'arête  commune. 

Troitième po.fiùoii.  —  Le  plan  est  AC'D'.  Le  triangle  AC'D'  n'est  pas 
équilatéral. 

Quatrième  position.  ~  Le  plan  est  A P'N;  il  contient  aussi  B'etE'.car 
les  arêtes  LA,  Q'P',  C'B',  D'E',  MN  sont  égalemeul  inclinées  sur  la  face 
LQ'C'D'M.  Les  sommets  A,  N,  E',  U',P'  forment  un  pentagone  semblable 
au  pentagone  ([ui  ibrme  la  face  du  dodécaèdre  piimitif.  Les  trois  penta- 

(')L,  N,  Q,  M',  P' sont  dans  uu  même  pbn;  L',  X,  Q',  M,  I'  sunt  iliins  un 
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gones  convexes  formés  de  la  sorte  autour  de  A  ont  deux  à  deux  en  com- 
mun deux  sommets  non  consécutifs  ;  ils  no  peu\ent  pas  former  un  angle 
polyèdre;  maïs,  par  la  même  raison,  les  pentagones  étoiles  ayant  ie') 
mêmes  sommets  ont  deux  à  deux  une  arèto  commune  et  donnent  le  dode- 
caèdre  ^loilé  (àe  septième  espèce). 

Cinquième  position.  —  Le  plan  est  AN'P.  Le  triangle  AN'  P  est  isocèle , 
mais  on  peut  démontrerque  N'P  est  plus  grand  que  AP, 

Sixième  potition.  —  Le  plan  est  AM'Q.  Le  triangle  AM'Q  n'est  pas 
équilaléral,  car  M'y  est  égal  à  AD,  lequel  est  inférieur  à  AM'- 

Sepcième  position .  —  Le  plan  est  ABC  DE  ;  c'est  la  face  même  du  dodé- 
caèdre primitif. 

A  partir  de  là,  le  demi-plan,  en  achevant  sa  rotation,  ne  rencontre  plus 
aucun  sommet. 

Le  dodécaèdre  ne  peut  donc  fournir  qu'un  polyèdre  étoile. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  le  même  raisonnement  ii 
l'icosaèdre  ;  la  chose  est  encore  plus  simple,  et  l'on  reconnaît  de  la  sorte 
que  l'icosafedre  ne  donne  que  trois  polyèdres  étoiles. 

PROBLÈME. 
923.   Trouver  l'espèce  d'un  poljèdrc  régulier, 
La  relation  d'Euier 

(I)  S-^F-A+3, 

démontrée  au  n°  C88,  ne  s'applique  pas  seulement  aux  polyèdres  con- 
vexes; elle  subsiste  sans  modification  pour  tout  polyèdre  jouissant  de 
cette  propriété  qu'il  existe,  dans  leur  intérieur,  un  point  tel  que  chaque 
demi-droite  issue  de  ce  point  rencontre  la  surface  en  un  point,  mais  en 
un  seul.  C'est  ce  que  montre  clairement  la  démonstration  suivante  que 
l'on  peut  substituer  à  celle  du  n"  688. 

Imaginons  une  sphèreayant  pour  centre  le  point  en  question  et,  en  con- 
sidérant ce  point  comme  centre  de  projection,  projetons  le  polyèdre  sur 
la  sphère.  A  chaque  face  du  polyèdre  répondra  un  polygone  sphériquo 
ayant  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  l'aire  aura  (850)  pour 
expression  *  —  2«  -t-  4,  s  désignant  la  somme  des  angles  de  ce  polygone 
sphérique.  La  somme  des  aires  de  tous  les  polygones  sphériques  ainsi 
formés,  c'est-à-dire  l'aire  de  la  sphère,  sera  donc  représentée  par 
Sï  — aïn-i-4F  et,  comme  dans  le  système  d'unités  adopté  (813)  l'aire 
de  !a  sphère  est  égale  à  8,  on  aura  la  relation 

Or,  d'une  part,  la  somme  dos  angles  sphériques  autour  de  la  projection 
de  chaque  sommet  du  polyèdre  étant  égale  à  4.  on  a  S*  -■=  4  S-  D'autre 
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part,  la  projection  de  eliaque  arête  du  polyèdre  formant  un  côté  appar- 
tenant à  deux  polygones  spliiSriqucs,  on  a  Un  =  aA.  La  relation  (2) 
devient  donc  4S  — 4A-i-4F  =  8,  c'est-à-diro  la  relation  (r). 

Celte  démonBiration  offre  d'oîlleurâ  l'avantage  de  montrer  la  route  à 
suivre  pour  modifier  la  formule  li'liuJer  de  manière  à  la  rendre  appli- 
calile  aus  polyèdres  réguliers  étoiles.  Il  faut  alors  tenir  compte  à  la  fois 
de  l'espèce  dn  polyèdre  considéré  (918),  de  l'espèce  de  ses  faces  (915) 
supposées  tontes  de  même  espèce,  et  de  celle  de  ses  angles  polyèdres 
1,916)  supposés  tous  de  même  espèce.  A  cet  effet,  projetons  le  polyèdre 
donné  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  en  prenant  pour  contre  de 
projection  le  centre  de  cette  sphère  (917). 

Soient  n  le  nombredcs  côtés  de  l'une  des  faces  du  polyèdre,  ^i  le  nombre 
qui  en  marque  l'espèce,  a  l'aire  spbêrique  quesa  projection  recouvre  (917), 
(  la  somme  des  angles  de  ce  polygone  spliériqno.  Dé  composons -le  en  trian- 
gles en  joignant  à  ses  sommets,  par  des  arcs  de  grands  cercles,  la  projcc- 
f  d  tre  de  la  face  considérée-  L'aire  de  l'un  de  ces  triangles,  ayant  « 
p  6  de  ses  angles,  sera,  en  prenant  pour  unités  l'angle  droit  et 

1  ngl     trirectangle  (8i7i,  a  — 2.  L'aire  a  qui  contient  n  do  ces 

gl  era  a  =  2a  —  2«.  Or  2k,  c'est  la  somme  des  angles  des  n 
ngl  !a  sommes  des  angles  du  polygone  augmentée  de  la  somme 

d  gl      au  sommet  de  ces  mêmes  triangles,  sonnne  qui  est  égale 

à  4^,  1      que  l'espèce  de  la  face  projetée  est  ^(910).  II  vient  donc 


Soit  E  l'espèce  du  polyèdre  ou  le  nombre  exact  do  fois  que  sa  projec- 
tion recouvre  la  splière  dont  l'aire  est  ici  représentée  par  8  (813)  ;  nous 
aurons  Fa  =  BE  eu  désignant  par  F  le  nombre  des  faces- 

Ona  d'ailleurs  F«  =  2  A.  A  élanl  le  nombre  des  arêtes  du  polyèdre. 
Quant  à  Fj,  elle  représente  la  somme  des  angles  de  tous  les  polygones 
sphériques  obtenus.  Mais  la  somme  des  angles  réunis  autour  de  chacun 
de  leurs  sommets,  projection  de  toutes  les  faces  de  l'angle  polyèdre  cor- 
respondant vaut  CT  fois  quatre  angles  droits,  r  marquant  l'espèce  des 
angles  polyèdres  (916).  On  aura  donc,  s'il  y  a  S  sommets, 

Fj  =  45S, 
et  en  substituant  les  valeurs  de  o,  n,  s  dans  la  relation  ci-dessus,  il  vient 
(1)  A-t-2E  =  o.E  +  6-.S. 

Si  l'on  fait  dans  cette  formule  E  =  ^  =  <7  =  i,  on  retrouve  la  formule 
d'Euler.  Au  lieu  de  la  formule  que  nous  venons  d'obtenir,  Poinsot  (Mi- 
moire  cité)  trouve 

A-4-iË  =  F-v-7S, 

parce  qu'il  ne  tient  pas  compte  de  l'espèce  de  la  face  du  pohèdre. 
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Û24.  Dodécaèdre  régidicr   de   sf/ilièn 
esinjce  ), 

On  l'obtient  à  l'aide  de  pentagones  étoiles  ou  de  seconde  espèce,  for- 
mant des  angles  trièdres  de  première  espèce  autour  de  rhaque  summet 
d'un  dodécuMre  régulier  ordinaire  (92â).  Ce  nouveau  polyèdre  [fg.  5oo) 

Fifi.  5oo. 


a  donc  vingt  sommets  (007  )  En  dt  signant  par  m  le  nombre  des  arêtes 
d'un  de  ses  Enfles  poKedrei  et  par  n  le  nombre  des  côtés  d'une  de  ses 
races,  on  a  [69)} 

aA-=™S    et    ■xk---^nV; 

d'où  l'on  déduit  (en  faisants^  10,  m  ^  3,  «  =  â) 

A=3o    et    F  =  12. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  en  faisant  t  =  1,  .;)  =a,  A  =  3o,  F  =  iî, 
S  =  20, 

2E==:  24-^2o-3o    ou    E=--7. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  est  donc  de  seplième  espèce. 

925.  Icosaèdre  régulier  de  septième  espèce. 

On  l'obtient  (922)  à  l'aide  de  triangles  ôquilatéraox  formant  des  angles 
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pentaèclres  de  seconde  espèc«  autour  de  oljaquc  sommet  d'nn  icosaèdre 

régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  \Jîg.  5o  i)  a  donc  i  a  sommets  (OO'î j . 


En  faisant  S  =  ti,  w  =  5,  n  -  3.  dans   les   équations    ai-mS    el 

A  =  3»    et    F  =  ïo. 
La  formuio  (1}  donne  ensuite,  en  y  faisant  y  -■■  i  Kl  s  =  a, 

2E^=2o-i-24— 3o    ou    E--^^7. 
Ce  nouvel  icosaùdre  est  donc  do  sepliéme  espèce. 

926.  Dodécaèdre  régulier  de  troisième  espèce,  h  faces  convexes. 

On  l'obtient  [922)  à  l'aide  de  pentagones  réguliers  ordinaires  formant 
des  angles  pentaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un 
icosaèdre  régulier  ordinaire.  Co  nouveau  polyèdre  ayant  douM  sommets, 
les  équations  ik~  mS  et  aA  =  /)F  donnent  (pour m  =  5  et  «  =  5) 

A  =  3o    et    r-iî. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  pour  y  =-  i  et  t  =  a, 

aE=-- i2-i-a,i  — 3o    ou    E  =r  3. 
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espèce. 


!I27.  Dodécaèdre  régulier  de  trnUiémc  espèce,  à  faces  étoilèes  (Poinsot, 
deusième  espèce). 

a.  et  DE  r.  —  Tr.  dû  Géom.   [  il-  Porliu).  17 
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On  l'obtient  (922)  à  l'aide  de  pentagones  étoiles  formant  des  angles 
(lentaèdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
lâgulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  a  donc  douze  sommets(907}.  Les 
équations  aA  =  hiS  et  2A=  "F  donnent  alors,  pour  m  =  5  ot  n  =  5, 

A..  3o    et    F=ia. 

I.a  formule  (1)  donne  ensuite,  pour  ^  ==  a  et  o-  —  i, 

aE^rr  a4  -  12  — 3o    ou     E-^3. 

Ce  nouvea'i  dodécaèdre  à  faces  étoilées  [Jig.  5o3  )  est  donc  aussi  de  troi- 
sième espèce. 

928.  Voici  ie  tableau  des  éléments  des  quatre 


F 

" 

f 

S 

. 

^ 

A 

3o 

3o 
Ho 

E 

7 

,1 
3 

Dodécaèdre  réguliarda  spplième 

. 

5 

3 

5 
5 

' 

' 

Icosaèdre   réBUlier  de   soptième 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 
espèce,  à  faces  contexes 

Dodécaèdre  réguIiGr  de  troisième 
espèce,  à  faces  étoilées 

On  voitque  les  nouveaux  polyèdres  sontcon/«g«efdeusàdeiis,  comme 
les  polyèdres  réguliers  ordinaires  (907). 

929.  Pour  familiariser  davantage  le  lecteur  avccles  nouveaux  polyèdres, 
nous  terminerons  en  indiquant  aussi  leur  mode  de  construction  d'après 
Cauchy  (919),  parce  qu'il  fait  peut-être  mieux  image  que  celui  qui  a 
été  adopté  plus  haut  (922). 

8  En  prolongeant  dans  le  dodécaèdre  ordinaire  les  arêles  qui  forment 
«  les  côt^s  des  douze  pentagones,  on  obtient  le  dodécaèdre  étoile  (de  lioi- 
■  sième  espèce). 

f,  Si,  dans  le  dodécaèdre  ordmaire,  on  prolonge  le  plan  qui  contient 
1  chaque  face  jusqu'à  Ij  simple  rencontre  des  plans  des  cinq  faces  qui 
i  entourent  la  face  opposée,  un  obtiendra  le  dodécaèdre  di'  troisième 
B  espèce,  compns,  comme  le  dodécaèdre  ordinaire,  sous  des  pentagones 
»  de  première  espèce. 
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a  Enfin,  si  l'on  prolonge  les  arotes  qui,  dans  ce  dodécaèdre  de  Iroi- 
»  sième  espèce,  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtiendra  le 
!>  dodécaàdrede  septième  espèce. 

»  On  obtiendra  l'icosaèdre  de  septième  espèce,  en  prolongeant  riiaque 
»  face  de  l'icosaodre  ordinaire  jusqu'à  la  rencontre  des  plans  des  trois 
ï  trianglis  quL  entourent  la  face  opposée  à  celle  que  l'on  considère.  » 

IV   —  Homothétie  et  homologie  dans  l'espace. 

F!i.LBfs  UOMOTIlETlyl L9  D\"iS  l'espace. 

930.  Étant  donne  un  sjsirme  de  points  4,  B,  C,  .,.,  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  lespace  [_fy  aaS  et  sa6),  si,  sur  les  rayons  SA, 
SB, se,  ..,,  issus  dun  point  S  pris  a  volonté,  on  prend  à  partir  de  ce 
point  des  segments  SA',  SB',  SC,  ...,  tels  que 

SA'  _  Sir     se  , 

sÂ^  SU  -»:  -■■■-'•'' 

k  étant  lin  nombre  quelconque,  oc  dit  que  le  nouveau  système  de  points 

A',  B',  C,  ...  est  homulkéiiqite  au  système  primitif  ABC Suivant  que 

le  rapport  k  iTliomothétie  est  positif  ou  négatif,  les  points  homologues 
tels  que  A  et  A'  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différenls  par 
rapport  au  centre  S  ^homothétie,  et  les  deux  systèmes  ABC...,  A'B'C... 
sont  dits  homothétiques  directs  ou  liomotliétiijues  inverses. 

La  définition  de  i'bomothétie  est  donc  la  même  pour  les  figures  de 
l'espace  et  pour  les  figures  planes  [3S4].  Toutefois,  il  n'est  plus  vrai  de 
dire  ici,  comme  dans  le  plan,  que  l'homothètie  inverse  donne,  abstraction 
faite  de  la  position,  les  mêmes  figures  que  l'homothètie  directe  ;  F  étant 
une  figure  quelconque  de  l'espace,  si  l'on  construit,  a  l'aide  d'un  centre  S 
arbitraire,  la  figure  homotliétique  directe  F'  suivant  le  rapport  k  et  la 
figure  homolhétique  inverse  F,,  suivant  le  rapport  —  k,  [es  deux  figures 
F'  et  F,  seront  spiiétriques  par  rapport  au  point  S  (6o«).  Or  on  ne  peut 
plus  faire  co'i'nciderdeux  pareilles  figures  (673),  tandis  que  dans  le  plan  une 
rotation  de  i8o  degrés  autour  du  point  S  entraînait  ia  coïncidence  (354). 

SSl.  La  figure  homolhétique  d'une  sphère  est  une  sphère;  la  démon- 
stration est  la  même  que  celle  du  n°  353-  l'ar  suite,  comme  un  cercle  peut 
toujours  être  considéré  comme  l'interseclion  de  deux  sphères,  htjî^ure 
hnmothéiîqiie  d^iine  circnnjérence  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
l'espace  eut  une  lircoiiji-reiice. 

932.  Le  théorème  du  n"  356  et  sa  démonstration  subsistent.  La  figure 
homolhétique  (Cune  droite  est  une  droite  parallèle  à  la  première,  et  Vanglc 
de  deux  droites  est  égal  à  celui  de  leurs  droites  hamologttes  (  3S7,  358}, 
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La  jïgiii-e  homollwtiqvc  il'u/i  phiii  i:\l  un  plan  pninltète  <hc  premier, 
car,  si  l'on  considère  dans  le  plan  donné  utie  droile  qui  tourne  autour  d'un 
point  A,  dans  chacune  de  ses  positions  cette  droile  aura  pour  homolhù- 
Sique  une  droite  parallèle  passant  par  un  point  fixe  A'  homolhétique  deA. 
Il  résulte  de  là:  i' qM'nn /jluntjai  passe  par  lacenire  d'/iomol/iétie  eilà 
lui-même  son  homolliéciqitc  ;  2°  que  l'angte  de  deiiJ:  plans  est  égal  à 
l'angle  de  leurs  homoihétiqiies. 

Les  tangentes  en  deux  points  Itomologaes  île  ileiix  courbes  /lomoûic- 
tiques  sont  parallèles, oomme  limi  tes  de  sécantes  parallèles.  Par  suilc[8S3), 
les  plans  tangents  i-n  deux  points  homnlogties  de  deux  surfaces  hninolhé- 
tiques  font  parallèles. 

933.  Deux  systèmes  sont  liomot/ietii/ues,  s'il  existe  flans  l'espace  deux 
points  0  el  0'  tels,  rjiie  les  droites  qui  joignent  le  point  0  attr  divers  points 
du  premier  système,  et  les  droites  qui  joignent  le  point  0'  aux  divers 
/loinls  du  second  système,  soient  parallèles  et  dans  un  même  rapport  k  ; 
la  démonstration  est  la  même  qu'au  n°  360- 

II  résulte  de  là  que  deux  sphères  quelconques  sont  à  la  fois  homotlié- 
tiques  directes  et  homothêtiques  inverses  (362  )  ;  les  deux  centre:  (l'homc- 
Ihétie  divisent  harmoniquement  1a  ligne  des  centres  des  deux  sphères-, 
ces  centres  sont  en  outre  les  sommets  des  deux  cônes  qu'on  peut  circon- 
scrire aux  deux  sphères.  Lorsque  les  deux  sphères  sont  tangentes,  leur 
point  de  contact  est  un  centre  d'homothétie,  directe  si  le  contact  est 
intérieur,  inverse  si  le  contact  est  ( 


113*.  Le  tiièorèmerfu  n"  363  et  sa  démonstration  subsistent.  Ainsi,  rfeHJ: 
<.y.-:lémes  homothêtiques  à  un  troisième  sont  homothêtiques  entre  eux,  et 
Ira  trois  centres  d'homothétie  sont  sur  une  même  ligne  droite,  qu'on 
nomme  axe  d'hnmotltétie  des  trois  systèmes. 

Trois  sphères  considérées  deux  à  deux  ont  trois  centres  d'homothéfie 
directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse  (933).  Elles  ont  donc 
quatre  axes  d'homothétie  :  un  axe  d'homothétie  directe  qui  contient  les 
troi-i  centres  d'homothétie  direcle  et  trois  axes  d'homothétie  inverse  qui 
reiifi-rment  chacun  deux  cenlres  d  homothétie  inverse  et  le  centre  direct 
qui  répond  au  troisième  centre  m\ersL  Ces  qiuitre  axes  d'homothétie 
sont  ceux  des  tiuis  cercles  (  366  )  que  1  on  obtient  en  coupant  les  trois 
splierbs  par  le  pian  qui  g  a  se  par  leurs  centres. 

933  Lors/ue  [uatre  sy  temtt  P  P  P",  P"  sont  homothêtiques  deux 
à  deux,  leurs  ^ix  centre)  d'iiomot/ictie  tont  situés  dans  un  même  plan. 

En  efftt  soient  respectivement  0  0,  Oj,  les  centres  d'homothétie  do 
Pet?  de  P  et  P'  de  P  et  P"  le  plan  0  0, 0^  est  à  lui-même  syn  homo- 
logue dans  les  systèmes  P  pt  P    puisqu  il  contient  leur  centre  0,;  il  est 
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8iis?i  à  liii-mème  son  homologue  dans  les  systèmes  P  et  P",  pui:iqu'i[ 
contient  leur  centre  0,.  Donc  ce  mÊiiie  plan  est  encore  à  lui-même  son 
homologue  dans  les  systèmes  P'et  P°  (93i];  et,  par  suite,  il  contient 
leur  centre  d'homothélie.  On  prouverait  de  même  que  ce  plan  passe  par 
les  centres  d'homothétie  de  F  et  P",  et  de  P°  et  P". 

Ces  six  centres  d'homothétie  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  com- 
plet dont  les  côlés  sont  les  quatre  axes  d'homothétie  des  quatre  syslèmei 
froposés  pris  trois  à  trois.  Le  plan  de  ce  quadrilatère  reçoit  le  nom  de 
Ijian  d'immniliêtie  des  quatre  systèmes  P,  P',  P",  P™. 

936.  Considérons  en  particulier  teca*  (fef/«rt/re  j/iAerej.  Comme  deus  ' 
sphères  sont  à  la  fois  Ijomolhétiques  directes  et  homothétiques  inverses,  ' 
on  aura  douze  centres  fVhomothétie,  dont  six  directs  et  six  inverses.  ïl  est 
aisé  de  voir  qu'il  y  a  huit  plans  iFhnmotltéiie.  En  effet,  imaginons  le  lé- 
Iraè'ire  dont  les  sommets  sont  les  centres  des  quatre  sphères;  sur  chaque 
face  de  ce  tétraèdre,  il  y  a  sis  centres  d'homothétie,  trois  directs  et  trois 
inverses  (934).  Considérons  l'un  0  des  six  centres  qui  sont  sur  l'une  des 
faces;  ce  point  0  apparlienl  à  deux  droites  A  et  B  dont  chacune  passe 
par  deux  autres  centres  de  la  môme  face.  D'ailleurs,  ce  même  point  0  est 
commun  à  une  autre  face  du  tétraèdre,  et,  par  suite,  il  appartient  égale- 
ment à  deux  autres  droites  Cet  D  situées  sur  cette  seconde  face.  En  com- 
binant les  deux  droites  A  et  B  do  la  première  face  avec  les  deux  droites  C 
et  D  de  la  seconde,  on  obtient  quatre  plans,  AOC,  AOD,  BOC,  BOD,  dont 
chacun  passant  par  cinq  centres  d'homothétie  renferme  nécessairement  le 
sixième  centre  correspondanl.  Ainsi,  par  chaque  centre  0  de  la  première, 
face,  passent  quatre  plans  d'homothétie;  mais  chacun  de  ces  plans  est 
commun  à  trois  centres  de  cette  mémo  face.  Donc  le  nombre  total  des 
plans  d'homothétie  est  égal  à  huit. 

S37.  Deux  figures  de  l'espace  sont  semblables  lorsque,  par  un  dépla- 
cement convenable,  on  peut  amener  ta  seconde  sur  l'une  des  homothé- 
tiques directes  de  la  première.  Or,  d'après  le  n"  930,  pour  avoir  tous  les 
systèmes  homothétiques  à  on  système  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
taire  varier  le  centre;  il  suffjt,  en  prenant  un  centre  arbitraire,  de  faire 
varier  ;t  de  o  à  oo  [  36i].  Donc  on  obtiendra  toutes  les  figures  semblables 
a  une  figure  donnée,  en  construisant,  avec  un  centre  pris  à  volonté,  les 
surfaces  homottié tiques  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  du  rapport  /, 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Ainsi  deiia:  sphères  quelconques  sont  semblables  (931  ), 
La  seule  figure  semblable  à  une  surface  conique  est  celte  surface  co- 
nique elle-même;  car,  si  l'on  prend  le  sommet  0  pour  centre  d'homothétie, 
l'homologue  A'  d'un  point  quelconque  A  de  la  suriace  conique  proposée 
est  sitaésur  la  génératrice  OÂ. 
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Enfin  deux  surface;!  cylindriques  sont  Iwiiwthéiiques  Inrsq  e  le  r 
génératrices  sont  parallèles,  et  leurs  Hirectiires  deux  courbes  lo  0  le 
tiqaes;  car  la  figure  homothélique  d'une  droite  est  une  dro  te  parallèle 
Par  suite,  les  sections  par  un  même  plan  de  deux  cylindres  kon  tl  e  q  e 
sont  deux  courbes  homntkétiqaes  dont  le  centre  esL  à  la  rencontre  du  |  lan 
sécant  el  (le  la  parallèle  aux  génÉratriccs  menée  par  le  centre  d  1  o  olXé 
tie  des  deux  cylindres. 

FIGIRES  IIOHOLOGIOUES  l)ANS  L'eSPACE. 

ÎI38.  La  nouvelle  définition  donnée  au  n"  732  pour  les  figures  plane:, 
s'étend  aux  figures  de  l'espace,  lorsqu'on  remplace  la  droite  fixe  X  pat 
un  plan  fixe. 

Ainsi,  étant  donnés  un  pninl  fxe  0  et  un  plan  fxc  Q,  si,  s-mt- chaque 
ray«n  OnJoignimt  le  point  fi^e  0  à  un  poinl  quelconque  a  du  phm  Q,  on 
prend  deux  jmints  m  et  m'  tels  que  le  rapport  auliarmnnique  {Ojtnim') 
ail  une  valeur  constante  l,  les  /nints  m  et  m'  décrivent  deux  firmes  F 
et  F'  qu^nn  dit  noMO logiques. 

0  esl  le  ccnti-e  <i'liomologie,  Q  le  plan  d'iiomologie,  et  X  le  cneffii-ient 
d'iiomologie. 

Le  point  Oest  son  propre  homologue,  et  il  partage  œtto  propriété  avec 
chacun  des  points  du  plan  Q. 

Au  lieu  de  donner  la  constante  "*,  on  peut  donner  un  premier  couple 
(tl,  a')  de  points  homologues.  Alors,  pour  obtenir  l'homologue  d'un  point 
quelconque /«de  la  première  figure  F,  il  suffit  de  prendre  l'inlersection  w' 
du  royon  Om  avec  la  droite  «'s  ,-[ui  joint  le  point  «'  au  point  i,  où  la 
droite  OTH  renctintre  le  plan  d'homologie.  Ce  tracé  est  la  généralisation 
de  celui  du  n°  7â9  et,  d'après  les  considérations  développées  au  n"  732,  il 
équivaut  à  la  définition  donnée  ci-dessus. 

939.  Les  sections  faites  dans  li-s  figures  F  et  F'  par  un  plan  quelconque  R 
passant  par  le  centre  d'homologie  0  sont  évidemment  deux  figures  homo- 
logiqups  planes  ayant  pour  centre  d'homologie  le  point  0,  pour  axe 
d'homologie  l'intersection  des  plans  Q  et  R,  et  [wur  coefficient  ).. 

D'après  cela,  à  une  droite  quelconque  de  la  figure  F  répond,  dans  la 
figure  F',  une  droite  coupant  la  première  sur  le  plan  d'homologie.  Toute 
droite  passant  par  0  est  sa  propre  homologue. 

A  fout  plan  P  de  la  figure  F  répond,  dans  la  figure  F',  un  plan  qui  ren- 
contre le  premier  sur  le  plan  d'homologie.  En  elTet,  soient  i  l'inter- 
section du  plan  P  et  du  pian  d'homologie  Q;  a  un  point  fixe  du  plan  P 
et  a'  son  homologue  ;  l'homologue  ni  d'un  point  quelconque  m  du  plan  P 
appartient  à  la  droite  homologue  de  am  ;  or  le  poinl  a  où  am  rencontre  i 
éiantson  propre  homologue,  la  droite  «w  s:  a  pour  homologue  aa'  et,  par 
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suile,  le  point  m'  est  dans  le  plan  déterminé  par  io  point  a'  et  ia  droite  i. 
Tout  plan  passant  par  le  centre  d'hoinologie  est  son  propre  homologue. 
Si  un  plan  est  parallèle  au  plan  d'horaologie,  il  en  est  de  même  de  son 
homologue;  par  suite,  si  une  Qgure  F  est  skuée  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  d'homologie,  la  figure  homologue  F  est  semblable  à  la  première. 

940.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  p'jints  en  ligne  droite  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  homologues 

Il  en  est  de  même  pour  un  faisceau  plan  de  quatre  droites  et  pour  le 
faisceau  correspondant ,  pour  le  faisceau  de  quatre  plans  passant  par  une 
mâmedioite  elpour  le  faisceau  formé  par  les  plans  homologues. 

Le  premier  principe  est  évident,  d'après  la  remarque  faite  en  léte  du 
numéro  qui  précède;  les  deux  autres  s'en  déduisent  immédiatement. 

941.  Lorsqu'un  point  m'  de  la  figure  F'  est  à  l'infini,  l'égiilité 


Donc  tous  les  points  à  l'infini  de  la  figure  F'  ont  leurs  homologues  situés 
dans  un  plan  U  parallèle  au  plan  d'homologie;  ce  plan  est  dit  lo  ptaii 
limite  de  ta  figure  F. 

On  est  ainsi  conduit  à  généraliser  la  notion  acquise  au  n"  388,  sur  les 
points  à  l'infini  d;ins  un  plau.  Puisque  tous  los  points  à  l'infini  dans  l'es- 
pace ont  leurs  homologues  situés  dans  un  plan,  et  que  la  figure  homo- 
logue d'un  plan  est  un  plan,  on  iloil  considérer  loiis  les  points  à  i'iiifim 
dans  l'espace  comme  étant  situés  dans  an  même  plan  qu'on  nomme />/«/( 
à  Pinfini;  ce  plan  contient  les  droites  à  l'infini  de  tous  les  plans  de 
l'espace. 

Mais  revenons  aux  figures  homologiques.  La  figure  F'  a  aussi  son  plan 
limiie  V  qui  répond  aux  points  à  l'infini  delà  ligure  F;  et  l'on  voit,  como:e 
au  n''732,  que  le  rapport  des  distances  du  plan  limite  U  au  centre  0  et  au 
plan  Q  d'homologie  est  égal  à  \  tandis  que  ce  rapport  est  égal  à  r-  pour 

le  plan  limite  V. 

Étant  donnés  une  figure  F,  son  plan  limite  U,  ainsi  que  le  centre  0  et 
le  plan  Q  d'homologie,  on  obtient  l'homologue  m' d'un  point  quelconque  '/( 
de  la  figure  F  de  la  manière  suivante  :  p  et  q  étant  les  points  où  une 
droite  menée  par  m  rencontre  les  plans  U  et  Q,  on  mène  par  le  point  (/ 
la  parallèle  au  rayon  Op,  et  l'on  prend  l'intersection  m'  île  celte  droite 
(homologue  do  pmij)  avi;c  lo  rayon  0/». 
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S)i2,  Pour  ),  =  —[,  riiomologie  est  dite  hariiioiiiqitc;  les  deux  plans 
limites  se  confondent  avec  le  plan  qui  est  équidistanl  du  cenlre  et  du 
plan  d'Iiomologie. 

Quand  le  plan  d'Iiomologie  e=l  à  i'infint,  l'homologie  devient  homn- 
iliétie.  Si,  de  plus,  l'homologie  est  alors  harmonique,  on  est  ramené  à  la 
srmétrie  par  rapport  à  un  ccn/rr. 

Lorsque  le  centre  d'homologie  est  à  l'infini,  l'Iiomologie  devient  affi- 
nité ^  la  seconde  fljîure  se  déduit  de  la  première  en  dilatant  dans  un  rap- 
port constant  ses  ordonnées  normale:^  ou  obliques  par  rapport  au  plan 
d'homologie  ^'  déplus  riiomolo"!  est  alors  h'irmonique,  on  est  ramoné 
à  (m  )  lin  pUi". 

943    N       m  n  qu'oBre  à  la  Géométrie 

p  m      n  ^  rnerons  à  signaler  ici 

d  p  p  de  cette  théorie;  nous 

p         d  à  f ,  c'est-à-dire  de   ces 

q  sa  m      d'un  édiGce  et  à  l'aide 

d    q  n  se  queli  onque.  Le  bas- 

F  F  q  p  d        figures  homologiques. 

Soit  0  l'œil  du  spectateur  qui  est  en  a\ant  du  mur,  tandisque  la  figure  F' 
est  supposée  en  arrière;  désignons  par  a'  le  point  de  F  qui  est  le  plus 
voisin  du  mur,  et  par  P'  le  plan  luenè  parallèlement  au  mur  par  le  poinl 
iy  plus  éloigné.  On  prend  le  point  0  pour  centre  d  bomologie,  le  plan  P 
du  mur  pour  plan  homologue  de  P',  et  l'on  se  donne  à  volonté,  un  peu  en 
avant  du  mur,  le  poinl  a  qu'on  veut  faire  correspondre  au  point  a'  et  qui 
sera  le  point  le  plus  saillant  du  bas-relief.  Ces  données,  c'est-è-dire  le 
centre  d'homologie  0,  un  couple  {a,  a')  de  points  homologues  et  un 
couple  (P,  P')  de  plans  homologues,  suffidcnt  évidemment  pour  déter- 
miner la  figure  F  homologue  de  F'.  /'('  élant  un  point  quelconque  de  F'. 
on  prend  l'inlerscclion  i' de  la  droite  a'  m'el  du  plan  P';  le  rayon  Où' 
donne,  par  sa  rencontre  avec  le  plan  P,  l'homologue  i  do  ù'  ;  par  suite,  l'in- 
tersection m  deiili  et  du  rayon  0'"' est  le  poinl  wdu  bas-relief  qui  répond 
au  point  m'  de  la  figure  à  représenter.  On  pourrait  aussi  commencer 
par  déterminer,  à  l'aide  de  ces  données,  le  plan  d'homologie,  et  opérer 
ensuite  à  l'aide  du  plan  et  du  centre  d'homologie,  et  du  couple  [a,  ^). 

V.  —  Plan  polaire  et  plan  radical. 

POLE   ET    PLW  POL.llHL^    P.ltl    RAPPORT    A    LA    SPUÈEIE. 

944.  Un  point  0  et  une  sphère  C  étant  .situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  Fet^pacc,  si  par  le  poinl  0  on  mène  une  sécante  quelconque 
OFE  [j%.  2i6  et  217,  n^a^O),  et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmoniqueX 
du  point  0  par  rapport  à  EF,  le  lieu  géoinctriiiiie  du  point  I,  lorsque 
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la  sëcn/ile  tourne  autour  du  /l'iuu  (J,  est  un  plan  P  pcrpendiculnire  au 
iliiiniétre  AB  qui  passe  par  le  point  0  ;  car,  dans  chaque  plan  mené  par 
OC,  le  lieu  est  une  droite  (  340)  perpendiculaire  au  diamètre  AB  et  menée 
|iar  le  point  H,  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  ce  diamefri;. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  plan  P,  et  que  le  plan  P  est  le 
[.•lan  polaire  du  pnîntO  par  rapport  à  la  sphère  C. 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  0  est  évidemment  le  lieu  des  polaires 
du  point  0  par  rapport  à  lotis  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  pians 
passent  par  0. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  moyen  proportionnel  entre  les  dislances  du 
centre  au  jiâle  et  an  plan  polaire.  La  discussion  dos  positions  du  pôle  et 
du  plan  [lolaire  par  rapport  à  la  eplière  est  la  m6me  qu'au  n°  3il.  Nons 
remarquerons  seulement  que,  lorsijue  le  pôle  est  extérieur  à  la  sphère,  Iv 
plan  polaire  est  le  plan  de  la  circonférence  de  contact  du  cône  qui  est 
circonscrit  à  la  sphère  et  qui  a  le  pôle  pour  sommet, 

9tS.  Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'un  plan  passent  par  le  pôle 
de  ce  plan;  et  inversement,  les  pôles  de  tous  les  plans  t/ui  passent  par  un 
même  point  sont  sur  le  plan  polaire  de  ce  point.  La  démonstration  du 
II"  342  subsiste; seulement, XY  [fig.ni]  représente  alors  la  projection, 
sur  le  plan  considén',  delà  droite  CO  qui  joint  un  point  quelconque  Ode 
ce  plan  au  centre  C  do  ta  sphère. 

Il  résulte  de  là  (|ue,  si  chacun  des  /?oints  d'un  plan  P  est  pris  pour 
sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère,  les  plans  des  cercles  de  contact 
liassent  tous  par  un  même  point  p,  pôle  du  plan  P;  inversement,  si,  sui- 
vant chacun  des  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passent  jxir  un  même 
point  p,  on  circonscrit  un  cône  à  la  sphère,  les  sommets  de  ces  cônes  sont 
tous  dans  un  même  plan  P,  ijui  est  le  pkin  polaire  du  point  p. 

9i6,  Soient  une  sphère  dont  le  centre  est  0  et  une  droite  quelconque 
Fig.  5o'|. 


AB  (  fïg.  5o4).  Prenons  le  pôle  A' de  AB  par  rapport  au  grand  cercle 
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EC1''D  silué  dRns  le  plan  AOB,  cl  (lar  le  point  A'  élevons  la  perpendicu- 
laire A'B'  à  oe  plan  AOB  ;  on  voit  que,  réciproquement,  la  droite  AB  est  lu 
perpendiculaire  au  plan  OA'B'  élevée  par  le  pôle  A  de  A'B'  par  rapport 
au  grand  cercle  EIFK  situé  dans  le  plan  OA'B'.  Les  deux  droites  AB, 
A'D'  ont  reçu,  d'après  cela,  le  nom  de  droites  rccipro'jni-.i  par  rapport 
à  la  sphère  0. 

Quand  lieux  droites  sont  réciproques  par  rapport  ic  une  sphère,  cha- 
cune d'elles  est  le  Heu  des  fioles  de  toits  les  pians  pasmnt  par  i'mdre; 
on,  ce  qui  revient  au  même,  chacune  iPelles  est  l'intersection  commune 
des  plans  pulnires  des  divers  jmiiits  de  Pautre.  En  effet,  ie  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  H  de  AB  est  perpendiculaire  au  plan  FCE,  et  sa 
trace  sur  ce  plan  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle  FCE. 
Cette  trace  passe  donc  (3i2)  par  le  point  A'  qui  est  le  pôle  de  AB  par 
rapport  au  cercle  FCE,  Par  suiie,  le  plan  polaire  CID  du  point  M  ren- 
ferme la  droite  A'I!'. 

11  résulta  de  là  que,  lorsque  deux  plans  sont  tangents  à  lu  spliére,  leur 
intersection  est  réciprorjue  fie  la  droite  qui  unit  les  deux  points  de  contact, 
car  ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  tangents. 

Bemarquons  enfin  que  la  droite  AB  est  le  lieu  des  pôles  de  sa  réciproque 
A'B'  itar  rapport  à  tous  les  cercles  de  la  sphrrc  dont  les  plans  passent 
/xirA'  B',  En  effet.  A'  étant  le  pùle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle 
FCE,  si  N  est  le  point  où  la  droite  AB  rencontre  le  diamètre  CD  d'un 
cercle  quelconque  CID  conduit  par  A'B',  les  points  C,  A',  D,  K  forment 
un sysléme  harmonique;  doiicN  est  le  pôle  de  A'B' par  rapport  au  cercle 
CID. 


947.  SI,  par  un  point  M  do  l'espace,  on  mène  à  une  splii-re  0  une  sé- 
cante arbitraire  qui  rencontre  la  sphère  en  A  et  B,  le  produit  MA. MB  a 
une  valeur  indépendante  de  la  direction  de  la  sécante.  Ce  produit  ron- 
slant,  qui  est  positif  lorsque  le  point  M  est  extérieur  à  la  spiière,  négatif 
lorsque  le  point  M  est  intérieur,  et  nul  lorsque  le  point  M  est  sur  la 
surface  sphérique,  prend  le  nom  de  puissance  du  point  M  par  rapport  ii 
la  sphère  0. 

La  puissance  d'un  point  par  rapjMrt  à  une  splièic  est  égale,  en  gran- 
deur et  en  signe,  h  l'excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  /loinl  au  centre 
sur  le  carré  du  rayon  (372).  Lorsque  le  point  est  extérieur  à  la  sphère, 
sa  puissance  est  égale  au  carré  de  la  tangente  menée  à  la  sphère  par  ce 

Quand  deux  sphères  se  coupent  orthngonalement,  le  carré  du  rayon  de 
chacune  d'elles  est  égal  à  la  puissance  de  son  centre  par  rappojt  à  l'autre 
,,,«„(  3S31. 
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(lis  Le  lieu,  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères 
est  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  ce/ilres  (373). 

(le  plan  a  reçu  le  uom  do  plan  radical  des  deux  spbères.  —  Lorsque 
deux  sphères  se  coupent,  leur  plan  radical  est  le  plan  du  cercle  commun  ; 
lorsque  deux  sphères  se  touchent,  leur  plan  radical  est  le  plan  tangent 
au  point  commun.  —  Le  plan  radical  de  deuv  sphères  concentriques  dis- 
parail  à  l'infini. 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
leur  mener  des  tangentes  égales  (37i).  C'est  aussi  le  lieu  des  centres 
des  sphères  qui  coupent  les  deux  premières  nrtlwgonalement  (383). 

!)i9.  Les  plans  radicaux  de  trois  sphères  considérées  deux  à  deux 
passent  par  une  même  droite  (376).  Cette  droite  est  la  perpendiculaire 
au  pian  des  centres  des  trois  sphères,  élevée  par  le  centre  radical  des  trois 
grands  cercles  contenus  dans  ce  [jian;  elle  a  reçu  le  nom  tyaxe  radical 
des  (rois  splières. 

Lorsque  les  centres  des  trois  sphères  sont  en  ligne  droite,  l'aNC  radical 
se  transporte  à  l'infini  ;  il  peut  cependant  arriver  que  les  trois  i)lans  ra- 
dicaux coïncident,  auquel  cas  les  trois  sphères  ont  un  plan  radical  au  lieu 
d'un  axe  radical. 

9"i0.  Enfin,  les  six  plans  radicaux  de  quatre  sphères  considérées  deux 
à  deux,  passent  par  un  même  point.  Car  le  point  oii  Taxe  radical  des  trois 
premières  sphères  rencontre  le  plan  radical  de  l'une  de  ces  sphères  et  de 
la  quatrième  est  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre  sphères;  il  est 
donc  commun  aux  six  plans  radic<iu\  des  sphères  considérées  deux  à 
deux,  el  aussi  aus  quatre  axes  radicaux  des  sphères  considérées  trois  à 
trois. 

Ce  point  est  dit  le  centre  radical  des  quatre  sphères.  11  est  unique,  à 
moins  que  les  centres  des  quatre  sphères  ne  soient  dans  un  même  plan  ; 
dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  le  centre  radical  disparaisse  à  l'infini,  ou 
bien  qu'il  soit  remplacé  par  un  axe  radical,  ou  même  par  un  plan  radical 
si  les  centres  des  quiilre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

931 .  Les  propriétés  relatives  aux  points  an  ti  homologue  s  ainsi  que  leurs 
démonstrations  subsistent  pour  les  sphères  : 

1°  Le  produit  des  distances  de  l'un  quelconque  des  deux  centres  de 
similitude  de  deux  sphères  à  deux  points  antihomologues  est  constant; 
deux  couples  de  points  miti/iomologues  sont  sur  une  même  circonférence, 
et  deux  cordes  eintUiomologues  se  coupent  sur  le  plan  radical  des  deux 
sphères  (378); 

2"  Quand  deux  splières  sont  touchées  par  une  troisième,  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  parse  par  un  centre  de  similitude  de  ces 
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deux  .Kplières,  et  la  réciproque  de  cotte  draiie  par  rapport  à  la  troi- 
sième sphère  est  située  dans  le  plan  radical  des  deux  premières.  Inver- 
sement, si  ta  droite  ab  gui  joint  deux  points  respectifs  a  et  b  de  deux 
sphères  (A)  e/  (&)  passe  par  un  centre  de  similitude  de  ces  deux  sphères, 
la  sphère  (w)qui  louche  (A)  en  a  et  qui  passe  par  le  point  b  touche  {W} 
en  b.  Et  encore,  si  la  droite  ab  qui  joint  deux  points  respectifs  a  et  b 
de  deux  sphères  est  telle  que  l'intersection  des  plans  ta/igenis  en  a  et 
b  à  ces  sphères  appartienne  à  leur  plan  radical,  la  sphère  (w)  qui 
touche  (X)  en  a  cl  qui  passe  par  b  touche  (B)  e/i  b  (379). 

3"  Si  deux  sphéret  (A)  et  (B)  sont  touchées  respectivement  en  a  et  b 
par  une  sphère  (w)  et  en  a'  et  6'  par  une  sphère  (lu'),  de  façon  que 
tes  contacts  en  b  et  h'  soient  semblables  ou  dissemblables  en  même  temps 
que  les  contacts  en  a  et  a',  le  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés 
quelconques  dit  quadrilatère  ab  a' b'  eit  à  lafoLi  un  centre  de  simi- 
litude des  deux  sp/ières  dont  ces  côtés  sont  des  cordes  et  un  point  du 
plan  radical  des  deux  muret  sphères  (380). 

VI.  —  Figures  inverses  dans  l'espace. 

CO-MPLÉ-IIENT  HE   L 


932.  La  définition  du  n"  384  s'applique  à  des  poinls  A,  D,  C,  . . . ,  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

Le  cercle  d'inversion  devient  alors  une  sphère,  ei,  lorsqu'on  fait  varier 
le  raj'on  de  cette  sphère  sans  déplacer  son  centre,  les  figures  inverses  de 
la  figure  donnée  ainsi  obJenucs  sont  homotliétiques  (383)  entre  elles. 

933.  Un  plan  L  et  une  sphère  0  quelconque  peuvent  être  considérés 
comme  deux  figures  inverses  l'une  de  l'autre  (388).  La  figure  inverse 
d'un  plan  L  est  une  sphère  0  passant  par  l'origine;  et  la  figure  inverse 
d'une  sphère  0,  pw  rapport  à  l'an  quelconque  de  ses  points  pris  pour 
origine,  est  un  plan  h  perpendiculaire  au  diamètre  pass<mt  par  l'origine. 

9bi.  Deuxsphères  quelconques  0  et  Q' peuvent  être  considérées  comme 
deux  figures  inverses  l'une  de  l'autre  (^W).  La  figure  inverse  d'une 
sphère  O,  par  rapport  à  un  point  S  extérieur  ou  intérieur  pris  pour  ori- 
gine, est  une  autre  sphère  0'. 

93S.  L'inverse  d'une  circonférence  C  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque S  de  l'espace  pris  pour  origine  est  une  autre  circonférence  C, 
Car,  la  circonférence  C  étant  considérée  comme  l'intersection  de  deu\ 
sphères  0  et  0',  son  inverse  est  l'intersection  des  deux  sphères  0' et  0':, 
inverse  des  sphères  0  et  Oi,  c'est-à-dire  un  cercle. 
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Il  résulte  iinmédialemcnt  de  la  définition  des  figures  inverses  que  trois 
couples  quelconques  a  et  a',  b  et  b',  c  et  d,  des  points  correspondants  de 
deux  Jîgure/!  inverse.'!  sont  situés  sur  une  mène  sphère.  Donc  une  cir- 
conférence quelconque  C  et  son  inverse  C  appartiennent  à  une  même 
sphère,  et  par  suile  (878)  elles  sont  des  sections  an  ti  parallèle  s  d'un 
même  eûne  oblique  qui  a  l'origine  S  pour  sommet.  De  là  le  moyen  do 
trouver  le  centre  de  la  circonférence  C  inverse  d'une  circonférence  C  ; 
ce  centre  est  (880)  sur  la  droite  qui  joint  l'origine  S  nu  sommet  d'un 
cône  auxiliaire,  circonscrit  suivant  le  cercle  G  à  la  sphère  déterminée 
par  la  circonférence  C  et  le  point  S. 

936.  La  formule  du  n°  386  et  sa  démonstration  subsistent.  Quant  au 
tliéorôme  du  n°  387,  il  s'applique  aussi  à  deux  lignes  quelconques  de 
l'espace;  mais  une  nouvelle  démonslratlon  est  nécessaire. 

Et  d'abord  on  démontre,  absolument  comme  au  n°  387,  en  considérant 
(Jig.  2^0  )  une  ligne  quelconque  plane  ou  gauche  MN  et  son  inverse  M'N', 
que  leurs  tangentes  HT,  M'T'  font  des  angles  égaux  TSIJI',  TM'M  avec 
le  rayon  vecteur  SMM'.  Cela  étant,  soient  (Jîg.  a4')  deux  courbes  gauches 
MA  et  M«  qui  se  coupent  en  M,  et  les  courbes  inverses  M'A',  M'a';  il 
faut  prouver  que  l'angle  des  deux  premières,  c'est-à-dire  l'angle  tMT  de 
leurs  tangentes,  est  égal  à  l'angle  (M'Tdesdeux  autres.  Or  on  a,  d'après 
l'observation  précédente, 

iJIM'^  (M'AI,    T.\Dr=-  T.\l'_\l; 

donc  le  triédre  formé  par  les  droites  MM',  MT,  M',  ot  le  trièdre  formé 
par  les  droites  M'M,  M'T,  Wt,  ont  un  angle  dièdre  égal  MM'  compris 
entre  deux  faces  égales  chacune  à  ehacuno  ;  ces  deux  trièdres  sont  donc 
symétriques  et,  par  suite,  les  troisièmes  faces  TM(,  TM'i  sont  respec- 
tivement égales. 

957.  L'angle  de  deus:  surfaces  F  et  Fj,  en  un  point  quelconque  m  de 
leur  ligne  d'intersection  amb,  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  les  surfaces 
inverses  F'  et  F',  se  coupent  au  point  correspondant  m'. 

En  effet,  menons  par  m  sur  les  surfaces  F  et  Fi  deux  courbes  mp  et 
mpi  à  angle  droit  sur  la  ligne  d'intersection  amb  ;  leurs  Inverses  m' p' 
et  m'p\  couperont  (9o6)  à  angle  droit  la  ligne  a'm't' commune  auK  sur- 
faces F'  ot  F'i,  et  de  plus  l'angle  des  deux  premières  courbes /np  et  m;>i 
sera  égal  à  celui  do  leurs  inverses  m'p'  et  /n'jo', .  Or  l'angle  des  courbes 
mp  et  mpx  mesure  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  surfaces  F  et  F, 
au  point  m,  et  l'angle  de  m'p'  et  m'/>',  mesure  l'inclinaison  mutuelle 
des  deux  surfaces  F'  et  F',  au  point  correspondant  m'. 

Puisque  l'inversion  conserve  les  angles  des  surfaces,  les  sphères  in- 
verses de  deux  sphères  tangentes  sont  aussi  tangentes;  d'ailleurs  on  voit. 
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comme  au  n"  393,  que  le  contact  entre  les  deux  nouvelles  sphères  et 
le  contact  entre  les  deux  sphères  primitives  sont  semblables  ou  dissem- 
blables suivant  que  les  puissance!  du  centre  d'inversion  par  rapport 
attx  deux  sphères  primitives  ont  le  tnéine  signe  ou  des  signes  opposés. 

Les  lignes  et  les  surfaces  inverses  jouissent,  relativement  à  la  cour- 
bure, de  propriétés  très  importantes  que  nous  ne  pouvons  pas  développer 
ici.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet  aux  Mémoires  déjà  cités  dans  le  n°  398. 
et  à  un  Mémoire  de  M-  Hirst,  Annales  de  Tortolini,  t.  II,  iSjg. 


938,  Voici  quelques  applications  des  principes  qui  précèdent. 

Oo  nomme  projection  stéréographique  d'une  figure  sphérique  la  per- 
spective de  cette  figure  faite  eu  prenant  pour  point  de  vue  S  un  point  du 
la  sphère,  et  pour  plan  de  projection  ou  tableau  le  plan  P  du  grand  cercle 
dont  le  pôle  est  au  point  de  vue  S. 

D'après  le,  n°  9,13,  on  peut  considérer  le  plan  diamétral  P  comme  l'in- 
verse de  la  surface  spliérique,  en  prenant  poui  oin^mp  le  point  S  et 
pour  puissance  le  double  du  carré  du  rajon  de  la  sphère.  La  projection 
stéréographiqoe  n'est  donc  qu'un  cas  particuher  do  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  l'on  peut  enoncei  les  propositions 
suivantes  qu'on  utilise  dans  la  construction  des  mappemondes  : 

1°  Les  projections  stêréographiques  de  deux  Itgnef  tracées  sur  Ui 
sphère  se  coupent  sous  le  mène  angle  que  ces  lignes  elles~mSnes; 

a"  La  projection  st&éographique  d'un  cerele  de  la  sphère  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  la  perspective  du  sommet  du  cône  circonscrit 
à  la  sphère  suivant  le  cercle  proposé. 

La  projection  stôréograpliique  a  été  connue  des  Grecs  :  Plolémée  l'a 
décrite  sous  le  nom  do  plaiMphàre,  et  les  auteurs  du  moyen  âge  l'appe- 
laient astrolabe.  La  construction  du  centre  est  due  à  M,  Chasfes. 

959.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  ; 
te  lieu  de  l'origine  ou  du  pôle  de  transformation  est  la  circonférence 
qui  coupe  à  angle  droit  les  grandi  cercles  des  sphères  données  situés 
dans  le  plan  des  trois  centres.  En  effet,  il  est  évident  que  les  pôles  de 
transformation  doivent  être  dans  le  plan  des  trois  centres,  et  que  tout 
revient  à  transformer  les  grands  cercles  situés  dans  ce  plan  en  trois 
autres  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite.  Or,  si  l'on  prend  pour  pôle 
un  des  points  de  la  circonférence  qui  coupe  orthogonalement  ces  trois 
grands  cercles,  cette  circonférence  orthogonale  se  transforme  en  une 
droite  qui  coupe  à  angle  droit  les  transformées  des  circonférences 
données  et  qui,  par  suite,  contient  les  centres  de  ces  transformées. 
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vu.   —  Problèmes  relatifs  au  contact  des  sphères. 

SPHÈRE   TANGENTE    A.   OUATBE    SPHÈHES   DONNÉES. 

960.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  X  une  sphère  tangente  à 
quatre  sphères  données  S],  Ss,  S3,  84  dont  nous  désignerons  lo  centre 
radical  par  0  {fg-  âo4  /"-t)- 

Si  l'on  fait  l'inversion  de  la  ligure  en  prenant  pour  centre  d'inversion 
le  point  0  et  pour  coeflicient  d'inversion  la  puissance  de  0  par  rapport 
\i  chacune  des  sphères  données,  cliacune  de  ces  sphères  se  (ransformerg 
en  elle-même,  et  la  sphère  X',  inverse  de  X,  sera  une  seconde  sphère 
tangente  à  S,,  Si,  Sa,  Si;  d'ailleurs  les  points  de  contacta,,  «2,  a'^,  «j 
de  X'  avec  Si,  Sj,  S3,  Sj  sont  situés  respeclivemenl  sur  les  droites  0«i. 
Oaj,  Ort3,  0^4  qui  joignent  le  point  0  aux  points  de  contact  «1,  aj,  «j, 
(i;  de  X  avec  Si,  Si,  Ss,  Ss. 

Les  puissances  de  0  par  rapport  à  Si  et  à  X  étant  respectivement  les 
mêmes  que  celles  do  0  par  rapport  à  Sj  et  à  X,  il  résulte  du  n"  9S7 
que  les  contacts  en  a^  et  en  «^  sont  semblables  ou  dissemblables  en  même 
temps  que  les  contacts  en  a\  et  en  c', .  Par  suite  les  couples  de  splières  Si 
et  Sa,  X  et  X' satisfont  aux  conditions  du  n°  931  (3°)  ;Oej(rfo«ciiHce"ïre 
de  ùmilHude  de  X  et  de  X',  et  le  point  de  concours  u,j  de  niiïj  el 
de  a\  (l'a  est  à  la  fois  un  centre  de  similitude  de  Si  et  de  Sa  et  un  point 
du  plan  radical  R  de  X  et  de  X'.  De  mémo,  le  point  de  concours  wij  de 
a,  «3  et  de  a\  a\  et  le  point  de  concours  siu  de  aj  a*  et  do  a\  a\  sont 
respectivement  des  centres  de  similitude  de  Si  et  de  Sa,  de  Si  et  de 
Si,  et  appartiennent  au  plan  B.  Par  suite,  le  plnn  radical  Vl  de  S.  el 
de  X'  est  un  plan  de  simililtide  «lîMiaMis  des  quatre  sphères  données. 

Il  suit  de  là  quô  les  centre'  x  et  x'  des  sphères  X  et  X'  sont  situés  sur 
la  perpendiculaire  OZ,, abaissée  de  0  sur  le  plan  de  simiicludertiliaisu,!,, 
puisque  la  droite  :>:x^  doit  passer  par  le  centre  de  similitude  0  de  X  et 
de  X'  et  être  perpendiculaire  au  plan  radical  do  ces  deux  sphères. 

Enfin  les  points  a,el  a\  des  sphères  X  et  X'étant  antihoraologues,  puis- 
qu'ils se  correspondent  par  inversion,  les  plana  tangents  en  a,  et  a\  ont 
leur  intersection  Li  dans  le  plan  radical  R  (9S1,  l°);  mais  Li  et  a^a', 
étant  réciproques  par  rapport  à  la  sphère  S,,  la  droite  «i  a',  contient  le 
pâle,  par  rapport  à  la  sphère  S , ,  rf«  plan  R  qui  passe  par  L|  { 9iC  ) . 

On  est  ainsi  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

S'il  exitte  une  sphère  X  tangente  à  quatre  sphères  données  Si,  Sf, 
S3,  S4,  il  existera  une  seconde  sp/ière\'  jouissltnl  delà  même  propriété. 
Ces  deux  sphères  associées  X  et  X'  touchent  respectivement  la  'phère  S; 
aiu:  points  «,  et  a\  où  cette  sphère  rencontre  la  droite  Op,  qui  Joint  le 
eenlre  radical  0  des  sphères  données  au  pôle  p,,  par  rapport  à  Si,  de 
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l 'un  des  plans  Pj  de  similiiude  des  m&ne^  sphères,  iet  centres  j:  et  jt' 
de  X  et  de  X'  seront  les  points  où  les  droites  qid  joignent  le  centre  s, 
de  Si  aux  points  oi  et  a\  rencontrent  la  perpendiculaire  OZj  abaissée 
de  0  sur  le  plan  de  similitude  considéré  l'i. 

Comme  il  y  a  huit  plans  de  similitude  (936)  des  quatre  sphères  don- 
nées, on  voit  que  le  nombre  des  couples  de  sphères  tangentes  à  quatre 
sphères  données  est  au  plus  égal  à  huit. 

Pour  qu'un  tel  couple  existe,  il  faut  évidemment,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  la  droite  O^i,  qui  répond  au  plan  de  similitude  considéré, 
coupe  la  sphère  S,.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  :  en  d'autres 
termes,  si  Ui  droite  Opi,  qui  Joint  le  point  0  au  pôle  pi,  par  rapport  à 
S],  d'un  plan  de  similitude  P,  des  sphères  données,  coupe  Si  en  deux 
points  d]  et  a\ ,  et  si  x  et  x'  sont  les  points  oiiStOi  et  Sia\  rencontrent  l<i 
perpendiculaire  OZi  abaissée  de  0  sur  le  plan  Pi,  les  sphères  X  et  X' 
décrites,  l'une  du  point  x  comme  centre  avec  xai  pour  rayon,  l'autre 
du.  point  x'  comme  centre  avec  x' a\  pour  rayon,  toucheront  l'une  cl 
l'autre  les  quatre  sphères  données  Si,  Sj,  Sj,  S4. 


En  effet  : 

D'abord,  la  sphère  X  touche  Si  au  point  a^  puisque  le  point  a,  est 
commun  aux  deux  sphères  X  et  Si  et  se  trouve  en  outre  sur  la  ligne 
des  contres  si^.  De  même  la  sphère  X'  touche  Si  au  point  n, .  Il  reste  :'i 
prouver  que  X  et  X'  touchent  l'une  et  l'autre  les  sphères  S^,  Sj,  Sj,  ou 
même  simplement  que  X  et  X'  touchent  Sa,  car  le  môme  raisonnement 
subsistera  pourSj  et  pour  Si. 

Or,  désignons  par  oj  et  a'^  les  points  de  Sj  qui  sont  anlihomologoe^ 
de  «1  et  a'i  par  rapport  â  celui  m,i  des  deux  centres  de  similitude  de  Si 
(t  de  S3  qui  est  dans  le  plan  do  simihtude  considéré  Pj.  H  osiste 
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(  931 ,  1")  une  splièro  V  lonchanl  respoMivemenl  S,  el  S,  en  o,  el  en  '„ 
.ms.  qn  an.  sphère  Y'  loanh..,  ,e,peeli,eme„i  s,  el  S,  en  .'  117 
Le  centre^  de  ï  esl  à  1.  r.neon.r.  de  „  „,  ,,  de  „„,  „ ,.  e  „,„°.  dé 

I  M.,|«  i„.,^..^  1  '  '  ^'"î  '  ^"  conuaire,  si  o„  est  un  contre  de  siini- 
ilnd.  nvers,,  les  eonl.cls  en  «,  el  „  serenl  dissemblables  ainsi  me 
les conlaclsen »',  el „■..  u.  eonl.cls  en .;  ol„;  sonl  donc  semM  Mes  it 
dissembiables  en  môme  temps  <,.e  les  conlaels  en  .,  el  Tpar  sï" 

n  <hl  (p,  01  Ion  penl  énoncer  les  proposlllons  sni,anles  :  ,•  rinter 
seciion  de  a,  «,  et  de  rt^^i  appartient  au  plan  radical  de  S,  et  do  s  «r 
ceinnte  »,  a',  conpo  ee  plan  radical  en  0,  la  droite  «,.;  iasse  p.ro 
■f  le  pomt  0  «SI  un  centre  de  slmilil.de  de  ï  el  de  r  et  IZJ"  fel 
irots  potnls  ^  f,  0  .ont  „  lig„.  droite;  3-  le  point  .,  L„t  e„t  ,, 
pan  radtcal  n  de  V  .,  d.  ï-  „.is,  d'une  part,  1.  droit    l.'E™' 

2.-;f  »  P'.»  p.  ..nll»l  donc  un  plL:  Tun  t  .r.^d'.î: 
radtcal  H  et,  par  sn.le,  ,o  c.nlond  avec  lui.  Il  résulte  delà  ,ue  la  l,v," 
dea  centre,  rf  est  perpendicnlalre  an  plan  P,.  Le.  points  l  et  V™ 
donc  stlués  sur  0Z„  au.  p„i„i,  .ù  cette  d,.ite  renco.'re  „„  1,-^, 7 
lis  coïncident  par  suite  avec  les  centres  .c  et  »■  do  X  et  de  \-'  j        ,  ' 

quelesspbéresX  elX- coïncident  elles-„é™rili;,e,L^;.."": 
1    et,  par  conséquent,  louchent  la  splicre  Sî. 


981 .  Conservons  les  notations  du  numéro  précédent  el  supposons  o,i, 
les  trois  sphères  S„  S„  s.  restant  ««s,  la  sphère  S.  varie  Lnônîo 
cure  radical  des  quatre  :spbères,  décrira  Le  raiic^H  dt's"  l^s 
■T  d"  ,"  ?■■  ^"PP"»"'  P"  «««-pie,  q™  p,  soil  le  plan  de  simili 
:      refs    s    s'TS  t'n';  "  "'  " ''«'  ""  — ""-» "''•  ^ ^ 

fae  avec  S     S     i    1  "',     p  ""'  °°°"°"  '""  "  ''"  ''  «  ™^'"' 
nie  avec  s,,  b„  s.,  le  plan  P,  tournera  autour  de  D  el  par  suite  son 

Lîs'"'.','!"'T  *  V""  "  "'*  '  r^^Proquô'rD  par'r  °p° 
port  i  S, ,  or  la  droue  J  os!  perpendiculaire  au  plan  des  centres  ■ 

7me.Zu  :? "f  ?"'  ''•'^'"" ™^.— îs  " .;: 

uroites  nxes  H  et  J  perpendjcula  res  au  plan  t,  r„r  ■  Ip  n^i„(  ^ 

.acl  »,  do  X  et  de  S.  étant  situé  sur  0,.,''.:"s:;i'S'„'.?a°  "r    d  ,  ^ 


-.  </=  Geo, 


fs  du  plan 
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des  parallèles  I)  et  J;  le  lien  de  ce  point  o,  est  donc  le  cercle  suivaiH 
lequel  le  plan  de  II  et  de  3  coupe  la  splière  S,. 

De  là.  ce  Ihûorème  dû  à  Diipiiis  : 

Quand  une  sphère  variable  X  touche  coiiataiiimcnt  de  la  ii/énir 
nuiiiièra  treh  .tphères  Jîj^cs  Si,  S»,  Sa,  chacun  des  (rois points  de  cuiitad 
"i,  «!>  "s  décrit  un  petit  cercle  sur  la  sphère  fxe  correspondante. 

Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  du  problème  relalîf  à  la  splière  tan- 
gente à  quatre  sphères  données  (Gaixtieh  do  Tours,  Jounud  de 
l'École  Piilfiecliiiique,  l.  IX;  ^E^:GMA^-?;,  Mémoires  de  l'Jcadémie  de 
Lille,  i8î3;  J.-A.  Serbet,  Journal  de  Crelle,  t.  XXXVJI,  i,V  Nouvelles 
Annales)  ont  fondé  leur  démonstralion  sur  ie  théorème  de  Dupais.  Au 
lieu  de  suivre  cette  marche,  qui  rompt  l'analogie  avec  la  Géométrie  plane, 
nous  avons  tenu  à  conserver  cette  analogie,  et  l'on  peut  TOir  que  le 
raisonnement  employé  au  n°  960  n'est  que  l'extension  naturelle  de  celui 
déjà  fait  au  n°  400.  Le  tliéorème  de  Dupuis  n'en  est  alors  qu'un  corol- 
laire immédiat,  comme  nous  venons  de  le  voir.  On  peut  toiilefois  en 
désirer  une  démonstration  directe.  Une  des  plus  »imi)les  repose  sur  hi 
remarque  du  n°  9iî9  : 

Considérons  la  figure  formée  par  les  trois  sphères  fixes  Si,  Sj,  Sj, 
la  sphère  variableXqui  les  touche  ;  transformons  cette  figure  do  façon  que 
Si,Ss,  Sa  deviennent  trois  sphères  Si,2î,  la  ayant  leurs  centres  oi,  n^,  s-., 
en  ligne  droite.  La  transformée  |  de  X  touchera  Ij ,  2^,  ïj  et  le  lieu  de  son 
point  de  contact  avec  l'une  quelconque  de  ces  sphères  sera  évidemment 
un  cercle  dont  le  pîan  est  perpendiculaire  à  la  droite  ^i-rjtra.  Donc,  e^i 
revenant  à  la  figure  primitive  et  se  rappelant  que  la  transformée  d'un 
cercle  est  un  cercle,  ou  voit  que  le  point  de  contact  de  la  sphèri- 
variable  X  décrit  un  cercle  sur  chacune  des  sphères  Gxes  S,,  Sj,  S.. 
(Mannheim,  Nouvelles  Jnnales,  i"  série,  tome  XIX.) 

si'iJÈJŒ  tv?;gkxte  a  orATiiK  tlaxs  noNMic. 

!)62.  Établissons  d'abord  un  lenmie  : 

Soit  AiAsAjA^  un  tétraèdre,  k  étant  l'un  quelconque  des  indices 
i,  2,  3,  4,  désignons  par  s^  l'aire  de  la  face  opposée  au  sommet  A/,,  par 
MP:(-  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  H  de  l'espace  sur 
te  plan  de  cette  face,  et  para^ilenombrequl  mesure  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire,  précédé  du  signe  -^-  ou  du  signe  —  suivant  que  le  point 
M  et  le  sommet  A*  sont  d'un  même  côté  ou  de  cotés  différents  par  rap- 
port au  plan  de  la  face  Sk- 

Les  quantités  j^h  a-j,  x^,  .ts,  reçoivent  le  nom  do  coordonnées  Icirnc- 
driqucs  du  point  M. 
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Le.i  coordonnées  têtraédriques  d'im  point  quelconque  M  de  l'espace  sa. 
tisfont  à  la  rekition 

V  étant  le  volume  du  tétraèdre. 

En  effet,  les  plaos  des  faces  du  tétraèdre  indéfiniment  prolongés  par- 
tagent l'espace  en  quinze  régions  ;  ce  sont  [fif;.  5o5)  : 

L'espace  A.AjA^A,  occupé  par  le  tétraèdre; 

U  inèdre  k,a,x-,a.^,  opposé  par  le  sommet  au  trièdreA,  du  tétraèdre; 
Il  y  8  quatre  trièdres  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  sommet  - 

U  tronc  de  pyramide  indéfini  h,k,k^a.^a^a,,  qu'on  obtient  en  re- 
tranchant du  trièdre  A,  l'espace  occupé  par  le  tétraèdre  ;  il  y  a  quatre 
(roncs  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  face  • 


Le  c.;„i/.  A,A,.',.,a'...  qui  a  pour  faite  l'arête  A,A,  et  pour 
arêtes  es  prolongements  A,«„  A,«.,  des  arêtesqui  aboutissent  en  A  et 
les  prolongements  A,a;,  A,«'„  des  arBtes  qui  aboutissent  en  A  ■  iW  a 
SIX  combles  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  arêJe  ' 

Cela  posé,  si  le  point  M  est  situé  dans  Imlérieur  du  tétraèdre,  les 
quiintitos  j:,.  j-„  ^j,  jT^,  sont  positives;  les  expressions  5 ■«,  J", ,  -  .',  ^„ 
3  'j  ■'■3.  3  î,  ^„  représentent  les  volumes  des  pyramides  triangulaires 
qui  ont  M  pour  sommet  et,  pour  bases,  les  faces  *„  j„  ^  ,  ^  ■  et  comme 
a  somme  des  volumes  de  ces  pyramides  est  égaie  au  volume  du  tétraèdra 
!h  lelation  (i)  esldémonlrce  pour  00  cas. 
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Si  lo  point  M  esl  lians  \e-  irièJre  A.ctja^ï,,  les  hauteurs  des  pyramides 
([ui  ont  pour  bases  .î|,ï„Jj,.(j,  et  pour  sommet  le  point  M,  sont  respec- 
livement  égales  à  s,,  — -c^,  —^^,  —  jt,,  et,  comme  lo  tétraèdre  éqvilvaut  à 
la  pyramide  ay.int  pour  base  ^,,  diminuée  de  la  somme  dos  pyramides 
ayant  pour  bases  .v,,.ï„,(j,  on  a 

c'Mt-à-dire  encore  la  relation  (i). 

On  voit  de  même  que,  suivant  que  le  point  M  est  situé  dans  le  tronc 
AjAjA,  Oj.7jrt,  ou  dans  le  comble  (A,  A,),  on  a 


c'est-à-dire  toujours  la  relation  (i),  qui  se  trouve  ainsi  établie  pour  tous 
les  COS. 

RÉcipnoijUEMKNT,  si  quatre  //awi/îléx  x^,Xjfi^,x,t  saiiyfont  à  tu  re- 
Inlinn  (i],  il  existe  un  point  de  V espace  et  un  seul  dont  ces  quantités  sont 
les  cnordoanèes  tétraèdriqiies. 

En  effet,  menons  un  plan  Q,  parallèle  au  plan  de  la  face  j„  à  une  dis- 
tance de  celui-ci  égale  à  la  valeur  absolue  de  jr,,  et  du  même  côté  du 
plan  ,f,  que  le  sommet  At  ou  du  côlé  opposé,  suivant  que  jTj  est  [lositif 
ou  négatif;  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  plans  Q,,  Qj,  Qj,Q,,  bien  dé- 
terminés. Trois  quelconques  d'entre  eux,  0,,Q,.Qii  se  coupent  en  un 
puint  unique  fi  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  tétraédriques  par 
ï,,  ;,,  Çj,  =^.  D'après  la  construction  du  point  M,  on  a 

d'ailleurs,  le  point  jt  est  le  seul  point  de  l'espace  dont  les  trois  coordon- 
nées d'indices  i,  3,  4  soient  respectivement  égales  à  x„  x^,x,.  Il  resta 
ilùnc  seulement  à  prouver  que  ?,  est  égal  à  a-j.  Or  on  a,  par  le  théorèm's 


e  des  relations  précédentes. 


3  la  relation  (i),  qui,  par  hypo- 


963.  Abortions  maintenant  le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre 
plans  que  nous  supposerons  former  un  tétraèdre. 
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Pour  qu'il  existe  une  sphère  inscrite  dans  le  léfraèdre,  il  faut  cl 
qu'on  puisse  satisfaire  à  la  relation  (i)  en  prenant 


p  désignant  le  nombre  fini  et  positif  qui  mesure  le  rayon  de  !a  sph&re. 
Or,  «no  telle  solution  est  toujours  possible  et  est  unique,  caria  suistitv.- 
lion  des  valeurs  précédentes  dans  (i)  donne 

d'où  l'on  tire  pour  p  la  valeur  unique,  finie  et  positive, 


Il  y  a  donc  une  sphère  inscrite  au  tétraèilre  et  une  seule;  son  rayon  est 
(ionnépar  la  formule  précédente  ;  d'ailleurs,  son  centre,  étant  équidistanl 
des  quatre  faces,  appartient  à  tous  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  inté- 
rieurs du  tétraèdre,  et  trois  de  ces  plans,  relatifs  aux  trois  arêtes  d'uno 
même  face,  suISsent  pour  le  déterminer. 

Pour  qu'une  sphère  tangente  eût  son  centre  dans  le  trièdre  A|«jH;Kj,  il 
faudrait  qu'oc  pût  satisfaire  à  la  relation  (i)  par  les  valeurs 


pélantfiniet  positif;  or,  la  substitution  de  tes  valeurs  donno 

[s,  -  s,  -  ,1-,  -  ,çj  p  =  3  r^,    d'où    p  =  ,  _     ^'     _  - , 

ce  qui  est  impossible,  puisque,  une  face  quelconque  d'un  tétraèdre  étant 
moindre  que  ta  somme  des  trois  autres,  le  second  membre  est  négatif. 
Ainsi,  il  n'y  a  aucune  sphère  tangente  ayant  son  centre  d™s  le  trièdre  coiî- 
sidéré  ni  dans  les  trois  autres  trièdres  analogues. 

Il  y  a,  au  contraire,  une  sphère  dans  le  tronc  A.  AjA,r7,<7j«j,  car  h 
substitution  des  valeurs 


valeur  unique,  finie  et  positivi",  puisque  dans  un  tétraèdre  une  face  quel- 
conque est  moindre  que  la  somme  des  trois  autres.  Cette  sphère  est  dit^i 
exiriscrite  suivant  la  face  s,  ;  son  centre  est  à  l'intersection  des  plans  bis- 
secteurs des  dièdres  extérieurs  relatifs  aux  arêtes  de  cette  face.  11  y  a  de 
mùme  une  sphère  oxinscrito  dans  chixjue  Ironc. 


,  Google 


2t8  OÉOMÉTBIE   DANS   L'eSPACE. 

Voilà  donc  cinq  sphèrea,  la  sphère  imcrile  et  la  ijiintrc  sphères  cj:iii- 
scriies,  dont  l'esistenCG  est  certaine.  Il  reste  à  esaminer  ce  qui  se  passe 
pour  les  combles. 

Pour  raisonner  d'une  manière  générale,  désignons  parA,Aj  l'arête  re- 
lative au  comble  considéré  et  par  kvXh-  l'arolc  opposée.  Pour  qu'il  y  ait 
une  sphère  tangente  dans  le  comble  (A.Aj),!!  faut  et  il  suffit  que  la  sub- 
stitution des  valeurs 


dans  la  relalion  (i)  donne  pour  a  une  valeur  finie  et  positive.  Or,  celto 
substitution  conduit  à 


(.(;-H.v,-,v-v)p  =  3".    d'où     0  =  .    ^  ,_,,_---■ 

Donc,  poar  qiiHl  y  ail  une  sphère  tangente  dans  l'ani!es  combles,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  somme  s^  +  s^  des  <leux  faces  qui  ont  pour  côté  commun 
t arête  du  comble  soit  supérieure  à  la  somme  f/,  +  j,*  des  deux  autres 
faces. 

Il  suit  delà  immédiatement  que,  s'il  y  a  une  sphère  dans  un  comble,  il 
n'y  en  n  pas  dans  le  comble  opposé,  et  que,  ii  la  somme  de  deux  faces  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres,  il  n'y  a  de  sphère  tangente  ni  dans 
le  comble  qui  a  pour  arête  le  côté  commun  aux  deux  premières  faces,  ni 
dans  le  comble  opposé  qui  a  pour  arête  le  côté  commun  aux  deux  autres 
fa,„. 

Donc,  enfin,  le  nombre  des  sphères  tangentes  à  quatre  plans  formant 
un  tétraèdre  est  au  moins  égal  à  cinq  et  au  plus  égal  à  Iwii. 

Admettons,  ce  qui  est  permis,  qu'on  ait 


L'égalité  i/,  =  o  entraîne  ^j  =  o  et  y,  =  o;  car,  si  l'on  a 

<.-'/,-(•,->■,) +(■•,-<,)=(•, -',)+(.•,-..), 

c'est  que  les  différences  entre  parenthèses,  qui  ne  peuvent  être  négatives, 
sont  nulles;  on  a  donc 

et,  par  suite, 

'L  -■=  °    et    7,  =  o. 
L'égalité  7,  =  o  entraîne  9,  =  o  ;  car,  si  l'on  a 
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c'est  que  les  dilTérenees  entre  paron thèses  sont  nulles  ;  on  a  donc  .ri  =  '■>■ 
s-i  =  Si  et,  par  suite,  Çi  =  o. 

Ces  remarques  très  simples  permettent  d'achever  la  discussion. 

Si  les  trois  quantités  gs,  q^,  qi,  sont  nulles,  on  a  ^i  =  ,fj  =  ,(i  =  .fj,  et 
réciproquement.  Donc,  pour  que  le  nombre  des  sphères  soit  égal  à  5,  ii 
faut  et  il  suffit  que  te  tétraèdre  ait  toutes  ses  faces  égales  entre  elles. 

Si  deux  seulement  des  quantités  qi,  qz,  qv  sont  nulles,  c'est  qu'on  a 

Ï3  =  o,     ïv  =  o,     qi  >  O; 

ccst-à-dire 

s,   =Js,        ,*j=,-i,        Si>Si, 

et  réciproquement.  Donc,  pour  que  le  nombre  des  sphères  soit  égal  à  6,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  faces  du  tétraèdre  soient  égales  deux  A  deux  sans 
être  toutes  égales  entre  elles. 
Si  une  seule  des  quantités  js,  ys,  Ji  est  nulle,  c'est  qu'on  a 

9v-=0,      qi>>3,      ïï>o, 

c  est-a-dire 

,ï|  +.(.,  =  .tj  +  lj,      .ï|  >  Si^S3  >  ,fi, 

et  réciproquement.  Donc,  pour  que  le  nombre  des  sphères  soit  égal  à  7, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  ait  une  fore  maximum  et  une  face  miiu- 
mum,  et  que  la  somme  de  ces  deux  faces  soit  égale  à  la  somme  des  deux 
autres,  lesquelles  peuvent  d'ailleurs  Être  égales  entre  elles  ou  inégales. 

Enfin,  si  aucune  des  trois  conditions  précédentes  n'est  réalisée,  le 
nombre  des  sphères  est  égal  à  8. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  cas  où  les  quatre  plans 
donnés  no  forment  pas  un  tétraèdre. 

VIII.  —  Figures  tracées  sur  la  sphère. 

B-VPPORT  ANILIRMONIQUE. 

961.  On  nomme  rapports  anharmoniques  de  quatre  points  k,  B,  C,  D, 
situifs  sur  un  grand  cercle  d'une  sphère  dont  nous  désignerons  le  centre 
par  u,  les  rapports  anliarmoniques  du  faisceau  formé  par  les  quatre 
rayons  uA,  wB,  <dC,  uD,  qui  aboutissent  à  ces  points. 

Lorsqtiun  faisceau  de  quatre  arcs  de  grand  cercle  OM,  ON,  OP,  00. 
itsus  d'un  même  point  0  delà  surface  sp'iérique,  est  coupé  par  un  arc  de 
grandcercleL,lerapportanharmoniquedesquatrepoinlsA,B,C,D, déter- 
minés par  le  faisceau  sur  cet  arc  transversal,  a  une  valeur  indépendante 
de  laposition  de  cet  iwc  L.  Car  ce  rapport  est,  par  définition,  égal  à  celui 
du  faisceau  formé  parles  rayons  wA.,  mB,  bG,  wD,  lequel  ne  diffère  pas 
de  celui  du  faisceau  des  quatre  plans  wOA,  wOB,  wOC,  wOD  (384). 

D'après  cela,  on  nomme  rapport  anliarmonique  d'un  faisceau  de  quatre 
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nrcs  de  grand  cercle  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  points  détermi- 
nés par  ce  faisceau  sur  un  arc  do  ^izai  cercle  transversal  quelconque. 
Les  deux  propositions  fondamenlalcs  (392  et  32i)  s'étendent  aux 
figures  sphériques;  par  suite,  il  en  est  de  mémo  de  leurs  corollaires  (323) 
61(323),  de  la  propriété  des  triangles  honiologiques(326et327),etdes 
tlioorèmes  de  Pascal  et  do  Brianclioii  (328  et  329).  Les  démonstrations 
qae  nous  en  avons  données  subsistent  entièrement;  le  lecteur  devra  seu- 
liiment  remplacer  dans  les  énoncés  et  dans  les  raisonnements  les  mois 
li^nc  droite  par  les  mots  arc  de  grand  cercle. 

E.\PP0RT    nAEtSIOMQUE. 

963.  Quatre  points  A,  B,C,D,  si  tuéssurunarcdegrand  cercle,  lormenUm 
.viJ'tàHe/;«y»jowV/Helorsquelerapportanli3rmonique(ABCD)cstégalà— I. 
Un  faisceau  de  quatre  arcs  de  grands  cercles  OA,  OB,  OC,  OD  est 
liarmonique,  lorsque  le  rapport  anliarmonique  (O.ABGD)  est  égal  à  —  i , 
c'eat-à-dire  lorsqu'on  peut  trouver  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  le 
l'aisceau  suivant  un  système  de  quatre  points  harmoniques  ;  alors  tout 
autre  arc  de  grand  cercle  transversal  jouira  de  la  même  propriété  (96i). 
Il  résulte  de  là  que,  si  par  un  point  C  delà  surface  spliérique  on  mène, 
a  travers  un  angle  AOB  formé  par  deux  arcs  de  grands  cercles,  diverses 
sécantes  telles  queACB,  et  que  l'on  prenne  sur  chacune  d'elles  le  point  D 
conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  au  segment  AB  intercepté  entre 
les  côtés  de  l'angle,  le  lieu  du  point  D  sera  l'arc  de  grand  cercle  OD  con- 
jugué harmonique  de  OC  par  rapport  au  segment  AOB.  Le  point  C  et  l'arc 
de  grand  cercle  OD  sont  dits^ô/eel^t)/ni>e  par  rapport  à  l'angle  AOB. 
La  proposition (313) relative  au  quadrilatère  complet  et  la  démonstralion 
que  nous  en  avons  donnée  (337)  subsistent  pour  la  splière;  il  suffit  de  100- 
[ûaeer ÏQS  mois  lig/w droitepar ai'c de grû/tdcercle.l]  enrésultcun  moyen 
simple  de  tracer  sur  la  splière:  1°  le  quatrième  harmoniquede  trois  points 
d'un  grand  cercle  r'i"  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  unanglc(316et  337). 

POLK  ET  POLAinE  PAn  n.vppoRT  a  un  cëbcle  dis  h  spiièbe. 

966.  U'i  point  0  et  un  petit  cercle  AEPB  étant  donnée  .titr  la  sphère 
{_fig.  J06),  si  par  le  point  0  on  mène  un  arc  de  grand  cercle  sécant  OFE 
et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmonique  1  du  point  0  par  rapport  a 
EF,  le  lieu  géométrique  da  point  I  lorsque  l'arc  OFE  tourne  autour  du 
point  0  est  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC 
déterminé  par  le  point  0  et  par  le  pôle  C  du  cercle  donné. 

En  effet,  soit  0'  !e  point  où  le  rayon  luO  rencontre  le  pian  du  cercle 
donné  :  les  trois  points  E,  F,  0'  seront  en  ligne  droite,  et  le  faisceau 
des  quatre  rayons  mE,  <ul,  o>F,  oiO'  sera  par  hypotljèse  harmonique; 
donc,  si  r  est  le  point  de  rencontre  de  EF  et  de  v>  r,  le  système  rectiligne 
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r.,  r,  F,  0'  sera  aussi  harmonique.  Mais  le  lieu  du  |>oint  l' est  une  droite 
Kll  située  dans  le  plan  AEB  et  perpendiculaire  au  diamÈtre  O'BA  ; 


donc  lo  lieu  du  point  1  est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  plan  toKII; 
c'est  donc  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  grand  cercle  loKH,  et  que  ce 
grand  cercle  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  au  cercle  AEB. 

Le  mot  piîle  a  déjà  reju  une  autre  acception,  mais  il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  d'ambiguïté  si  l'on  fait  la  convenlion  suivante  :  quand  nous 
emploierons  le  mot  pôle  dans  le  nouveau  sens  que  lui  attribue  le 
théorème  précédent,  il  sera  loujours  suivi  des  mots  par  rapport  nu  cercle 
considéré,  tandis  que,  lorsqu'il  sera  pris  dans  le  sens  primitif  (9-if),  ce 
mot  ne  sera  suivi  d'aucune  indication. 

Nous  avons  étudié  avec  détail  au  n'Silles  positions  relatives  du  pointO' 
et  de  la  droite  KH;  le  lecteur  en  déduira  aisément  les  positions  relatives 
du  point  0  et  du  grand  cercle  loKH. 

Quand  le  point  0' décrit  une  droite  dans  lo  plan  AEB,  on  !iaitt3i2) 
que  la  droite  KH  tourne  dans  ce  plan  autour  du  pôle  de  cette  droite  ;  mais 
alors  le  point  0  décrit  un  grand  cercle,  et  le  plan  mKTI  lourne  autour  du 
diamètre  qui  perce  la  sphère  au  pôle,  par  rapporta  AEB,  du  grand  cercle 
décrit  par  0.  Donc,  les  polaires  de  tous  les  points  d'un  grand  cercle 
passent  par  le  pôle  de  ce  grand  cercle  par  rapport  au  cercle  directeur 
AEB  ;  et  les  pâles  par  rapport  au  cercle  directeur  AEB,  de  tous  les  grands 
cercles  qui  passent  par  un  puni  de  la  sphèie,  sont  situés  sur  le  grand 
cercle  piilaiiT  de  ce  point . 

Le  théorème  du  n"  3li,  sa  démonstration  et  ses  conséquences  (3i3, 
316)  subsistent  pour  la  sphère  en  remplaçant  les  droites  par  des  arcs 
de  grand  cercle;  il  en  résulte  le  moyen  de  construire  sur  la  sphère  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  directeur  donné. 

Enfin,  la  métliode  de  transformation  par  les  polaires  réciproques  (3i8 
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et  suîv.)  s'Étond  aussi  aux  figures  spliériqoes.  Le  mode  de  transformation 
général  par  polaires  réciproques  dans  l'espace  contient  comme  cas  parti- 
culier le  mode  de  transformation  spécial  que  nous  avons  csposé  au  ii°  808 
|)our  les  figures  sphériques,  et  dans  lequel  on  fait  correspondre  à  un 
triangle  un  triangle  supplémentaire.  Soient ,  en  effet ,  une  sphère  de 
rayon  R  et  un  point  A  de  l'espace  situé  à  une  distance  il  du  centre  u  de 
la  sphère;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  un  plan  perpendiculaire  à  wA 
et  situé  à  une  distance  de  «  égale  à  — -  •  Si  le  rayon  R  de  la  splière  tend 
vers  zéro ,  -j  tend  aussi  vers  zéro,  et  les  plans  polaires  de  tous  les  points 
de  la  droite  indéfinie  «A  ont  pour  limite  le  plan  unique  mené  par  u  per- 
pendiculairement à  uA.  On  peut,  d'après  cela,  donner  à  ce  plan  le  nom 
de^j/n/i/wtoVedeladroite  wA  par  rapport  à  une  sphère  infiniment  petite 
ayant  «  pour  centre.  Cela  posé,  si  l'on  a  une  figure  formée  de  droites  et 
de  plans  passant  tous  par  un  point  w,  on  aura  la  figure  corrélative  en 
menant  par  u  des  plans  et  des  droites  perpendiculaires  aux  droites  et  aux 
plans  de  la  figure  primitive.  Sur  la  sphère,  à  un  grand  cercle  répondra 
son  pôle,  et  inversement,  de  sorte  que  l'on  retombe  sur  les  figures  sup- 
plémentaires des  n"'  811  et  812. 

AXE  RADICAL  DE  DEUX  CERCLES. 

967,  On  nomme  t'3:e  radicul  de  deux  petits  cercles  l' et  0  iracés  sur  la 
Fig.  507. 


pph&re  l'arc  de  grand  .cercle  UV  dont  le  plan  passe  par  l'intersection  XY 
des  pkns  des  deux  petits  cercles  P  et  Q.  D'après  cela,  cet  axe  radical  est 
perpendiculaire  à  l'arc  de  grand  cercle  PQ  qui  joint  les  pôles  des  deux 
petits  cercles  donnés  (/g,  507). 

Si  l'on  coupe  les  deux  cercles  fixes  P  et  Q  pi.r  un  cercle  auxiliaire 
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variable  qui  coupe  le  premier  en  A  t-l  B,  et  le  semmlen  A'  cl  B',  le  lieu 
des  pot/Ils  de  renciirUre  M  des  nrcs  de  grand  earele  AB  et  A'  D  est  l'axe 
radical  des  cercles  P  et  Q,  Car  les  droites  AB,  A'B',  se  coupant  évidem- 
ment en  un  point  M'  de  XV,  le  point  M  où  le  rayon  wM'  perce  la  sphère 
appartient  à  la  fois  aux  trois  grands  cercles  dont  les  plans  passent  respec- 
tivement par  les  droites  AB,  A'B',  XY.  Cette  propriété  permet  do  con- 
struire sur  la  splière  l'axe  radical  de  deux  cercles. 

Si  te  cercle  sécant  ABA'B'  devient  un  cercle  CD  tangent  en  C  et  U 
'  fïg.  5oS),  les  arcs  de  grand  cercle  BAM,  B'A'M  deviennent  des  arcs  de 

Flg.  5o3. 


grand  cercle  tangents  MC  et  MD;  ils  sont  d'ailleurs  égnux  comme  tan- 
gentes sphériques  menées  d'un  même  point  M  au  cercle  auxdiaire  CD 
(8a2,  820).  Donc  TaJ^c  radical  UV  des  deux  cercles  V  et  Q  eU  le  lieu 
des  deujc  points  de  la  sphère  d'où  l'on  peut  leur  mener  dei  tangentsi 
spliériques  égales. 

Le  cercle  CID,  décrit  du  point  M  comme  pôle,  coupe  orlhogonalement 
les  deux  cercles  P  et  0  ;  car  il  est  à  angle  droit  sur  les  arcs  de  grand 
cercle  SIC  et  MD.  Donc  l'axe  radical  des  deux  cercles  ?  et  Q  est  sur  ki 
sphère  le  lieu  des  pâles  ou  centres  spkériques  des  cercles  qui  coupent 
nrthngonalement  les  deux  cercles  P  et  Q, 

Enfin,  le  plan  du  cercle  CID  est  le  plan  polaire  du  point  M'  qui  appar- 
tient à  XY;  car  son  plaii  est  perpendiculaire  à  uM',  et  il  contient  le 
point  C  qui  appartient  évidemment  au  plan  polaire.  D'ailleurs,  comme 
lorsque  le  cercle  orlhogonal  CID  varie,  son  pôle  M'  décrit  la  droite  XY, 
le  plan  de  ce  cercle  CID  passe  constamment  par  la  droite  réciproque 
{&ië)  de  XY.  Donc,  lorsque  deux  systèmes  de  cercles  se  coupent  ortho- 
gonalenient  sur  la  sphère,  les  plans  des  cercles  de  chaque  système  passent 
par  une  droite,  et  ces  deux  droites  sont  réciproques  par  rap/>ort  à  la 
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.'plwie.  Inver;e[nenl,  deux  séries  île  plans  passii/il  pur  ileii.r  dinilcs  ic- 
c'proques  pur  /apport  à  une  sphère  Crticent  sur  celte  sphère  deux  sys- 
tèmes de  eerclcx  orthogonaux  {').  Ajoutons  que  la  droile  réciproque  dis 
l'intersection  des  deux  cercles  P  et  Q  est  précisément  la  droite  qui  joint 
les  sommets  des  deux  cônes  [878,  880)  que  l'on  peut  faire  passer  par  ces 
deux  cercles.  En  effet,  prenons  pour  plan  de  la  figure  le  grand  cercle 
{J'g.  219,  p.  344)  perpendiculaire  nux  deux  ceicles  donnés,  qui  sont  alors 
représentés  par  les  deux  droiles  AA'et  BB';  en  joignant  AB  et  A'B',  puis 
AB'  cl  BA',  on  aura  les  sommels  N  et  0  des  deux  cônes  considérés,  et, 
comme  la  droite  NO  est  (  346)  la  polaire  de  l'intersection  M  des  deux 
droiles  AA'  et  BB',  la  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  élevée  par  le 
jioinl  M,  c'est-à-dire  la  droite  commune  aux  plans  des  doux  cercles  AA'  et 
BB',  aura  pour  réciproque  KO  (  9iC). 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  d'une  sphère  cmisidcrés  deux  à  deux 
roncoitrent  en  un  même  point;  car  le  rayon  qui  aboulit  au  sommet  du 
trièdre  formé  par  les  plans  des  trois  cercles  perce  la  sphère  en  un  point 
commun  aux  trois  axes  radicaux.  Ce  point  prend  le  nom  de  centre  radiât 
des  trois  cercles.  C'est  le  centre  sphérique  du  cercle  qui  coupe  01  thogo- 
iialomenl  les  trois  cercles  donnés. 

CE.\TRBS  DU  smiLITCDi;  m;  \,F.::\  i-.y.M.iMi. 

008.  Ou  nomme  ci?«(/ïa'i/<£S(W/((i«/f  de  deux  coi'clcs  Aliol  CiJ  situés  sur 

une  sphère  [fig.  Sog)  les  points  0  et  0'  oila  sphère  est  rencontrée  i.ar 

Fis.  Sof), 


ius  M  S  et  wS'  qui  vont  aux  sommets  S  et  S'  des  deux  cônes  (  878  ) 
1  peut  faire  passer  par  les  deux  cercles.  Ces  deux  centres  sont 


(')  L'élude  ia  double  système  des  cercles  orthogonau 
conj^quonces  importâmes  relatÎTemcnl  aui  surfaces  de 
bure  sont  planes  (O.  Bomset,  Journal  de  l'École  Poljtei 
—  Pieanr,  Essai  iTiiiie  Tliéorif  scoméiriqiic  des  surfaces 


,  Google 


LIVHE  vir.  —  t.t;s  corps  ronds.  aîîo 

<l':iilleurs  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  P  et  Q  des  deux 
cercles  donnés. 

On  dit  que.  deut  points  M  et  N,  appartenant,  l'un  au  cercle  P,  l'autre  au 
cercle  Q,  sont  anti-liontologacs  lorsque  la  droite  qui  les  joint  est  une  g6- 
iiiiratrice  de  Tun  des  deux  cônes  S  et  S'.  V/uc  de  grand  cei-clc  MN  pasae 
alors  par  le  centre  de  similitude  0  relalij  au  cane  considéré  S,  car  son 
plan  contient  les  points  m  et  S,  et,  par  suite,  le  point  0  de  h\  tiroltc  wS 
Og.SIOj. 

Deux  couples  ii  cl  N,  B  ce  D,  de  points  nnli-/iomoli,giics  p/ir  ri'/ipart  à 
un  même  cane  S  nppartiennent  à  un  même  cercle  de  la   /  /  '  a      1 

sontslluésdansleplandesgénératricesMNetBD  ducône  Une  n  lu 
(967)  que  l'arc  de  grand  cercle  /jui  joint  deux  poin  q  l  /  l 
ccrctu  P  et  l'arc  de  grand  cercle  ijui  joint  les  /loinls  an     to      l  t 

cercle  Q  se  coupent  sur  l'axe  radical  des  cercles  P  el  Q 

Si  les  deux  points  considérés  sur  le  cercle  P  se  confond  n  les  doux 
propositions  qui  précédent  deviennent  les  suivantes  :  Qua  id  deux  ciicl  s 
P  et  Q  d'une  même  sphère  sont  touchés  par  un  troisièmeJi,  les  points  de 
contact  il  et  a  sont  anti- homologues  et  le  plan  de  ce  eeivle  X  passe  par 
le  sommet  S  du  cône  corres/Mmlant.  Les  tangentes  sphèrîques  en  deux 
l'oints  anti-homologues  M  et  N  de  deux  cercles  P  c(  Q  se  coupent  sur 
Caxe  radical  de  ces  deux  cercles. 

Lepland'uncerclelangent  à  trois  cerclesde  la  sphère  est  tangent  à  trois 


cônes  qui  passent  par  ces  cercles  pris  deux  à  deux,  et  réciproquemeni. 
Or,  trois  cercles  pris  deux  à  deux  forment  trois  combinaisons,  à  ciiacuno 
desquelles  répondent  doux  c6ncs.  Du  sommet  de  l'un  des  cônes  de  la  pre- 
mière combinaison  on  peut  mener,  en  général,  deux  plans  tangents  a 
i'un  des  cônes  de  la  secondj,et  ces  plans  seront  tangents  non-seulement 
aux  deux  cônes,  mais  encore  à  un  des  cônes  de  la  troisième  combinaison. 
Donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  passe  par  les  sommets  des  trois 
cônes.  Nous  avons  considéré  dans  ce  raisonnement  un  cône  de  la  pre- 
mière combinaison  et  un  cône  de  la  seixindô,  ce  qui  a  déterminé  le  cône 


,  Google 


386  géomEtbie  dans  l  espace. 

Je  la  Iroisième.  Mais  on  peut  associer  de  quatre  manières  différenles  un 
cdne  de  la  première  combinaison  et  un  cône  de  ia  seconde.  Par  suiti', 
les  sommets  des  six  cônes  sont  situés  trois  h  trois  sur  quatre  droites, 
chaque  sommet  appartenant  à  deux  droites  différentes;  donc  ces  quatre 
droites  se  coupent  deux  à  deux  et  sont  toutes  situées  dans  un  même  plan 
Il  résulte  de  là  que  les  sïj:  centres  de  simililurie  de  ii-ois  ccreles  d'une 
même  sphère  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  granils  cercles. 

CliltCLES  ISOCOXAUÏ. 

960.  Pour  que,  sw  une  sphère,  un  cercle  L,  fjui  rencontre  un  cercle  P  en 

un  point  M  et  un  cercle  Q  en  un  ixtint  N,  coupe  ces  deux  cercles  sous  des 

angles  cgaiij:  (  ou  supplémentaires  ] ,  ilfmtt  et  il  suffit  que  les  points  H  et  N 

soient  unti-komologiies. 

Remarquons  d'atwrd  que,  si  par  deux  points  appartenant  respective- 
ment à  deux  lignes  sphériques  on  peut  menur  un  cercle  qui  coupe  ces 
lignes  sous  des  angles  égaux,  toufautre  cercle  passant  par  lesdeux  poiiiis 
coupera  aussi  ces  lignes  sous  des  angles  égaux,  car  les  nouveaux  angles 
différeront  respectivement  des  premiers  d'un  angle  égal  à  relui  des  deus 
cercles.  Il  suit  de  là  qu'il  suffit  de  démontrer  le  théorème  proposé  dans 
l'hypothèse  où  le  cercle  L  est  un  grand  cercle.  Soit  donc  (fg.  5io) 
MN  un  grand  cercle  coupant  P  et  Q  sous  des  angles  égaux,  et  soit  X  le 
point  d'intersection  des  rayons  sphériquesPM,  QN.  Les  angles  XMN,XNM 
étantégaux,  le  triangle sphériqueXMN  est  isocèle,  et,  par  suite,  le  cercle 
décrit  de  X  comme  centre  sphùrique  et  passant  par  M  passe  aussi  par  K  ; 
ce  cercle  touche  d'ailleurs  en  M  et  N  les  cercles  P  et  Q  (823  ]  ;  donc  les 
poinlsMetNsontanti-homologues(968).  Inversement,  soient  MN  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  deux  points  anti-homologues  des  cerclesPet  Qet  X 
Te  pôle  du  petit  cercle  qui  touche  (968)  PetQen  M  etN;  les  grands 
cercles  PX  et  QX  passent  respectivement  par  les  points  de  contact  M  et  N 
(82:i)  et,  dans  ie  triangle  spliérique  isocèle  XMN,  il  y  a  égalité  entre  les 
angles  à  la  base  M  etN,  et,  par  suite,  entre  les  angles  que  MN  fait  avec 
P  et  0- 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  en  disant  (968)  :  Pour  que,  sur 
une  sphère,  un  cercle  L  criupe  deux  cercles  P  e(  Q  sous  des  angles  égaux 
[ou  supplémentaires),  il  faut  et  d  suffit  que  son  plan  contienne  le  sommet 
de  l'un  des  cônes  qui  passent  par  P  et  Q. 

Si  A,  B,  C  sont  trois  cercles  d'une  sphère  ayant  deux  à  deux  même 
axe  radical  (c'est-à-dire  dont  les  plans  passent  par  une  mémo  droite  K), 
et  si  un  autre  cercle  L  se  déplace  sur  lu  sphère  en  faisant  avec  A  un 
angle  constant  a.  et  avec  B  un  angle  constant  p,  ce  cercle  mobile  fera 
avec  C  un  angle  constant  y.  En  effet,  soient  L  et  Lj  deux  positions  du 
cercle  mobile.  A  coupant  L  et  L,  sous  le  même  angle  a,  son  plan  passe 
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par  le  sommet  S  de  l'un  des  canes  déterminés  pîir  L  et  L,  ;  pour  la  même 
riiison,  le  plan  du  cercle B  passe  par  S;  donc  le  point  S  appartlenl  à  la 
dro  to  K  et,  par  suite,  au  plan  du  cercle  C  qui,  dès  lors,  coupe  L  el  L, 
sous  le  même  angle. 

11  suit  delà  que,  si  un  cercle  L  se  déplace  sur  une  sphère  en  coiipanl 
respeclivement  deux  cercles  A  f  (  B  soiii^  des  angles  coiislnn/s  a.  cl  p,  ce 
cercle  mobile  reste  langent  à  deuc  cercles  fixes.  En  effet,  L,  étant  une 
position  particulière  du  cercle  mobile,  menons  par  la  droite  K,  commune 
aus  plans  A  et  B,  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  C  tangent 
à  L,  ;  le  cercle  mobile  devra,  dans  toutes  ses  positions,  taire  un  angle 
invariable  avec  C  d'après  le  théorème  précédent  ;  el  comme,  dans  la  po- 
sition particulière  L,,  il  touche  C,  c'est-à-dire  fait  avec  C  un  angle  nul 
(ou  égal  à  deuï  droits),  il  devra  toucher  C  dans  toutes  ses  posilions. 
D'ailleurs,  par  la  droite  K,  on  peut  mener  deux  plans  coupant  la  sphère 
suivant  un  cercle  tangent  à  L,  ;  donc  le  cercle  mobile  touche  constamment 
(Ifux  cercles  fiïes  C  et  C.  Observons  enlin  que,  les  cercles  A,  B,  C,  C, 
ayant  leurs  plans  passant  par  une  même  droite  K,  leurs  pôles  sont  sur  le 
grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cette  droite. 

PROBLÈMES  RELATIFS  AU  COMTACT  DES  CERCLES  SUR  LA  SPIIÈBE. 

970.  1°  Par  diui^r:  points  donnés  A  et  B,  mener  un  cercle  langent  u  un 
grand  cercle  d'inné  Hh  {fig.  183))- 

La  solution  est  analogue  à  celle  du  problème  correspondant  de  Géo- 
métrie plane.  On  joindra  A  et  B  par  un  arc  de  grand  cercle  qu'on  pro- 
longera jusqu'à  sa  rencontre  C  avec  KL.  L'inconnue  de  la  question  est  le 
point  T  où  le  cercle  demandé  touche  KL,  Or,  la  lonsueurCT  tîlant  éj.-ale 
è  celle  de  Ja  tangente  sphérique  menée  du  point  C  à  un  cercle  quel- 
conque tracé  par  A  et  It  sur  k  sphère,  on  déterminera  cette  longueur 
A  l'aide  d'un  cercle  mené  à  volonté  par  A  et  B,  puis  on  la  portera  sur  KL 
enCT  ou  CT',  ce  qui  donnera  deux  solutions. 

a''  Par-  deux  points  donnés  B  et  C,  mener  un  cercle  langent  à  un  petit 
cercle  donné  0  [fig.  iSSj). 

Le  tracé  est  le  même  qu'en  Géométrie  piano.  Par  B  et  C,  menez  un 
cercle  quelconque  qui  coupe  le  cercle  donné  0  on  deux  points  D  et  E, 
et  du  point  M,  intersection  des  grands  cercles  BC,  DE,  menez  deuï  arcs 
de  grand  cercle  tangents  au  cercle  0;  A  et  A'  étant  les  poinU  de  contact, 
il  suffira  do  mener  des  cercles  par  B,C,  A  etpar  B,  C,  A',  pour  avoir  les 
deux  solutions  du  problème. 

971    Mener  an  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnas  sur  In  sphcie. 
Le  raisonnement  et  la  construction  sont  (es  mêmes  qu'au  n"  40);  il  suffit 
de  remplacer  les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle;  il  y  a  huit  solutions. 
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1(73.  Décrire  sur  une  sphère  un  cercle  X  qui  coupe  trois 
cercles  donnés  A,  C,  C,  soin  des  angles  donnés  v.,  3,  y. 

Le  cercle  X,  coupant  A  et  B  sous  des  angles  constants  a  et  p,  est  lan- 
gent à  deux  cordes  dont  les  pôles  sont  sur  le  grand  cercle  qui  contient 
les  pôles  de  A  et  de  B(969).  En  considérant  de  même  A  elC,  puis  Bel  C, 
on  ^oit  que  le  cercle  X  doit  être  langent  à  six  cercles.  Il  suffira  donc, 
pour  le  déterminer,  de  connaître  trois  de  ces  six  cercles  et  de  leur  appli- 
quer le  problème  préràdent.  Voici  comment  on  obtient  l'un  des  six  cercles, 
par  exemple  l'un  des  cercles  relatifs  au  couple  (A,  B).  Ce  cercle  doit 
toucher  tout  cercle  L  qui  coupe  A  sous  l'angle  a  et  B  sous  l'angle  ^;  il 
sufTira  donc  d'avoir  trois  de  ces  cercles  L.  Or,  pour  avoir  un  cercle  L,  on 
se  donnera  à  volonté  son  rayon  sptiêrique,  et,  alors,  son  pôle  sera 
à  des  distances  spliériques  déterminées  des  pôles  des  cercles  A  et  B. 

Le  problème  correspondant  de  Géométrie  plane  a  été  traité  au  n°  fOS 
comme  application  de  la  méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques.  On  pourrait  le  résoudre  exactement  par  les  principes 
appliqués  ci-dessus  en  remplaçant  les  arcs  de  grand  cercle  par  des 
droites. 

Ejilin  la  méthode  précédente  s'étend  également  au  problème  analogue 
relatif  aux  sphères.  On  voit  aisément  que  la  sphère  variable,  assujettie 
à  couper  deux  sphèrea  sous  des  angles  constants,  reste  tangente  à  deux 
npkéres  fixes  dont  le.s  centres  sont  sur  ta  droite  des  centres  des  sphères 
données.  Dès  lors,  la  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  sous  det 
angles  donnés  doit  toucher  douze  sphères,  dont  quatre  (932)  suffiront 
pour  la  trouver. 

Le  triple  problème  dont  nous  menons  d'esquisser  la  solution  a  occupé 
divers  géoiïiètres;  mais  il  avait  été  résolu,  dès  1826,  par  Steiner  (Jour- 
nal de  CreUe,  t.  I)  et  par  Heegmann  (Mémoires  de  la  Socieié  det 
Scieuces  do  Lille). 
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LIVRK  VIII. 

LES  COURBES  USUELLES. 

§  I.  -  PROPUlfiTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'ELLIPSE. 

973,  L'ellipse  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de 
son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  (fig.  Su), 
les  deux  points  fixes  étant  E  et  F'  et  1»  longueur  donnée 
étant  représentée  par  la  droite  AA',  on  a  pour  lont  point  M 
de  l'ellipse 

ME  +  MFrr^AA'. 

D'après  cela,  pour  décrire  une  ellipse  A' un  iiioi/vniienf  con- 
tinu, on  plante  sur  la  feuille  de  dessin,  en  F  ei  en  F',  deux 


épingles  qu'on  entoure  d'un  fil  sans  fin  [c'esl-à-dirc  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis),  auquel  on  donne  la  longueur  totale 
FF'  -t-AA'.  On  tend  constaninienl  ce  fil  à  l'aide  d'un  crayon 
que  l'on  fait  mouvoir  sur  le  papier  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ra- 
mené au  point  de  départ.  La  pointe  du  crayon  trnre  évidem- 
ment l'ellipse  demandée;  car,  pour  une  position  quelconque 
.11  de  cette  pointe,  on  a 

FF'  -i-  MF  4-  MF'=  FF'  +  AA'     ou     MF -i-  MF'  ^  AA'. 

F,.  Cl  liK  C.  —  7r.  c!,-  Giiom.  {  li-  P.irlie),  I9 
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Le  procédé  qu'on  vieni  d'indiquer  esl  surtout  applicariio 
sur  le  terrain  :  on  remplace  alors  les  épingles  par  des  piquets, 
ie  fil  pnr  une  corde  et  le  cravon  par  un  jalon.  Nous  meniion- 
nerons  plus  loin  d'autres  tracés  bien  préférables  au  point  de 
vue  de  l'exécuiion  des  épures. 

Les  poinls  F  et  F'  sont  les  foyers  de  Tellipse,  les  droites  M  V 
et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M,  La  longueur  loii- 
stante  AA'  est  ordinairement  représentée  par  ia. 

La  dislance  FF'  ou  distance  focale  esl  représentée  par  2r. 
L'existence  du  triangle  MFF'  eniraîne  alors  la  condilion 
2C   iia  ou  c'-'ji. 

Ln  rapport- est  Vexceii/iicilé  de  l'ellipse.  Cette  oxcctU:!- 

Jité  peul  varier  de  o  à  i .  Pour  c  =  o,  elle  esl  nulle,  les  foyers 
se  confondent  et  l'ellipse  devient  un  cercle  de  rayon  a.  Pour 
t,'  — n,  l'excentricité  esl  égale  à  i,  et  l'ellipse  se  réduit  à  la 
portion  de  droite  FF'~2<i.  Entre  ces  deux  limites,  l'ellipse 
se  rapproche  d'autani  plus  de  la  droite  FF'  (|ue  son  exccnti  i- 
eilé  esl  plus  grande. 

971.  On  peul  aussi  tracer  l'ellipse  par  points. 

En  effet,  marquons  Ifig.  5 12}  le  milieu  Ode  la  distance  focale 


FF'  et,  de  part  ei  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  —  OA'  :=  a, 
puis  un  point  quelconque  K  sur  AA',  Si  des  points  F  et  F' 
comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  AK 
et  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  M'  appartiendront  à  l'ellipse,  puisqu'on  aura 
MF  +  MF'  3-^  M'F-i-M'F'  -- AK  +  A'K  1- an. 
La  dislance  des  centres  FF'  étant  toujours  moindre  que  la 
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M)mme  2«  des  rnyoïis,  il  suffit,  pour  l'inlersection  des 
(louK  circonféreLices,  qu'on  oit,  en  supposant  K  il  droite 
do  0, 

rF'>.VK-AK     ou     ■2c>o.a-2\W. 

La  condition  cliprchée  est  donc  AK  >  «  —  <>  ou  ÂK  >  .VF. 

D'ailleurs,  on  peul  échanger  les  centres  Tel  T'  sans  modi- 
lier  les  rayons  employés,  de  manière  à  obtenir  pour  chaque 
point  K  quatre  points  M  el  M',  N  et  N'  de  l'ellipse.  Les  li- 
hiiies  des  positions  du  point  K  sont  alors  l'un  des  foyers  F  ci 
le  poiidO.  Tout  cela  résulte  immédialementde  la  symétrie  de 
réqualion  de  condition  MF-t-  MF'=  aw  par  rappori  auv  deux 
rayons  vecieurs  d'un  même  point. 

Si  le  point  K  est  en  0,  les  poinls  correspondants  de  l'ettipse 
sont  en  B  ei  en  B'  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
IT'  par  son  milieu.  Si  le  point  K  est  en  F,  les  deux  points 
correspondants  de  l'ellipse  sont  en  A  et  en  A',  Le  rayon  vec- 
ti'ur  minimum  est  \F  ou  «  —  <:,  le  rayon  vecteur  luaxiuium 
est  A'F  ou  rt  +  c. 

TIIÉOUÈME. 

973.  L'ellipse  a  :  \"  fioiir  axes,  la  droite  KK'  qui  passe  par 
ses  deux  foyers  el  la  droite  RIV  perpendiculaire  au  milieu  de 
ta  première  ;  ï"  pour  centre,  l'inlerseclion  de  ces  deux  droites. 

On  appelle  a.rt  d'une  courbe  toute  droite  par  rapport  à  la- 
quelle les  divers  points  de  celte  courbe  sont  symétriques  deux 
à  deux;  on  appelle  centre  d'une  courbe  tout  point  par  rapport 
auquel  les  divers  poinls  de  celte  courbe  sont  symétriques 
deux  à  deux  (G38). 

1°  Soi l  M  un  point  de  l'ellipse  [fi g-  5  [3);  on  aura 
MF-hMF'  =  =rt. 
Supposons  alors  que  le  plan  de  la  ligure  fasse  une  demi-révo- 
iulion  autour  de  AA'.  Dans  ce  mouvemeni,  les  foyers  restent 
lises,  le   point  M  vient  dans   la  position   symétrique  Jl,  et, 
comme  le  triangle  MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a 

c'est-à-dire  que  le  ])oini  H,  apparlient  à  l'ellipse.  Donc  à  tout 
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point  M  de  l'ellipse  correspond  un  point  M„  symétrique  fie 
M  par  rapport  à  AA'. 

Si  le  plan  (le  la  figure  fait  de  même  une  demi-révoliilion 
nuiour  de  RB',  les  foyers  ne  font  que  s'échanger,  le  poinl  M 
vient  dans  la  position  symétrique  M,  el,  comme  le  Iriangle 
MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a  encore 

ce  qui  montre  qu'à  loul  poinl  M  de  l'ellipse  correspond  un 
autre  point  Mj  de  la  courbe,  symétrique  de  M    par  rapport 


2"  L'autre  partie  de  la  proposition  n'est  qu'un  cas  p.irtieu- 
11er  de  ce  théorème  plus  général  :  Quand  une  courbe possèJt^ 
deux  axes  i-eclangulaires  xx'  et  yy\  leur  inlersection  0  est 
lin  centre  de  la  courbe  [Jig.  5i4). 

Soient  M  un  poinl  de  la  courbe,  M'  son  symétrique  par  rap- 
port au  point  0,  et  N  l'intersection  des  parallèles  menées  rei^:- 
peciivement  aux  deux  axes  par  les  points  M  et  M'.  L'égalité 
des  triangles  rectangles  MOP,  OM'P'  donne 

MP=^tOP'  =  PiV     et    M'P'  =  OP=l"N. 

Le  point  N  est  donc  à  la  fois  symétrique  de  M  par  rapport 
à  xx'  et  symétrique  de  M'  par  rapport  à  7/.  Or,  le  point  N 
étant  sur  la  courbe  comme  sjmé.irique  de  M,  le  point  M'  en 
fiiii  aussi  partie  comme  symétrique  de  N.  Donc  à  tout  point  AI 
de  la  courbe  correspond  un  point  W  symétrique  de  M  par 
rapport  à  0. 

Il  résulte  de  là  que  le  milieu  0  de  la  dislance  focale  f  F'  esî 
un  cenlrede  l'ellipse- 
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On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  dîreclement  comme  il  suii 

[fis-  5'5)- 

Soient  M  un  point  de  l'ellipse  et  M'  son  symétrique  par  rap- 
port à  0;  menons  les  rayons  vecteurs  de  ces  points.  Les  dia- 
gonales MM' et  FF' se  coupant  inutuelleraenl  en  parties  égales, 
le  quadrilatère  MFM'F'  est  un  parailélogramme,  et  le  point 
M'  opparlienl  a  l'ellipse  en  vertu  de  l'égalité  des  deux  coii- 
lours  FMF'  et  FM' F'. 
CoROLLAinKS. 

970.  On  appelle  longueurs  des  axes  de  l'ellipse  les  longueurs 
AA'  et  BB'  interceptées  sur  ces  axes  par  la  courbe  [fig.  5i3]. 
La  longueur  du  premier  axe  AA'  est  donc  (971)  égale  à  2<t, 
la  longueur  du  second  BB'  est  représentée  par  aé. 

La  perpendiculaire  BO(y7^.5i3)  étant  moindre  que  l'oblique 
BF  =  rt,  oiia 

AA'  est  dit  alors  le  grand  axe  et  BB'  le  pelii  axe  de  l'ellipse. 

Les  extrémités  A  et  A',  B  et  B'  des  deux  axes  sont  appelées 
\^%  sommets  de  la  courbe. 

Le  triangle  rectangle  BOF  [fig.  5i3)  donne  (i':=è'  +  c', 
relation  qui  permet  de  déterminer  l'une  des  trois  quantités 
a,  h,  c,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 

977.  Quand  ors  donne  les  longueurs  a  et  h,  il  est  facile  de 
déterminer  graphiquement  les  foyers  :  on  n'a  qu'à  décrire  de 
l'exlrémilé  B  du  petit  axe  comme  centre  (^g.  5i3],  avec  un 
rayon  égal  à  a,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  grand  axe  aux 
deux  foyers  F  et  F'. 

THÉORÈME. 

978.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'el- 
lipse, la  somme  de  ses  dislances  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
oa plus  grande  que  ia. 

Soit  d'abord  (^g-.  5i6)  un  point  N  intérieur  à  l'ellipse.  Joi- 
gnons ce  point  aux  deux  foyers,  prolongeons  F'N  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  en  M,  et  menons  MF.  Un  théorème 
connu  donne  immédiatement 

NF    -NF'<MF-h-MF'     ou     NF -f  NF'<a«. 
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?oU  de  même  un  (loinlN'  oxléiieurà  l'ellipse.  Joignons  c(^ 
loini  aux  di?u\  foyers;  NF'  coupaiil  la  courbe  au  point  !\!, 


menons  MF,  Ens'appuyanlsur  le  même  ihéorcme,  on  aura  ici 
N'F-^N'F'>MF  +  MF'     ou     N'F  +  N'F'  >  ia. 

COHOLI.AIRE. 

979.  Le  iliéorème  précédent,  rapproché  de  la  déOniiion  de 
l'ellipse,  rournil  un  criiérium  pour  juger  de  la  posîlion  d'un 
point  quelconque  du  plan  de  la'couibe  par  rapport  à  cette 
courbe  supposée  non  iracée.  Siiivanl  que  la  somme  des  dis- 
laiiCf'S  d'un  jioirit  aux  deux  foyers  esl  sii/iérietire,  égale  ou 
inférifure  à  2ir,  ce  point  esl  Iton  de  la  courbe,  sur  la  courue 
ou  dans  son  ûitéi  leur. 

THÉORÈME. 

!)8ft.  La  lanfÇfnle  à  l'ellipse  fuit  des  angles  égaux  avec  Its 
rfi)Ons  vecleuis  du  point  de  coiilact,  extérieuri-menl  à  leur 
u'ig'e. 

Prenons  sur  l'i.'llipse  {fg.  5i  7  )  deux  points  voisins  M  et  M'  ; 
menons  la  sécanieMM'Set  les  rayons  vecteurs  des  deuK  poinis 
Met  M'.  Portons  sur  F'M  une  longueur  F'D  =  F'M'  et  sur 
FM  une  longueur  i-'C  —  FM'.  Le  segment  MD  représente  alors 
i'iiugnionlalion  que  suliil  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F' 
quajid  on  p^sse  du  point  M  au  point  M',  et  MC  la  diminution 
que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  quand  on  passe  du 
même  point  AI  au  même  point  M';  comme  la  somme  des 
rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse  reste  constante,  Ml)  est 
égal  à  MC. 

Cela  posé,  d'un  point  quelconque  G  de  la  sécanie  MM'S, 
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menons  aux  droites  M'D  et  M'O  des  parallèles  GI  ei  GH  jus- 
qu'à la  rencontre  des  rayons  vecteurs  du  poinl  M.  Le  quadri- 
latère GIIMI  étant  semblable  au  quadrilatère  M'CMD  (208), 
régalité  de  MD  et  de  MC  entraîne  celle  de  MI  et  de  MH. 
D'ailleurs,  les  droites  GH  et  GI,  étant  parallèles  aux  bases  M'  (', 
ei  M'D  des  triangles  isocèles  CFH',  DF'M',  sont  perpendicu- 
laires aux  bissectrices  de  leurs  angles  au  sommet. 

Quand  le  point  mobile  M'  se  rapproche  du  point  fixe  M,  la 
sécante  MM'  S  tend  vers  la  tangente  au  point  M.  Les  bisscc- 
Irices  des  angles  CFM',  DF'M',  ayant  alors  pour  limites  le.'i 
rayons  vecteurs  FM,  F'M  du  point  M,  les  droites  GH  et  Gl  oni 
elles-mêmes  pour  limites  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  G  sur  ces  rayons  vecteurs.  D'ailleurs,  pendant  ce  mou- 
vement, MH  et  MI  varient  en  restant  égaux  entre  eux. 


On  voit,  d'après  cela,  en  passant  à  la  limite,  que  ce  qui  ca- 
ractérise la  tangente  MT  au  point  M  [fig.  5i8),  c'est  que,  si, 
d'un  point  quelconque  G  de  celte  droite,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires GII  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  MF  et  MF'  du 
point  M,  on  ait  MH  =  ML  Les  triangles  rectangles  MGH,  MGI 
sont  alors  égaux,  et  il  en  est  de  même  des  angles  GMH,  GMi. 
ta  tangente  à  l'ellipse  est  donc  bissectrice  de  l'angle  formé 
par  l'un  des  rayons  vecteurs  dit  point  de  contact  et  le  pro- 
longement de  Vautre  rayon. 

L'angle  F'MT,  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'angle  GMI, 
k'S  deux  angles  GMH  ou  FMT  et  FMTi  sont  égaux,  ce  qui  vô- 
rifie  !e  premier  énoncé  du  théorème. 

Corollaires. 
981.  La  droite  Ti^,  qui  joint   un  foyer  F'   de  l'ellipse  au 
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symétrique  <p  de  l'attire  foyer  F  par  rapport  à  une  lanç^etite 
quelconque  Tl\  ,  pusse  pur  le  point  de  contact  M  de  cette 
tangente  et  est  égale  à  la  longueur  2a  du  grand  axe  {,fig-5'()]- 
En  effel,  joignons  le  point  de  coniact  M  aux  points  F',  F  ei  9, 
et  désignons  par  K  le  point  où  Ft^  rencontre  la  tangente  TT,. 
I.' égalité  des  triangles  MKF,  MKiji,  qui  ont  un  angle  droit  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux  entraine  celle  des  angles  KMF, 
Fig.  519. 


/ 
/ 


:;  ./ 

7^ 

r 

1 

KMç;  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  précédent,  le  prolonge- 
ment de  F' .M  doit  faire  avec  MT  un  angle  égal  àKMF;  donc  le 
prolongement  de  F'M  n'est  autre  que  Mp,  ce  qui  démontre 
la  première  partie  de  l'énoncé.  D'autre  part,  les  mêmes  trian- 
gles donnent  Mcp  =  MF,  d'où  l'on  déduit 

F>  =  FM  -+-  Mo  -=  F'M  4-  MF  —  2a. 

982.  7'ous  les  points  de  la  tangente  à  l'ellipse  sont  exté- 
rieurs à  la  courbe,  sauf  le  point  de  coniact. 

iLn  effet,  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  Fcp,  un  point  quelconque  Ti  de  cette  droite  est  équidislani 
de  F  et  de  ç.  On  a  donc,  d'après  le  triangle  F"!',-^, 

'r,9  +  T,F'     ou     T,F4-T,r'>F'9     ou     2«. 

Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M,  sont 
donc  extérieurs  à  l'ellipse  (979). 
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La  langenle  en  un  point  d'une  courbe  peut  couper  la  courbe 
en  d'autres  points;  mais  elle  a  nécessairement  (111)  avec  ia 
courbe  au  moins  un  point  commun  de  moins  que  les  droites 
qui  en  ont  le  plus.  De  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  il  résulte 

donc  qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  l'ellipse  en  plus  de 
deux  points,  c'est-à-dire  que  iellijise  est  une  courbe  comexe. 

983.  Si  l'on  mène  au  point  M  {fig.  5i8]  la  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  F'MN  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale 
à  l'ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vec- 
teurs du  point  de  contact. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'ellipse  se  confond  avec  l'axe 
correspondant,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 
de  sorte  que  la  courbe  est  inscrite  dans  le  rectangle  construit 
sur  ses  axes. 

Les  propriétés  précédentes  justifient  la  dénomination  de 
foyer.  L'angle  d'incidence  et  l'angle^de  réflexion  étant  égaux, 
les  rayons  lumineux,  sonores  ou  calorifiques,  qui  parlent  de 
l'un  des  foyers  F  d'une  ellipse,  viennent,  en  vertu  d'une  loi 
physique,  après  leur  réflexion  sur  la  courbe,  converger  h 
l'autre  foyer  F'. 

TIIÉOKÈMK, 

'J8i.  Le  lieu  des  symétriques  <^  de  l'un  des  foyers  F  de  l'el- 
lipse par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  décrit  de  l'autre 
foyer  V  comme  centre,  avec  la  longueur  ia' du  grand  axe 
pour  rafon  {fig.  ^ig)- 

D'abord,  tout  point  9  du  lieu  est  sur  le  cercle  en  question, 
puisque  (981)  F'cp  est  égal  à  7.a. 

Inversement,  tout  point  <j)  de  ce  cercle  est  le  symétrique 
de  F  par  rapport  à  une  certaine  tangente  à  l'ellipse  qui  a  F 
et  F'  pour  foyers  et  le  rayon  F'9  pour  la  longueur  de  son  grand 
axe.  En  efl'et,  soit  M  le  point  où  F'9  rencontre  la  perpendicu- 
laire TT,  sur  le  milieu  K  de  F9.  L'égalité  des  triangles  KMF, 
KMu>,  qui  ont  un  angle  droit  compris  entre  deux  côtés  égaux, 
donne  MF  =  M  9,  d'où  l'on  déduilMF'  -i-  MF  =  MF'  +  M  9  ^  F"<f  ; 
donc  (979)  le  point  M  appartient  à  l'ellipse.  Les  mêmes  trian- 
gles entraînent,  en  outre,  l'égalité  des  angles  KMF,  KMo,  et 
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par  suite  celle  des  angles  KMF,  TiMF.  Donc,  la  droÎTe  TT,  esl 
la  tangente  à  l'ellipse  en  M  (980).  Donc,  enfin,  le  point  9  du 
cercle  est  ie  symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  KT,, 

On  donne  au  cercle  T'tp  ie  nom  de  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F'.  Au  foyer  F  répond  anssi  un  cercle  directeur  de 
même  rayon  -y.a. 

TEiÉORÈME. 

033.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses 
tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  qraud 


e  comme  diamètre. 


Fie.  .'iîo. 


Soient  {Jig.  5io)  F  et  F' les  deux  foyers,  K  la  projection  du 
foyer  F  sur  une  tangente  quelconque  IT,  et  ç  le  symétrique 
de  F  par  rapport  à  cette  tangente.  Le  coté  F'9  du  triangle 
FF'(p  étant  égal  à  -la  (981),  la  droite  OK  qui  joint  les  milieux 
des  deux  autres  cô.tés  est  égale  à  a.  Le  point  K  appartient 
donc  à  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

Réciproquement,  tout  point  K  de  celle  circonférence  esl  la 
projection  de  l'un  des  foyers  F  sur  une  tangente;  car,  si  l'on 
prolonge  FK  d'une  quanlité  Ki^  =  KF,  on  aura 

F'9:T-^aOK=z2((. 

Par  suite  le  point  9  appartient  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F',  et  l'on  a  démontré  au  n"98ique  tout  point  de  ce  cercle 
est  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  une  tangente  à  l'ellipse. 
Le  cercle  OK  est  dit  le  cercle  principal  de  i'eilipse. 

SCOLIE. 

986.  Si  le  sommet  d'une  équerre  décrit  le  cercle  principal 
d'une  ellipse,  pendant  que  l'un  de  ses  côtés  passe  constam- 
ment par  an  foyer  de  la  courbe,  l'autre  côté  de  l'équerre  lui 
reste  toujours  tangent. 
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987.  i"  Le  lien  des  points  éi/iiiilislaïUs  d'un  cercle  de  centre 
F'  et  d'un  fioinl  iulérieiir  F  est  une  ellipse  dont  les  points  F 
('(  F'  sont  les  foyers  et  dont  le  f^rand  /ixe  est  égal  au  rayon 
du  cercle  [fig.  ^if}}. 

En  effet,  soit  M  un  point  du  lieu;  sa  ilislance  à  la  circonfé- 
rence est  égale  au  segment  Mf  obtenu  en  prolongeant  le 
rayon  F'M  jusqu'à  sa  rencontre  avec  cette  ligne.  On  a  don.; 
MF  =  M9,  et  par  suite  F'M -+- JVIF=  F'M  + My -=  F'ç.  Le 
point  M  appartient  donc  à  l'eilipse  définie  dans  renoncé. 

Inversement,  tout  point  M  de  celle  ellipse  esl  équidistaiit  de 
la  circonférence  et  du  point  F;  car,  puisque  F'M-h  jVIF  est 
('■gai  à  F' ç,  c'est-à-dire  à  F'M  -nM^p,  c'est  que  MF  est  égal  à  Mo. 

i"  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  Heu  est  per- 
l>endiculuire  sur  .le  milieu  K  de  lu  droite  gui  joint  le  point 
intérieur  F  «  l'extrémité  ç  du  rayon  F'M  passant  par  M. 

Eli  effet,  la  tangeirte  doit  être  également  inclinée  sur  MF 
et  MF',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  être  la  bissectrice  <le 
l'angle^MF,  el.cominecelriangleest  isocèle,  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  la  base  F^. 

988.  De  là  résulte,  pour  l'ellipse,  un  nouveau  tracé  dounniil 
à  la  fois  le  point  et  la  tangente  : 

De  l'un  des  foyers  F',  comme  centre,  décrivez  un  cercle  de 
rayon  égal  à  la;  joignez  l'autre  foyer  V  à  un  point  quel- 
conque ç  de  ce  cercle,  et  menez  la  perpendiculaire  TT,  sur  le 
milieu  de  Fç;  cette  perpendiculaire  coupe  le  rayon  F'9  en  un 
point  M  du  lieu,  et  elle  esl  en  outre  ta  tangente  en  ce  point. 

l'IiOBLÈME. 

i)S'.).  Mener  une  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  donné. 

1"  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe,  on  le  joint  aux 
deux  foyers  [fïg.  5i8),  et  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle 
FMI  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolonge- 
ment MI  de  l'autre  rayon  MF'  [980). 

2°  Si  le  point  donné  P  esl  extérieur  à  l'ellipse  [fg-  Ssi), 
on  remarque  que  la  question  serait  rrsolue,  si  l'on  connais- 
sait le  symétrique  9  de  l'un  des  fuycrs  F  par  rapport  à  la  laii- 
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^enie  cherchée  ;  car  on  aurait  des  lois  celle  langente  en  abaip- 
sanl  de  P  une  perpendiculaire  TT,  sur  f  y  :  la  droite  T'I', 
couperait  d'ailleurs  F'9  au  point  de  contact  M  (088).  Or,  le 
point  tp  se  trouve  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  relatif  au 
fover  F' {984).  et  sur  le  cercle  de  centre  P  et  de  ravon  VF. 

Pour  que  ces  deux  cercles  se  coupent,  c'esl-à-tlire  pour  que 
le  triangle  F'Pç  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  côtés 
PF',  P:p  =;  PF,  F'ç  =;  an,  soit  moindre  que  la  somme  des  Jeux 
autres;  de  là  les  inégalités 

PF'<  2«  +  PF,     PF<2a  -r-  PF,     la   "?¥ -h  VF. 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  d'elles-mêmes,  puisque  i-i 
est  jilus  grand  que  c  et  que  le  triangle  PFF'  donne 
PF'<2CH-PF,  PF<2t-HPF'; 

il  ne  resle  donc  que  la  troisième  condition,  qui  [079)  exprime 
ue  le  point  P  doit  être  extérieur  à  l'ellipse. 


Comme  les  circonférences  tracées  se  coupent  en  deux  points 
<p  et  (pi,  il  y  a  deux  solutions  qui  se  réduisent  à  une  seule  lors- 
qu'on a  PF  +  PF'  ^la,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  P  est  sur 
la  courbe. 

COHOLLAIHBS. 

990.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  lan^euics 
menées  du  point  P  à  l'ellipse  soient  à  aiigle  droit. 
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Si  les  deux  tangentes  TT,,  T'T, ,  menées  du  point  P,  sont  ;i 
angle  droit  [fig.  Saa),  comme  elles  sont  respectivement  per- 
pendiculaires sur  le  milieu  des  droites  Fç,  F9,,  l'angle  çFç, 
de  ces  deux  droites  doit  être  lui-même  un  angle  droit.  Cet 
angle  étant  inscrit  dans  la  circonférence  PF  dont  le  centre  est 
P,  la  droite  ipifi  est  un  diamètre  de  cette  circonférence,  et  P 
est  le  milieu  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  dans  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F', 
par  un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  fixe  F.  Or, 
si  l'on  joint  le  point  P  aux  foyers  F  et  F',  on  a  P9  —  PF,  et  le 
triangle  rectangle  F'Po  donne  alors 

PP'  -i-  P^'  =  Pf'  +  Pf'  =  ¥0   rz,  4a'. 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  F 
el  F'  étant  constante,  le  lieu  des  sommets  P  des  ang/t^s  droits 
circonscrits  à  l'ellipse  est  une  circonférence  concentrique  A 
celte  courbe  (932).  Le  rayon  de  ce  cercle  est  d'ailleurs  égal  à 
Vrt'-i- /)',  puisque  les  sommets  du  rectangle  construit  sur  les 
axes  appartiennent  évidemment  au  lieu. 

991.  Les  tangentes  VM,  PM',  menées  à  l'ellipse  par  un  point 
extérieur  9,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  vont 
du  point  P  aux  deux  foyers;  la  droite  qui  va  du  point  P  à 
l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact  M 
H  W  [fig.  5^3). 


Menons  les  deux  cercles  directeurs  de  l'ellipse,  cp  étant  le 
sjinétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  PM  et  ç'  le  symc- 
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li'ique  dfi  F'  par  rapporl  à  la  langeiile  PSI',  les  deux  triangles 
l'F^'  ei  PF'9  sont  égaux  comme  oyaiil  leurs  iroi^  côlés  égaux 
chacun  à  cliacuu.  Les  angles  FP9''et  F'Pç  soiil  donc  égaux. 
Si  l'on  enlève  la  partie  commune  FPF',  les  vestes  FP9,  F'P-^', 
sont  égaux,  ainsi  que  leurs  moitiés  MPF,  M'PF'. 

En  second  lien,  régnlilé  des  triangles  PF9',  PF'y,  entraîne 

celle  des  angles  PFœ',  PcpF'.  Mais  les  deux  triangles  l'M^, 

PMF  émut  égnux,  l'angle  Ptp  F'  est  anssi  égal  à  l'angle  PF.M, 

ei  Iti  druLie  PF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFM'. 

PROBLÈME. 

9i)i!.  Mener  à  l'ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  ilroil<- 
donné.: 

Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  symétrique  <^  de  l'un 
des  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point 
est  à  i'intcrsecUon  du  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  {984} 
et  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  F  sur  la  droite  don- 
née DU  '  [fig.  ~>-}.\' .  Cette  perpendiculaire  coupe  toujours  le 


'W 


cercle  I"  en  deux  points  ?  et  oi,  puisque  lo  point  F  est  inté- 
rieur à  ce  cercle.  Les  perpendiculaires  TT,  et  T'T;  élevées  '.y\\\ 
droites  F9  et  F<pi  par  leurs  milieux  sont  les  tangentes  de- 
n)andées,  et  leurs  points  de  contact  M  et  M'  sont  à  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  rayons  F'ip  et  F'^,  (98^;. 


,  Google 


,vs  coutinps  iisiiEr.r.n; 


993.  Les  deux  points  de  contact  M  et  M'  des  deux  tangentes 
parallèles  TT,,  T' T,  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  0 
de  l'ellipse. 

En  effet,  les  triangles  FMy,  FM'^,,  ajF'fp,  sont  des  iriangles 
isocèles  ayant  tous  un  angle  égal  à  la  base;  ils  soni  donc 
semblables  et  ont  leurs  côtés  parallèles.  La  figure  MFM'F' 
étant  un  parai lélogramme,  la  diagonale  MM'  passe  par  le  mi- 
lieu 0  de  la  diagonale  FF'  et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales. 

Inversement,  les  tangentes  menées  à  l'ellipse  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  sont  parallèles.  Car  le 
i]uadrilatère  MFM'F'  étant  dans  ce  cas  un  parallélogramme, 
puisque  ses  diagonales  se  coupent  en  parties  égaies,  les  angles 
FM9,  VWf,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  sont  égaux.  Il  en  est 
donc  de  même  de  leurs  moitiés  (980)  FMT,'9,M'T',  ce  qui  en- 
traîne le  parallélisme  des  tangentes  MT,M'T',  aux  points  M  et  M'. 

9!)i.  La  propriété  précédente  appartient  d'ailleurs  à  toutes 
les  courljes  3  centre.  Dans  toute  courbe  à  centre,  les  ian- 
génies  en  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  au 
centre  0  sont  parallèles  et,  par  suite,  équidistantes  du  centre. 

En  effet,  si  N  {Jig.  Sa5)  est  un  point  de  la  courbe  voisin 
(le  M,  et  N'  son  symétrique  par  rapport  à  0,  l'égalité  des 
triangles  MON,  M'ON',  prouve  le  parallélisme  des  cordes  ou 
sécantes  MN,  M'N',  et  leur  égale  distance  au  centre.  Quand  N 
tend  vers  M,  N'  tend  vers  M'.  Les  deux  sécantes  lournent 
donc  a  ta  fois  autour  des  points  M  et  M',  de  manière  à  devenir 
ensemble  tangentes,  en  restant  toujours  parallèles  et  équidi- 
stantes du  centre. 

9D3.  Les  points  K  et  R'  [Jig.  5^4)  appartiennent  au  cercle 
principal  de  Teilipse  (985].  Les  deux  segments  FK,  FK',  étant 
alors  ceux  d'une  corde  quelconque  de  ce  cercle  passant  par 
le  foyer  F,  leur  produit  est  constant.  On  peut  donc  dire  que  le 
produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant.  Si  l'on  mène  par  le  foyer  F'  la  corde  LL'  du  cercle 
principal  qui  est  parallèle  à  KK',  on  a  évidemment  FK'  — .  F'L, 
On  peut  donc  dire  aussi  que  le  produit  desdistances  des  deux 
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foyers  A  une  même  tangente  est  constniit.  Si  l'on  veut  con- 
naître celte  consiaiile,  il  suffil  de  considérer  la  langenie  à  l'uni; 
des  extrémités  du  pelil  axe,  ei  l'on  obtient  immcdiaiemeni  \ii 
carré  du  demi-peiit  axe  (•'  pour  sa  valeur. 

996.  Les  constructions  des  n'^  989  et  992  n'exigent  pas  qy\-c 
la  courbe  soit  tracée. 

PROKLÈJIE. 

997.  Étant  donnés  les  foyers  V  et  F'  et  te  grand  axe  AA' 
ellipse,   déterminer  ses  points   de  rencontre  avec  une 


droite  hD'  [fig.  5i6], 


Supposons  le  probième  résolu,  et  déterminons  le  symé- 
trique 9  du  foyer  F  par  rapport  à  DD'.  M  étant  fun  des  points 
de  rencontre  de  la  droite  DD'avec  l'ellipse,  onaura  Mç  =  MF. 
Prolongeons  F'M  d'une  longueur  MG  =  MF;  F'G  sera  égal 
à  AA',  et  le  point  G  appartiendra  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  V.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme  centre  avec  MF 
pour  rayon  passe  donc  par  les  deux  points  F  et  cp  et  est  lan- 
gentau  cercle  directeur  F'G.  La  question  est  ainsi  ramenée  à 
trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
nés F  et  qj  et  tangent  à  un  cercle  donné  F'G.  Nous  avons  ré- 
solu ce  problème  {202,  2°). 

Comme  le  foyer  F  est  intérieur  au  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F',  il  y  aura  évidemment  deux  solutions,  une  seuli- 
ou  zéro,  suivant  que  le  point  9  sera  lui-même  inlériour,  com- 
mun ou  exléi'icur  au  cercle  directeur  F'G.  La  droite  DIV  ton- 
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pera  donc  l'ellipse  en  deux  pniitls,  lui  sera  tauj^i-nle  ou  exté- 
rieure, suivant  les  mêmes  coiidUioiis  \' j. 

Corollaire. 

998.  Une  droite  ne  pouvant  rPticoiitrer  iinr  ellipse  en  plus  de 
deus points,  l'ellipse  est  une  courbe  convexe  (932). 

§  II.  —  IMIOPIUÉTÉS  l'"0ND.4MENTALES  DE  LIIYDKHDOLE. 

999.  h' liyberbole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  tlilTéreiice 
Jes  dislances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de  son 
planesl  égaleà  une  longueur  constante.  Ainsi  (_^g-.5a7),lesdeux 
points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur  donnée  étant  représentée 
par  la  droite  A.V,  on  aura  pour  tout  point  M  de  l'Iijperbole 

MF-MP^iiz\A', 
f^uivant  que  le  point  cotisidéi'é  sera  plus  éloigné  du  piiini  F  ou 
du  point  F'. 

D'après  cela,  pour  décrire  un  aro  d'iijperbule  d'un  niome- 


ineni  continu,  on  prend  une  règle  F'K  dont  on  fixe  l'une  des 
exlrémilés  au  point  F'  (yi"g.  527),  de  manière  qu'elle  puisse 
soulemenl  tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil  dont  la  longueur 
est  moindre  que  celle  de  la  règle  de  la  constante  AA'  est  fixé 


(';  Quand  la  droite  DO'  eat  tiingenle,  f  est  en  G;  end'uiitrei>  le 
aliirs  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  DD';  donc  DO'  esl  la  bi. 
l'angle  OMF,  ce  qui  fournit  une  féconde  diimonB  Ira  lion  de  lu  propt 
mentale  de  lalangente,  Mais  rette  démonstration  a,  ce mnie  beaucoup d 
ou  moins  ingénieuses,  le  torl  d'èlre  parliculi'èrs ;  celle  qne  nous  nvuni 
n'  980  est  bien  préférable,  car  elle  consiste  d.ins  l'application  à  le 
méthode  ^'i^iii^rs/e  pour  la  délermiualion  des  tangentes  danslesyslènii 
R.  el  DE  C.  —  TY.  rfe  Géom.  { II*  Partie). 
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par  l'une  lies  ses  extrûniiiés  au  poiiii  F el,  par  l'autre,  au  point  K. 
Si  l'on  lend  alors  conslammenl  ce  fil  le  long  de  la  règle  à  l'aide 
(l'un  crayon,  en  faisant  tourner  la  règle  autour  de  F',  la  pointe  du 
crayon  trace  un  arc  de  l'hyperbole  demandée  ;  car,  pour  une  po- 
sition quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a  (dans  le  cas  de  la  figure) 

MF  -  MF  =  [M¥  -4-  MR)  -   MFh-  MK)  =  AA'. 

En  prenant  pour  centre  de  rotation  de  la  règle  le  point  F,  ei 
en  allacliant  la  seconde  exlrémilé  du  fil  au  point  F',  on  obUeni 
la  seconde  partie  de  la  courbe.  Quand  la  règle  est  au-dessus 
ile  FF',  le  fil  doit  être  tendu  contre  son  arête  inférieure;  c'est 
l'inverse  quand  la  règle  est  au-dessous  de  FF'. 

On  voit  que  l'hyperbole  est  formée  de  deux  parties  qui  ne 
peuvent  avoir  aucun  point  commun,  puisqu'on  a  toujours,  pour 
la  partie  de  droite  de  la  figure,  MF' ]>  MF,  cl  pour  celle  de  gauche, 
MF>Mr'.  Chaque  partie,  c'est-à-dire  chacune  des  deux  bran- 
ches, s'étend  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  la  droite 
FF'  ;  rien  ne  limite  en  effet  l'éloignement  des  points  obtenus  sur 
la  courbe,  que  la  longueur  même  de  la  règle  et  du  fil  employés. 

1001),  Les  points  F  et  F'  sont  ies  foyers  de  l'hyperbole,  les 
droiies  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  lon- 
gueur A  A'  estordinairementreprésentéeparaa.LadistanceFF' 
se  nomme  (//sMnce/oca/e  et  on  lareprésenteparàc.  L'existence 
du  triangle  MFF"  entraîne  la  condition  2c>  ?.«  ou  c>-rt. 

Le  rapport  -  est  ['exventricilé  de  l'hyperbole.  Cette  excen- 
tricité peut  varier  de  i  à  c»  ,  Pour  c  =  a,  elle  est  égale  à  i ,  et 
l'hyperbole  se  réduit  aux  deux  portions  de  la  droite  FF'  qui 
sonlséparées  par  la  distance  FF';  pour  «  =  o,  elle  est  infinie, 
et  l'hyperbole  se  réduit  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  mi- 
lieu de  FF'.  Entre  ces  deux  limites,  l'hyperbole  se  rapproche 
d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  l'excentricité  est  plus  petite. 

1001.  On  peut  aussi  tracer  l'hyperbole  par  points  [Jig.  SaS). 
En  effet,  marquons  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  et, 
de  pan  et  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  =  OA'  =  a,  puis  un 
point  K  quelconque  sur   le  prolongement  de   OA.  Si   des 
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points  F  el  F'fomme  cenire,  avec  des  rajons  rosperalvomem 
cgaux  a  AK  el  a  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs 


Fifi.  5a3. 


poinls  d'inlerseclion  M  et  M' appartiendront  ii  l'Iiyperbolo  car 
on  aura  ' 

Mf'-MF=M'P-.M'F  =  A'K-AK  =  so. 

,  'fj.'^"""'  ''"'  """«  FF'  élMl  toujours  plus  grande  que 
la  différence  »»  des  rajons,  il  suflit,  pour  l'intersection  des 
deux  circonférences,  que  celle  distance  soit  moindre  que  la 
somme  des  rajons,  c'esl-à-dire  qu'on  ait 

FF'<4K  +  A'K     ou     2c<aAK+,.a. 
La  condition  eliercliée  est  donc 

AK>c_a  ou  AK>AF. 
Comme  on  peut  échanger  les  centres  sans  modifier  les 
?r';°''T°  ''°'°"'  l"™"  l'obtenir  quatre  points  M 
el  M  ,  N  el  N  de  l'iijperbole.  Le  point  K  doit  seulement  être 
au  deladupoinlF,  sans  que  rien  limite  sa  position  à  droite 
de  ce  point.  Ce  que  nous  venons  de  dire  résulle  d'ailleurs  delà 
sjmetne  de  l'équallon  de  condilion  MF'-MF  =  ±2« 
rapport  aux  deux  rayons  vecteurs.  '    ' 

Si  le  point  K  est  en  F,  les  poinls  correspondants  de  l'Iiv- 
perbole  soril  les  points  A  el  A'.  Le  rajon  vecteur  minimum 
est  e  «;  il  n  j  a  pas  de  rajon  vecteur  maximum,  puisque 
;::;?Fi;nm""'  '■"-  ^°'"'  ^»  "  --^'  Pc-enreroL 
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1002.  I.'liyperbok-  a  :  i"  pour  axes,  In  droile  AA'  i/ni paxs<: 
par  SCS  deux  foyers,  et  la  droite  BB'  perpendicitlaire  au  niHieit 
de  la  première;  a"  pour  centre,  l'intersection  0  de  ces  deux 
droites  (/i^'.  SaS). 

Mônie  démoiislraliuii  (jue  pour  i't'lliptc  (973),  cii  coiisiil*^- 
raiil  la  différence  des  raj'Oiis  vecteurs  au  lieu  de  leur  somme. 

1003,  Des  deux  axes  AA'  et  lt!t',  le  premier  seul  reiicoiilre 
la  courbe.  L'axe  AA'  esl,  dit  l'axe  transverse  de  l'hyperbole, 
l'axe  Biî'  esl  dil  son  axe  non  iransverse.  Les  exirémilés  A  et  A' 
de  l'axe  Iraiisverse  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

Un  poiiil  du  plan  est  dit  extérieur  à  l'Iiyperbole  lorsuu'ilesL 

silué  enire  les  deux  brandies  (F)  et  (F');  il  est  dit  intérieur 

s'il  esl  placé  soit  à  gauche  de  la  branche  (F'),  soîl  à  droite  de 

In  brandie  (FV  • 

TIlÉORi^Mli. 

JOO'4.  Suivant  /ju' un  point  esl  inlériaiir  ou  extérieur  à  l'hy- 
p  ■rbole,  ta  différenec  de  ses  distances  aux  deux  foyers  esl 
plus  ^r,.inde  ou  plus  petite  '/ue  2a  (Jifi".  52f)). 


Mul  N  un  pr.inl  iniori.'ui'  cl  supposons,  pour  li\er  Ics  idéo, 
(|u'iltoi'  àdroi:ede  'a  liranche  (F);  NF'  coupera  celle  branche 
en  un  point  M,  el  on  aura 

NF<MN  +  MF,     d'où     NF'-\F>NF'-  MN  -   MF, 
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cV'sl-à-diro 

ÎNF— NF>MF'  — MF     ou     ia. 

Soil  N'  un  poinl  exlcfieur;  N'F  coupera  la  branche  (F)  en 
un  point  M,  et  on  aura 
X'F~-MN'<MF',     d'ofi     N'F'-MN'-MF<MF'-MF, 

c'esl-â-dire 

N'F' -  NT  <  3(7. 
Corollaire. 

1005.  Ce  ihéorètne,  rapproché  de  la  délinilion  de  la  courbe, 
fournil  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  poinl  quel- 
conque de  son  plan  par  rappojt  à  l'hyperbole  supposée  non 
tracée.  Suivant  q/je  la  différence  des  distances  du  point  con- 
sidéié  aux  deux  foyers  est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à 
in,  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe  ou  dans  son 
intérieur. 

THÉORÈME. 

1006.  La  tangente  à  l'hypeibole  est  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  parles  rayons  vecteurs  du  point  de  contact{fig,  53n,  53 1). 

Mènm  démonstration  que  pour  l'ellipse  (980),  en  remar- 
quant que  dans  l'ellipse  les  rayons  vecteurs  d'un  même  point 
varient  en  sens  ronlraires,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils  va- 
rient dans  le  m<5me  sens. 

1007.  Bbcipboouement,  fa  courbe  dont  la  /nngenie  fuit  des  ariglri 
ègmi.r:,  ex/érieii renient  au  iiiléricurciwiil,  avec  les  rayons  veeU'urs  menés 
du  p'^iiU  de  contûcl  à  ilcii.c  puitils  fixes,  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
liant  CCS  points  fixes  tant  lesjoyers. 

En  effet,  si  l'on  abaisse  d'un  poinl  G  de  la  tangenie  MT  {_A°.  53o)  des 
Fi".  51o. 


perpendiculaires  GII  et  GI  sur  les  roycos  vecteurs  dti  poiiitif,  le:*  iWangle; 
rectangles  ainsi  formés  seront  égaux,  puisque  la  tangente  osl,  par  Iivik- 
thèse,  la  bissectrice  de  l'angle  I1M[;  on  aura  dODC  MU  =  Ml. 
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Considérons  mainlenant  la  sécante  MM  S  [Jig.  53i)  qui  coupe  kcourbe 
en  il  et  en  .M',  ol  portons  les  rayons  vecteurs  du  point  M'  sur  ceux  du 
point  M  en  FC  et  eu  f  D.  Si  l'un  nitno  alors  d"un  point  G  quelconque  de 


la  sécante  les  parallèles  6H  et  GI  à  M'C  et  à  M'D,  les  quadrilatères 
M'CMD,  GH.MI,  seront  semblables,  et  l'on  aura  constamment 


Mais  à  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  en  M,  la  sécante  MM'Sest  r 
placée  par  la  tangente  MT,  et  l'on  a  Mil  =  MI.  Donc  la  limite  du  i 


port 


,  MÇ 


iil'u 


ité. 


Cela  posé,  soient  P  et  Q  deux  points  quelconques  de  la  courbe,  mais 
tels  qu'en  allant  de  P  en  Q  le  rayon  vecteur  relatif  au  foyer  V  aille  tou- 
jours en  croissant  ;  alors  le  rayon  vecteur  relatif  au  foyer  F'  ira  toujours 
en  décroissant  ou  toujours  en  croissant.  Concevons  l'arc  1*0  divisé  en 
n  parties  telles,  que,  lorsque»  croit  indéfiniment,  chacune  des  parties  t«ndc 
vers  zéro;  désignons  par  u  et  v  les  rayons  vecteurs  de  P,  par  «'et  ■■'  ceux 
de  Q,  et  par  («i,  r'i),  {wj,  l'j),  . . .,  {ti„-i,  fn-i),  ceux  des  points  inter- 
médiaires. 

Si  les  rayons  vecteurs  i',  l'i,  . . , ,  <>„_i,  v',  relatifs  au  foyer  f  ,  vont  en 
croissant,  les  rapports 


auront  tous  l'unité  pour  limite,  lorsque  n  croîtra  indéûniment;  et  ci 
le  ra[ipoi't 


obtenu  en  divisant  la 
a  une  valeEir  comprL- 


10  des  numérateurs  par  celle  des  dénomin 
rc  celles  des  premiers,  il  faut  qu'on  ait 
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La  courba  est  tioiic  uue  (lyperliole,  puisque  la  différence  des  rayon 
leurs  resle  constante. 

Si  les  rayons  vecteurs  v,i',.  . ., ,  i',j_i,  "'  relatifs  au  foyer  1'"  v 
décroissant,  le  raisonnement  subsiste,  à  la  condition  de  cliangor  les 
des  dénominateurs;  on  arrive  ainsi  à 


La  courbe  est  donc  une  ellipse,  puisque  la  somme  dus  rayons  vecteurs 
reste  constante. 

Enfin,  si  l'arc  PQ  était  trop  étendu  pour  que  les  rayons  vecteurs  rela- 
tifs au  foyer  F  varient  toujours  dans  le  même  sens,  on  décomposerait  cet 
arc  en  plusieurs  parties  satisfaisant  à  la  condition,  et  la  somme  (ou  la  dif- 
férence) des  rayons  vecteurs  restant  constante  dans  chaque  partie  serait 
la  même  à  l'origine  P  et  à  Teiitréniité  Q. 

COBOLIAIHKS. 

1008.  i"  La  droite  F'tp  qui joiiil  un  foyer  V  de  l'hyperbole 
au  symétrique  tp  de  l'autre  joyer  V  par  rapport  à  une  tan- 
gente quelconque  TT,  ptisse  par  le  point  de  contact  de  cette 
tangente  et  est  égale  à  la  longueur  ïu  de  l'axe  transverse 
[fs-  53'^). 


i"  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  Jl,  sont 
extérieurs  à  l  hyperbole,  qui  est,  par  suite,  une  courbe  convexe. 

Mêmes  démonstrations  que  pour  l'ellipse  (981, 982),  en  rem- 
plaçant la  somme  des  rayons  vecteurs  par  I_eiir  différence, 

1009.  Si  l'on  mène  au  point  M  [Jlg.  53a)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  langpnie  Mï,  les  angles  FMN,  LMM  sont  égaux 


>y  Google 


3l2  GtOMÊTWIK    UAAS   l'ksI'ACK. 

comme  compléments  d'angles  égaux.  îtonc,  la  normale  à  l' hy- 
perbole est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons 
necteuvsdit  point  de  contact  el  le  prolongemenl  de  l'autre  rayon. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'hjperbole  se  confond  avec 
l'axe  iransverse,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Si  une  ellipse  et  une  hjperbole  ont  les  mêmes  foyers  oir 
sont  homofocalts,  elles  se  coupent  à  angle  droit;  car,  en  l'un 
quelconque  des  poiiifs  d'intersection,  la  tangente  de  l'une  est 
la  normale  de  l'autre  (980,  983). 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  rayons  lumineux,  sonores  ou 
calorifiques,  qui  parlent  de  l'un  des  foyers  F,  s'éloignent  de 
plus  en  plus  de  l'autre  foyei'  F'  après  leur  réflexion  sur  la  courbe  ; 
mais  toutes  leurs  direclions  prolongées  viennent  y  converger. 

THÉOUÈME. 

1010.  Le  tien  des  points  symétriques  f^  de  l'un  des  foyers  V 
par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  [directeur)  décrit  de 
l'autre  foyer  U'  comme  centre  avec  lu  longueur  la  de  l'axe 
Iriins^ei se  pour  rayon  [fîg.  53i)  [98i]. 

THÉORÈME. 

101 1.  !.<■  Ili'ii  des  projections  des  foyers  d'une  liyperliole  sur 


s  taiigeutes  fst  la  circonférence  décrite 
•mme  diamètre  [Ji^.  53^}. 
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On  donne  à  celle  circonférence  le  nom  de  cercle  principal. 
Même  démonstration  que  pour  Tellipse  (985). 

THÉORÈME , 

1012.  Li',  lien  des  points  équidislanls  d'un  cercle  de  ceiilvi; 
F'  et  d'un  point  e.itérieur  F  est  une  hyperbole  dont  les  points 
V  el  F'  sont  les  foyers,  et  dont  l'axe  Iransverse  est  égal  nu 
rayon  du  cercle  {Jîg.  53  i). 

La  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  lii'U  est  la  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  la  droite  qui  joint  le  point  F  il 
l'extrémité  du  rayon  F'a  passant  par  H, 

Comme  pour  l'etlipse  '987:. 

COBOLLAIUE. 

1013.  De  là,  pour  l'hyperbole,  un  nouveau  tracé  donnant 
à  la  fois  !e  point  et  la  tangente. 

Ot^crivez  le  cercle  directeur  relatif  à  l 'un  des  foyers  F',  c'esl- 
à-dire  le  cercle  dont  le  centre  est  F'  el  dont  le  rajon  est  égal 
à  la;  joignez  l'autre  foyer  F  à  un  point  quelconque  tp  de  ce 
cercle,  et  menez  la  perpendiculaire  KT  sur  le  milieu  de  Ftp; 
celte  perpendiculaire  rencontre  le  rayon  F'f  en  un  point  M  de 
l'hyperbole  et  elle  est  en  outie  la  tangente  en  ce  point. 

11  suit  de  celle  consiruciion  que,  sur  loute  droite  indéfiiiie 
Gli'  passant  par  F',  il  y  a  deut  points  de  l'hyperbole  et  seule- 
ment deux;  ils  correspondent  aux  deu\  points  9  et  <f'  où  le 
diamèlrc  r.fï'  coupe  le  cercle  directeur. 

ScOLfF. 

1014..  Une  droite  OV  est  dite  MjHi/>/(»^e  d'une  branche  infinie 
de  courbe  AL,  si  la  distance  MP  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  à  la  droite  tend  vers  zéro  quand  le  point  M  s'éloigne 
indéfiniment  en  restant  sur  la  courbe. 

TElÉOltÈMlî. 

1013.  L'hyperbole  a  pour  asymptotes  les  perpendiculaires 
Oa:  et  0/  abaissées  du  centre  O  sur  les  tangentes  Fil',  FH, 
menées  par  l'un  des  foyers  F  au  cercle  directeur  relatif  à 
fnulre  foyer  ¥'  {Jig.  5^5). 


>y  Google 
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Eli  elTel,  remarquons  d'abord  que  tout  point  de  chacune  des 
droites  a-j-'  ei  yj''  est  extérieur  à  la  courbe,  car,  soil  D,  par 
exemple,  un  point  quelconque  def/;  cette  droite,  étant  paral- 
lèle à  F'H  et  passant  par  le  milieu  de  FF',  passe  par  le  milieu 
de  FH  ;  on  a  donc  DF  —  DH,  et,  par  suite, 

DF'-DF==I)F-I)H<FII     ou     i<i. 

En  second  lieu,  il  est  facile  de  voir  que,  P  désignonl  le  point 
commun  à  GG'  et  HF,  le  point  E  où  GG'  rencontre  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  I  de  PF  est  intérieur  à  la  courbe. 
Car  on  a 

EF'—  EF  -.-  El"  —  EP  =  FT  >  2«. 

On  conclut  de  là,  en  désignant  par  B'  et  \)  les  points  où  GG' 
coupe  xx'  el//',  que  les  cieits  points  (1013)  M'  et  M,  où  GG' 
rencontre  l'hyperbole,  sont  situés,  l'un  entre  F'  et  D',  l'autre 
entre  D  et  E  ;  car,  en  allant  de  F'  en  D',  on  passe  de  l'intérieur 
à  l'extérieur,  et  en  allant  de  D  en  E,  on  passe  de  l'extérieur 
à  l'intérieur. 

Cela  posé,  considérons,  par  exemple,  le  point  M  correspon- 
dant au  point  9  du  cercle  directeur  :  pour  que  ce  point  s'éloigne 
indéflniment  sur  la  courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
droites  F'<j)  et  KT,  dont  il  est  l'intersection,  deviennent  paral- 
lèles; et,  comme  la  seconde  est  sans  cesse  perpendiculaire  à 
F7,  il  faut  et  ii  suffit  que  F9  devienne  perpendiculaire  à  F'ç, 
c'est-à-dire  devienne  la  tangente  FH  au  cercle  directeur.  Mais 
lorsque  9  tend  vers  lï,  PH  tend  vers  zéro,  et,  comme  on  a 

i  PH  =  i  FH  -  i  FP  =  FC  -  FI  =.-  IC, 

IC  tend  aussi  vers  zéro;  or,  d'après  l'alinéa  précédent,  le  point 
M  est  situé  entre  D  et  E;  sa  distance  MQ  à  Of  est  donc  moindre 
que  IC;  donc  MQ  a  pour  limite  zéro,  et  par  suite  0_r  est 

asjmptote  ['). 

SCOLIËS. 

1016.  Il  importe  de  remarquer  que  l'nsymplolf.  <)y  est  iti 
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limite  vers  laquelle  tend  la  tangente  KT  au  point  M,  quand  M 
s'éloigne  imléfuiiment  sur  la  courbe;  car  la  langenie  KM,  élanl 
sans  cesse  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  Fip,  devienl  ù  la 
limile  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  FH. 

10!7.  La  droite  OKj  étant  parallèle  à  F'H  et  égale  à  sa 
moitié  a,  on  volt  que  le  cercle  principal  AA'  [fig.  534)  touche 
au  point  K  la  tangente  FH  au  cercle  directeur. 


Menons  {fig.  535)  k-/  perpendiculaire  à  FF'  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'asymptote  0^-;  puisqu'on  aOK  =  rt;  =  OA,  les 
triangles  rectangles  Oky,  OKF  sont  égaux,  et  l'on  en  conclut 
Oy  =  OF=c. 

Achevons  le  rectangle  yy'^è' ,  et  soient  B  et  B'  les  points  où 
l'axe  non  transverse  rencontre  yâet-Zâ';  par  analogie  avec 
l'ellipse,  on  donne  à  la  longueur  BB'  le  nom  de  longueur  de 
t'axe  non  transverse  de  l'hyperbole,  et  on  la  représente 
par  1  b. 

Les  trois  longueurs  «,  b,  c  sont  liées  entre  elles  par  la  re- 
lation t==«M-  b\  Elles  sont  liées  dans  l'ellipse  par  la  relation 
c':=  «'—  b\  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  6'  en  —  b\  Par  suite,  les  propriétés  de  l'ellipse  et 
de  l'hyperbole  qui  ne  dépendent  que  des  longueurs  de  leurs 
axes  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  simple  change- 
ment de  b*  en  —  i'. 
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Lorsqu'on  donne  les  longueurs  des  axes  de  l'hyperbole,  il 
esi  facile  de  délerniiner  graphiquement  les  foyers.  On  n'a  qu'à 
élever  à  l'exlrémité  A  de  l'axe  iransverse  une  perpendiculaire 
\yi=b  [fig.  535)  et  à  décrire  du  point  0  comme  centre, 
avec  Cty  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe  l'axe  trans- 
verse au\  deux  foyers  F  et  F.  On  frouve  en  même  (cmps 
l'asymptoie  Oy  et  sa  symétrique  0/. 

1018.  On  appelle  hyperbole  /■qnilalèie  une  hyperbole  dont 
les  deux  axes  ont  la  même  longueur.  Le  rectangle  yy'Sô' 
[Jig.  535)  devenant  alors  un  carré,  on  voit  que  (es  nsym- 
plotes  d'une  hyperbole  éqiiUat^re  sont  à  angle  droit  l'une 
siu-raiiU-e. 

1019.  On  eniejid  par  hyperboles  conjuguées  deux  hyperboles 
qui,  ayant  les  mêmes  axes  et,  par  suite,  le  même  centre,  la 
même  distance  focale  elles  mêmes  asymptotes,  sont  situées 
par  rapport  à  ces  asymptotes  dans  des  angles  différents;  c'est- 
à-dire  que  l'axe  transverse  de  l'une  est  l'axe  non  transverse  de 
l'autre,  et  réciproquement  [fig-  535). 

Deux  hyperboles  conjuguées  ne  sont  identiques  et  ne  peu- 
vent se  substituer  l'une  à  l'autre  par  un  quart  de  révolution, 
que  lorsqu'elles  sont  éqiiilalères  (1018). 

PROBLÈME. 

(020.  Meneriine  tangeiiteà  V  hyperbole  par  un  point  donné. 

Mêmes  procédés  que  pour  l'ellipse  (989).  Ici  c'est  la  troisième 
des  inégalités  du  n''98i),  2",  qui  estsaiisfaited'elle-même,  puisque 
«est  moindre  que  c,  etquelelrianglePFF'donne3c<PF  h-  PF'; 
les  deux  premières  expriment  (fOOo)  que  le  point  P  iloil  être 
extérieur  à  l'hyperbole. 


1021.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  cirronscn'ls  à 
l'hyperbole  est  une  circonfi'rence  concentrique  à  In  courbe  et 
etyivtl  pour  rayon  <i/a'—  b'  (ODO). 

La  démonstration  directe  est  la  même  que  pour  l'ellipse- 
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Seulement,  la  question  revient  ici  à  chercher  le  lieu  des  mi- 
lieux des  corJes  inicrceplées  dans  le  cercle  dicecitur  relatif 
au  foyer  F',  par  un  angle  droit  dont  le  sommet  F  lui  est  exté- 
rieur. Le  problème  peut  alors  être  impossible,  et  le  lieu  ces- 
ser d'exiïier,  si  l'on  a  «  <  b. 
La  tangente  de  l'angle  aigu  formé  par  l'asymptoie  Oy  avec 

l'axe  transverse  étant  représentée  par -i  le  problcmccsi  im- 
possible quand  cet  angle  esl  supérieur  à  45  degrés  ou  quand 
l'angle  jOa:  des  deut  asymptotes  (^^g-.  S35)  est  obius:  il  est 
possible,  au  contraire,  quand  cet  angle  esl  aigu. 

En  effet,  l'angle  des  deux  asymptotes  esl  précisément  (lOiTj 
le  supplément  de  celui  des  deux  langenies  qu'on  peui  menci' 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F.  Or,  ce  n'est  que  lorsque 
l'angle  de  ces  deux  tangentes  esl  obtus  que  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit  doni  le  sommet  est  en  F  pcuvenl  rencontrer 
à  b  fois  le  cercle  F'. 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  droit,  celui  des  deux 
langenies  menées  du  foyer  F  au  cercle  directeur  F'  esl  aussi 
droit,  ei  il  n'y  a  pas  d'autre  angle  droit  circonscrit  a  l'Iiyper- 
bole  que  celui  de  ses  asymptotes.  Ce  résultat  limite  esl  d'ail- 
leurs évident;  car,  la  courbe  étant  alors  cquilatére(  1018),  on  a 
«  ^  i,  et  le  lieu  se  réduit  au  centre  de  l'hyperbole. 

1022,  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  l'hyperbole  par  un 
point  extérieur  V,,font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui 
vont  du  foyer  P  aux  deux  foyers  ;  In  droite  qui  va  du  point  P 
à  l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  intérieur  ou  exté- 
rieur des  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points 
de  contact  M  et  M',  suivant  que  les  deux  tangentes  louchent 
l'hyperbole  dans  la  même  région  ou  dans  deux  régions  dijfé- 

Même  dcmonslralion  que  pour  l'ellipse  (991). 

Les  propositions  des  n"'  991  et  1022  conduisent  à  une  dcmoiistralir>n 
lrè.-4  simple  (Dabboux,  Bulletin,  t.  XIVj  de  la  condition  pour  qu'un  qiia- 
(Tilalère,  coniexe  ou  non,  soil  circonscriplible  à  un  cercle.  Cette  condi- 
tion, d'abord  mai  énoncée  par  PiTor  (Mémoires  de  VJcmlêmie,  1725), 
puis  rectifiée  par  Stcineu  [Journal  de  C relie,  t.  35  j,  consiste  en  ce  que  ; 
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IXim  ton!  <juailrUntèr€  vircnn.Kri',  la  somiiii:  de  (leur  râles  (opposés 
DU  adjacents,  suivant  les  cas)  est  e'gnle  à  la  somme  des  deaj:  autres;  et 
réciproquement. 

La  proposition  directe  est  évidente;  elle  résulte  immédiatement  de  l'éga- 
lité des  deux  tangentes  menées  à  un  cercle  par  un  point  extérieur.  C'est 
la  réciproque  seule  qui  exige  quelque  attention  pour  élre  établie  en 
toute  généralité.  ADGD  étant  le  quadrilatcre  considéré,  l'Iiypollièse  con- 
sistera dans  l'une  des  égalités 

AB  M- BC  =  AD -(- DC,    AB-BC-AD-DC,    AB- BC  =  DC- .40; 

mais  l'une  quelconque  de  ces  égalités  exprime  qu'il  y  a  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  ayant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et 
{lassant  par  B  et  D.  Les  tangentes  en  B  et  D  à  cette  courbe  se  coupent  en 
un  point  P,  et  il  résulte  des  théorèmes  (991  et  1022)  que  par  ce  point 
P  viennent  passer  une  des  bissectrices  de  l'angle  A  et  une  des  bissectrices 
de  l'angle  C;  ce  point  P  est  donc  équidislant  des  quatre  côtés  du  quadri- 
latère, et,  par  suite,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  cette  figure. 


10-23.  Mener  à  l'hyperbole  une   tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  [Jig.  536). 


Même  procédé  que  pour  l'ellipse  [902).  Seulement,  le  pro- 
blème n'est  pas  toujours  possible.  Il  faut  que,  si  l'on  mène 
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p.ir  le  centre  de  la  courbe  une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
elle  ne  tombe  pas  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ren- 
ferment l'hyperbole.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  F  à  la  droite  donnée  rencontre  le  cercle 
directeur  F',  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  aigu  de  Ftp 
avec  l'axe  transverse  soil  moindre  que  l'angle  aigu  que 
fait  avec  le  même  axe  la  tangente  menée  de  F  au  cercle 
F';  or  ces  angles  sont  respectivement  les  compléments  des 
angles  aigus  ô  et  9  que  l'ase  transverse  forme  avec  la  droite 
donnée  DD'  et  avec  les  asymptotes;  on  doit  donc  avoir 
^_^<il_5_  d'oiiâ>e. 

Si  la  condition  est  remplie,  il  y  a  deux  solutions  T  et  T'. 
Tour  â  =  0,  il  n'y  a  plus  qu'une  solution  :  c'est  l'asymptote  à 
laquelle  la  droite  donnée  est  alors  parallèle. 

ConnLLÂiRBS. 

1024.  Les  deux  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée 
ont  leurs  points  de  contact  symétriques  par  rapport  mi 
centre  (993). 

J023.  Le  produit  des  distances  il' un  foyer  à  deux  tangentes 
parallèles  ou  le  produit  des  dislances  des  deux  foyers  l'i  une 
même  tangente  est  constant. 

Comme  pour  l'ellipse  (995). 

Les  constructions  des  n"'  1020  et  1023  n'exigent  pas  que 
lliyperbole  soil  tracée  [996). 

PROBLÈME. 

1026.  Connaissant  les  foyers  F  et  V  et  l'axe  transverse  d'une 
hyperbole,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite 
donnée. 

Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (997),  seulement  la  dis- 
cussion exige  quelque  allenlion. 

Soient  h  l'hyperbole,  d  la  droite  donnée,  à  l'angle  aigu  de 
celle  droite  et  de  l'axe  iransverse,  9  l'angle  aigu  des  asym- 
ptotes el  du  même  axe. 
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Los  |)uii)ls  communs  a  h  el  a  d  sont  les  centres  d(;s  cercles 
qui,  touchant  le  cercle  directeur  1"',  passent  par  l'autre  foyer  F 
et  par  le  point  9  symétrique  de  F  par  rapport  à  (/.  De  plus, 
un  point  commun  à  /j  et  à  //  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre 
branche  de  l'hyperbole,  suivant  que  le  cercle  directeur  V 
est  extérieur  au  cercle  langent  ou  est  enveloppé  par  ce 
cercle. 

Cela  posé  : 

1°  Si  ô  esl  iaférifiir  à  0,  d  coupe  h  e.n  deux  j)oints  siliiÉs 
sur  deux  branches  disliiicles;  car  la  droite  iodéliiiie  Tç  clpnl 
alors  extérieure  au  cercle  F',  il  y  a  deux  cercles  tangents  dont 
un  seul  enveloppe  le  cercle  F'. 

2°  Si  'j  esl  supérieur  fi  0,  la  droite  indéfinie  F9  coupe  le 
cercle  F',  et  il  y  a  trois  cas  à  distinguer.  F'tp  étant  infé- 
rieur à  -y-a,  d  ne  rencontre  pas  /i;  car  ç  est  alors  intérieur 
au  cercle  F',  ei  il  n'y  a  pas  de  cercle  tangent.  F'<p  étant 
é^nt  à  aa,  (/  touche  /;;  car  9  est  alors  sur  la  circonfé- 
rence F',  elles  deux  cercles  tangents  se  réduisent  à  un  seul. 
Enfin,  F'9  étant  supérieur  à  in,  d  coupe  h  en  deux  points 
appartenant  à  une  même  branche;  car  9  est  alors  extérieur 
au  cercle  F',  et  il  y  a  deux  cercles  tangents  qui  enveloppent 
tous  deux  le  cercle  F'  ou  auxquels  le  cercle  F'  esl  à  !a  fois 
extérieur,  suivant  que  F'  et  9  sont  séparés  ou  non  par  le 
cercle  F'. 

3°  57  ô  es;  égal  à  B,  la  droite  F9  est  tangente  au  cercle  F',  et 
il  y  a  deux  cas.  Si  d  esl  une  asymptote,  elle  a  deux  points 
communs  à  l'injini  avec  h,  puisque  le  point  (p  esl  alors  sur 
la  circonférence  F'  et  que  les  deux  cercles  tangents  se  rédui- 
î-ent  à  la  droite  Fç.  Si  d  n'est  que  parallèle  à  une  asymptote, 
elle  a  avec  Vli/perhole  deux  points  communs,  dont  an  sful 
à  distance  Jinie;  car  le  point  9  esl  alors  extérieur  au  cercle 
F',  et  il  y  a  deux  cercles  tangents  dont  l'un  se  réduit  à  la 
droite  F9. 

Observons  enfin  qu'on  peut  donner  d'autres  formes  aux 
énoncés  des  conditions  précédentes,  en  introduisant  la  consi- 
dération, soil  de  la  parallèle  menée  par  le  centre  à  la  droite 
donnée,  soit  des  tangentes  parallèles  à  cette  droite,  l'ar  exemple. 
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la  roiuliiion  3  >  9  peni  êire  reinplacéo  par  l'une  îles  sui- 
1  ailles  :  la  parallèle  à  d  menée  par  le  centre  doit  être  com- 
prise dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ne  renferment  pas 
la  courlie,  ou  la  courbe  doit  avoir  des  tangentes  parallèles 


S  m.  -   PHOPBIÉTÉS   FONDAMENTALES 
iri;  LA  l'AUABOLE. 

1027.  La  paraiale  est  une  courbe  plane  telle,  que  chacun 
de  ses  points  est  équidistant  d'un  point  llie  et  d'une  droite 
fixe  donnés  dans  son  plan.  Ainsi  (/tg.  537),  le  point  li.M 


étant  F  et  la  droite  fixe  OD',  on  aura,  pour  tout  point  M  de  la 
parabole,  en  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  DD',  MF  ^  Mil 
Par  sa  tlélinition  même,  la  parabole  est  nécessairement  située 
tout  entière  du  même  côté  que  le  point  llxe  par  rapport  à  la 
droite  fixe. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  décrire  un  arc  de  pa- 
rabole  d'M«   moiwem^fU  continu,  on   fait  coïncider  l'arête 
a.  PI  DE  C.  —  Tr.  de  Géam.  (  l|-  Partie).  31 
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d'une  règle  avec  la  droite  iH)',  et  l'on  applique  contre  celte 
règle  le  pelil  côlé  KII  d'une  équerre  KHG.  Un  fil,  égal  en 
longueur  au  grand  côlé  HG  de  celte  équerre,  est  fixé  par  ses 
deux  extrémités,  d'une  pan  au  point  F,  et  de  l'autre  à  t'exiré- 
milé  G  du  côté  HG.  Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil 
contre  le  grand  côlé  de  l'équerre  à  i'aide  d'un  crajon,  et  s! 
l'on  fait  en  même  temps  glisser  l'équerre  le  long  de  la  règle, 
la  pointe  du  crajon  décrit  on  arc  de  parabole.  En  eflei,  pour 
une  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a 

GM-i-MF  =  GU=:GM  +  MH,     d'où     MF  =  MH. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trace  d'un  mouvement 
continu  l'arc  BA,  qui  va  du  point  B  de  la  courbe  dont  la  dis- 
tance au  point  F  est  égale  à  GH,  jusqu'au  point  A  milieu  de 
la  perpendiculaire  FL  abaissée  du  point  F  sur  la  droite  DD'. 
Il  faut  ensuite  retourner  l'équerre,  comme  l'indique  la  figure, 
pour  décrire  l'arc  AB'. 

On  voit  que  la  parabole  est  formée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment,  à  partir  du  point  A,  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FL;  car,  si  l'on  emploie  une  règle,  une 
équerre  et  un  fil  assez  longs,  rien  ne  limite  l'éloignemenides 
points  obtenus  sur  la  courbe.  La  parabole  est  donc  une  courbe 
à  branches  infinies,  mais  sans  séparation,  et  d'un  seul  côté  de 
la  droite  fixe. 

1028.  Le  point  F  est  le/o/e*-  de  la  parabole,  la  droite  DD' 
est  sa  directrice.  La  droite  MF  est  le  ra/onweciewr  du  point  M. 
La  dislance  FL  du  fojer  à  la  directrice  se  nomme  le  paramètre 
de  la  courbe,  et  on  la  représente  par/>, 

1029.  On  peut  aussi  tracer  la  parabole  par  points. 

En  effet,  prenons  {fig.  538)  un  point  P  quelconque  sur  la 
perpendiculaire  FL  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Par  le 
point  P,  menons  une  perpendiculaire  à  FL  ou  une  parallèle  à 
la  directrice,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec  PL  pour  rayon, 
décrivons  une  circonférence  qui  coupera  celle  parallèle  en 
deux  points  M  et  M'  appartenant  à  la  parabole,  comme  équi- 
distants  du  foyer  et  de  la  directrice. 
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Pour  que  les  poiiils  d'inlerseclion  M  el  M'  exisleni,  ii  suflil 
que  lo  poinl  P  soit  à  l'iniérieur  du  cercle  décrii  du  fojer  F 
comme  centre  avec  PL  pour  rayon,  c'esl-à-dire  qu'on  ail 
FP<;PL.  Celle  condiiion  sera  toujours  remplie  lorsque  le 
poinl  P  sera  à  droite  du  fojer  F  (dans  le  cas  de  la  figure)  ; 
mais  elle  exige,  si  le  poinl  P  est  à  gauche  de  F,  qu'il  reste  à 
Fig.  538. 


droite  du  point  A  milieu  de  FL.  Si  l'on  a  dans  ce  cas,  comme 
condition  limite,  FP=PL,  le  poinl  P  se  confond  avec  le 
poinl  A,  ei  les  deux  points  M  et  M'  se  réunissent  en  ce  poinl. 

Le  rayon  vecteur  minimum  est  donc  AF  ou^;  il  n'y  a  pas  de 

rayon  vecteur  maximum,  rien  ne  limiiam  l'tîloignemcni  du 
point  P  à  droite  du  foyer  F, 


THÉORÈME. 

la  perpendiculaire  menée  du 


1030.  la  parabole 
foyer  sur  la  directrice  [fif;.  537). 
Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (975; 


Le  poinl  A,  commui 
met  de  la  courbe. 


à  la  parabole  et  à  son  axe,  est  le  som- 


THÉOUÈHE. 
i  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
'M  foyer  est  moindre  ou  plus  grande  que 
sa  distance  à  la  directrice  {/ig.  SSg). 

Soit  d'abord  un  point  N  intérieur  à  la  courbe.   Menons  la 
droite  NF  et  la  perpendiculaire  Nil  à  la  directrice,  laquelle 


1031. 

para  Oo  le. 


ivant  qW 
a  distance  a 
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coupera  la  paraboleau  pointM  \\i)^~).  Le  iriaiiylc  Nii'M  donne 
iilors 

NF<NM-t-MF    ou     NF<NH,     puisque     MF  =  M1I. 

Soil  de  même  un  polni  N'  exlérieur  à  la  courbe.  !?i  le 
poîni  N'  ei  le  foyer  sont  de  côtés  différenls  par  rapport  à  la 
directrice,    la   proposition  est   évidente.   Sinon,   menons  la 


droite  N'F  ei  la  [lerpendiculaire  N'II  à  la  directrice,  laquelle, 
prolongée,  coupera  la  parabole  au  point  M,  Le  frianyle  N'FM 
donne  alors 

N'F>iMF  —  MN'     ou     N'F>N'II,     puisque     MF  =  MII. 

ConoLLAiRi;. 

1032.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point 
quelconque  de  son  plan  par  rapport  à  la  parabole  supposée 
non  tracée.  Suivant  que  la  dislance  du  point  considéré  au 
foyer  est  égalt^,  supérieure  ou  inférieure  à  sa  dislance  à  la 
directrice,  ce  point  est  à  la  combe,  il  lui  est  exlérieur  ou  in- 
térieur. 

THÉ0RÈ5[fi. 

1033.  La  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des 
angles  égaux  avec  te  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et 
avec  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  même  point. 

Prenons  sur  la  parabole  [fig.  S^o)  deux  points  voisins  M 
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et  M';  menons  la  sécante  MM'S,  abaissons  des  deux  points 
considérés  les  perpendiculairesM  es,  M':^',  sur  la  directrice  DD', 
et  traçons  leurs  rayons  vecteurs.  Portons  sur  FM  une  lon- 
gueur FC^  FM',  et  sur  9  M  une  longueur  tpE=  9' M'.  D'après 
la  définition  de  la  parabole,  MG  est  égal  à  ME. 


D'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  MM'S,  menons  à  M'C 
et  à  M'E,  jusqu'à  la  rencontre  de  FM  et  de  9M,  les  paral- 
lèles GI  et  GH.  Les  deux  quadrilatères  CM'EM,  IGHM  sont 
semblables  (208),  et  l'cgalilé  de  MC  et  de  ME  entraîne  celle 
de  Ml  ot  de  MH. 

A  mesure  que  le  point  M'  se  rapproche  du  point  M,  GU 
reste,  comme  M'E,  perpendiculaire  à  Mtp,  tandis  que  GI,  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isocèle  M'FC,  tend  à  le  devenir  au  rayon  vecteur  FM.  On  a  de 
plus  constamment  MI  =  Mil.  Lalangenteà  la  parabole  (^g-.  541) 
doit  donc  être  telle,  que  si,  d'un  point  quelconiiue  G  pris  sur 
cette  droite,  on  abaisse  des  perpendiculaires  GI  et  GH  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  M  et  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice,  on  aitMl  =  MH.  Les 
tiiangies  rectangles  MGl,  MGII  sont  donc  égaux,  ainsi  que 
les  anglesGMI,  GMH. /a  tangente  à  la  parabole  est  donc 
bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  direc- 
trice. 

Mais,  l'angle  GMH  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'angle 
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T,MO,  les  deux  angles  GHI  ou  THF  ei  T,  MO  soni  égaux  ;  ce 
qui  conduit  à  l'énoncé  adopté. 

lOïli.  ItÈciPROQL'EMKM,  la  conrhe  dont  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l'angle  formé  parles  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  à  un  point  fi.ve,  et  perpendiculairement  à  une  droite 
fixe,  est  une  parnbole  ayant  te  point  et  la  droite  fixes  pour 
foyer  et  pour  directrice. 

DémonsU'ation  analogue  à  celle  donnée  poiii'  l'ellipso  tt 
l'hyperbole  (1007). 

Corollaires. 
1033.  Soit  S  le  point  où  la  sécante  M  M' S  [fig.  Sfo)  coupe  ia 
directrice  DD'.  On  a,  à  cause  des  parallèles, 

M'S~M'!p'""  Ml'' 

la  droite  SF  est  donc  la  bissecirice  de  l'angle  extérieur  en  F  du 
triangle  MFM'  (185).  La  droite  qui  joint  le  foyer  d'une  para- 
bole au  point  de  rencontre  d'une  sécante  quelconque  avec 
la  directrice  est  donc  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des 
rayons  vecteurs  des poinis  d'Intersection  de  la  sécante  avec  la 
courbe. 

A  la  (imite,  quand  la  sécante  devient  tangente,  c'est-à-dire 
quand  l'angle  MFM'  devient  nul,  la  droiie  SF  est  remplacée 
{fig.  540  p^rla  droite  RF  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire 
de  cet  angle  nul.  Par  suite,  la  droite  qui  joint  le  foyer  d'une 
parabole  au  point  oiï  une  tangente  quelconque  rencontre  la 
directrice  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact. 

1036.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  de 
contact  M,  sont  extérieurs  à  la  parabole  qui,  par  suite  (982), 
est  une  courbe  convexe  {fig.  5^i). 

En  effet,  le  triangle  FHcp  étant  isocèle  et  la  tangente  étant 
la  bissectrice  de  son  angle  au  sommet  (1033),  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  K  de  Fo.  Pour  un  point  T,  quelconque 
de  la  tangente, on  a  donc,T,  il  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
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de  ce  point  sur  la  rtirecirice,  T,ll<T,9  ou  T,H<T,F.  Le 
point  T,  est  donc  extérieur  à  la  courbe  (1032). 
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^f\' 
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1037.  Si  l'on  mène  au  point  M  [fig.  542)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  OMN  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux  (1033;,  Donc,  la 
normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  laparailèle  menée  à  l'axe 
par  ce  point. 

Au  sommet  do  la  parabole,  ia  normalese  confond  avec  l'axe, 
et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 

Soient  T  et  N  [fig.  542)  les  points  où  ia  tangente  et  ia  nor- 
male rencontrent  l'axe.  Les  triangles  TMF,NMF  étant  évidem- 
ment isocèles,  on  a  MF=FT  =  FN.  Ze/ojecF(?j(doncâ  ««e 
distance,  soit  du  pied  de  la  tangente,  soit  du  pied  de  la  nor- 
male sur  l'axe,  égale  ait  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

1038.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifitiues,  qui  partent  du  foyer,  deviennent  tous 
parallèles  à  l'axe  après  leur  réflexion  sur  la  courbe.  C'est  pour- 
quoi l'on  emploie  des  réflecteurs  paraboliques,  lorsqu'on  veut 
projeter  au  loin  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
(lanternes  de  voitures,  phares).  Réciproquement,  tout  rayon 
qui  vient  rencontrer  ia  parabole  parallèlement  à  son  axe  se 
réfléchit  au  foyer  de  la  courbe.  De  là,  par  exemple,  l'usage  des 
réflecteurs  paraboliques  dans  les  télescopes,  pour  concentrer 
au  foyer  les  rayons  lumineux  venant  de  l'astre  observé. 
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THÉORÈME. 

1039.  Le  lieu  des  points  syin^;triqnes  9  dit  foyer  F  par  rap- 
port aux-  tangentes  à  la  parabole  est  la  directrice  (Jlg.  S^a). 

Cette  proposîiioii  est  évidente  d'aiirès  ce  qui  0  été  dil  au 
II"  1030. 

SCOLIRS. 

1040.  Étant  donnés  un  point  F  et  une  droite  DD'  {Jig.  542), 
si  l'on  mène  des  droites  F  9  aux  différents  points  de  la  droite 
1)D',  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  pnr  leurs  mi- 
lieux enveloppent  une  parabole  qui  a  pour  forer  le  point  F 
et  pour  directrice  la  droite  DD'  ;  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  sont  il  leurs  rencontres  avec  les  perpendiculaires 
menées  à  la  directrice  par  les  points  cp. 

C'nst  là  un  nouveau  procédé  pour  décrire  la  parabole  par 
points  (1029).  En  le  suivant,  on  n'obiieiil  qu'un  point  à  la 
fois;  mais  on  a  en  même  temps  la  langenle  en  ce  poinl. 

lOU-  On  voilque  les  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  ne 
rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  Il  serait  donc  faux 
de  dire  qu'une  droite  qui  n'a  qu'un  poinl  commun  avec  une 
courbe,  même  convexe,  lui  est  tangente.  Une  dioiie  tangente 
à  une  courbe  convexe  n'a  qu'un  point  commun  avec  elle  (982)  ; 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie- 

THÉORÈME. 

104-2.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  parabole  sur 
ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet- 

MT  étant  la  tangente  à  la  courbe  au  poiiU  M  [fig.  543),  ei  9 
le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  langenle,  le 
point  K  où  F9  coupe  la  tangente  est  le  milieu  tlii  l'cp.  D'ail- 
leurs, le  sommet  A  est  le  milieu  de  FL.  Donc,  dans  ie  triangle 
FLip,  AK  est  parallèle  à  la  directrice  ou  se  confond  avec  la 
tangente  au  sommet  (1037).  La  projection  K  du  foyer  sur  une 
tangente  se  trouve  par  suite  sur  la  tangente  au  sommet. 

Réciproquement,  K  étant  un  poinl  de  la  langenle  au  som- 
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met,  si  l'on  mène  la  droite  FKtp,  le  poini  i?  sera  le  sjméirique 
du  foyer  F  par  rapport  à  la  langcnie  qui  passe  par  ie  point  K 


9 

_"/ 

> 

y  1- 

F 

[1040);  lepoint  K  sera  donc  la  projection  du  foyer  F  sur  celle 
langenle. 

COROLLÂIDË. 

1043.  Si  l'un  des  côtés  d'une  équerre  passe  constamment 
par  le  foyer  F,  tandis  que  son  sommet  parcourt  la  tangente  AK 
au  sommet  de  la  courhe,  l'autre  côté  de  l'équerre  reste  con- 
stamment langent  à  la  parabole. 

THÉORÈME. 

1044.  Dans  loute  courbe  rapportée  àdesaxes  rectangulaires, 
l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  enlrela  sous-tangente 
el  la  sous- normale. 

l'oiir  indiquer  la  position  d'un  point  M  sur  un  plan  (Jig.^^), 
il  suffitde  donner  ses  projections  P  et  Q  sur  deux  axes  rectan- 
gulaires x'Ox,  y'Oy  tracés  dans  ce  plan,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  nombres  (positifs  ou  négatifs)  qui  mesurent  les 
segments  OP  et  OQ.  On  convient  d'ailleurs  de  fixer  le  sens 
posilifsurchacundesaxesdc  ia  manière  suivante  :  après  avoir 
choisi  à  volonté  le  sens  positif  sur  l'axe  x'Ox,  on  place  sur 
cette  droite  les  lettres  w'  et  x  de  façon  que  le  sens  positif  que 
l'on  a  adopté  soil  celui  de  x'  vers  x;  puis,  on  place  les  lettres 
y'  et/  sur  l'autre  axe  de  telle  sorte  qu'une  rotation  de  90", 
autour  de  0,  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles 
d'une  montre,  amène  la  demi-droite  0/  sur  la  demi-droite 
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Lulo|Ue  pour  sens  posUif  sni' 


■'Ur  lo  sens  de  / 


sy- 


T.a  valeur  algébrique  thi  segment  OP,  ou  de  son  égal  QM, 
reroll  le  nom  à'abscisse  tlu  point  M,  el  l'on  nomme  ordonnée 
rie  ce  môme  point  la  valeur  algébrique  du  segment  OQ  ou 
(le  son  égal  PM.  L'abscisse  el  l'ordonnée  d'un  point  sont  les 
roordonnées  de  ce  point;  les  axes  x'Occ,  y'Oy  sont  les  axes 
des  coordonntfes  et  0  est  Yongine  des  coordonnées. 

Quand  un  point  appartient  à  une  courbe  donnée,  son  or- 
donnée y  dépend  de  son  abscisse  x,  et  elle  esl  déterminée 


par  le  choix  de  celte  abscisse.  Par  exemple,  l'abscisse  -r  et 
l'ordonnée  y  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de 
rayon  R  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  son 
centre  {Jig.  5^^)  sont  évidemment  liées  par  la  relation 


''-  ==  I(',    d'où 


tR'- 


Le  choix  des  axes  coordonnés  esl  arbitraire.  Ou  adopte  de 
préférence  les  droites  les  plus  remarquables  du  plan  relati- 
vement à  la  courbe,  telles  que  ses  axes,  ses  tangentes  aux 
sommets,  etc.  Dans  la  parabole,  on  choisit  l'axe  et  la  tangente 
an  sommet. 

Cela  posé,  soit  {/ig-  545)  une  courbe  Ç.  rapportée  à  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  xOx',  y^y'-  Menons  en 
un  point  quelconque  M  la  tangente  MT,  la  normale  MN  et 
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l'oriJonnôe  MP.  I.a  projeciîoii  TP  sur  l'axe  Ox  de  la  portion 
de  langenle  MT  comprise  entre  son  point  de  contact  M  et  son 
pied  T  sur  cei  axe  s'appelle  sous-tangente  ;  de  même,  PN  est 
]a  som-norniale.'Lt  iriangleTMN  éianl  rectangle  en  H,  ei.MP 
étant  perpendiculaire  sur  l'hypoiénuse  TN,  le  théorème 
énoncé  est  démontré  [222). 

Au  lieu  d'axes  rectangulaires,  on  peut  employer  des  axes 
obliques.  Les  coordonnées  d'un  point  sont  encore  ses  dis- 
lances aux  deux  axes,  mais  comptées  parallèlement  à  ces  axes. 
Les  projections  ne  sont  plus  alors  onfiogonales,  mais  obliques, 
et  le  théorème  précédent  cesse  d'être  vrai. 

THÉORÈME. 

lOiS.  Pans  la  pambole  :  i"  la  sous- tangente  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact;  o."  la  sous-normale  est  con- 
stante et  égale  au  paramètre  [Jig.  546). 

i"  Soil  la  tangente  en  M  à  la  parabole.  Si  l'on  prend  pour  axes 
coordonnés  l'axe  Aar  de  la  courbe  et  la  tangente  au  sommet 
\y,  le  point  M  aura  MP  pour  ordonnée  et  AP  pour  abscisse. 
Le  triangle  TFM  étant  isocèle  (1037),  ta  projection  K  du  fojer 
F  sur  la  langente  MT  est  !o  milieu  de  WT.  La  tangente  au 
somme!  AKy  étant  parallèle  à  l'ordonnée  MP,  le  sommet  A 
osf  donc  le  milieu  de  la  sous-tangente  TP,  et  TP  :=3AP, 


2"  Soit  la  normale  IIN.  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tmgenle 
MT  comme  la  droite  F9.  La  figure  MtpFN  est  donc  un  paral- 
lélogramme, et  (pF  —  MN.  Les  deux  triangles  rectangles  MPN, 
oLF,  sont  donc  égaux,  et  l'on  a  PN  =  LF  =ip. 
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Corollaire. 

lOiG.  Le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  de  la  parabole  est 
proportionnel  à  l'abscisse  de  ce  point  [fig.  546). 

Soiem  X  eix  les  coordonnées  MP  ei  AP  d'un  point  qucl- 
co]ii]iie  M  du  la  parabole.  On  a  (104i,  1043) 


=  :^TI'.PN=2 


.//       OU      X'r.      2pX. 


PROBLEME. 

tQ!i1 .  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  donné. 

1°  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe  [fig.  546)  i  on  mène 
le  rayon  vecieurMF  et  la  perpendiculaire  M9sur  ladirecirice; 
puis,  la  bissectrice  de  l'angle  FMcp,  qui  est  la  tangente  deman- 
dée (1033;. 

Il  vaut  mieux  prendre  sur  l'ase,  du  côté  du  snmmei,  une 
longueur  FT  égale  à  MF;  en  joignant  le  point  T  ainsi  obtenu 
au  point  donné  M,  on  a  [1037)  la  tangente  demandée. 

2°  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  la  parabole,  on  re- 
marque que  la  quesiion  serait  résolue  si  l'on  connaissait  le 
symétrique  tp  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  chercbée  ; 
car  on  auraiialors  celte  tangente  en  abaissant  du  point  P  unn 
perpendiculaire  TP  sur  Fç  [Jig.  54'j)-  La  droite  TP  coupe- 


/ 

> 

-5' 

Vj 

i 

f 

rail  d'ailleurs  la  parallèle  menéeà  l'axe  par  le  point  cp,  au  point 
de  contact  M.  Oc,  le  point  9  se  Irouveà  la  fois  sur  la  directrice 
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DD' (1039)  eisLirle  cercle  décrit  ûa  point  P  comme  centre 
avec  PF  comme  nijon, 

Ce  cercle  et  la  directrice  se  ooupcnl  toujours,  quand  le 
poini  P  est  extérieur  a  la  courbe;  car  il  est  alors  plus  près  i)e 
la  direcirice  fiue  du  foyer  (1031),  et  il  y  a  deux  solutions,  qui 
se  rédaisenl  à  une  seule  quand  le  point  P  est  sur  la  parabole, 
ou  disparaissent  lorsqu'il  est  intérieur  à  la  courbe. 

Corollaires. 

JOi.8.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deuK  tangentes 
menées  du  point  P  à  la  parabole  soient  à  angledroit. 

Ces  tangentes  étant  supposées  à  angle  droit,  comme  elles 
sont  respectivement  perpendiculaires  au^  milieux  de?  droites 
F9el  F(f',  l'angle  9F9'  est  aussi  droit;  par  suite,  tptp'  est  un 
diamètre  de  la  circonférence  PF,  et  le  point  P  est  sur  la  di- 
recirice. Le  lieu  des  sommels  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  parabole  est  donc  la  directrice. 

Dans  ce  cas,  l'angle  PFM  est  droit  ainsi  que  l'angle  PFM' 
(1033;  ;  la  corde  des  contacts  M.VI'  passe  donc  alors  par  le  foyer 
et  est  perpendiculaire  à  PF. 

lOW.  Les  tangentes  PJl,  PM',  menées  d'un  point  exté- 
rieur P  à  la  parabole,  font  des  angles  égaux  avec  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  foyer  el  avec  la  parallèle  menée  à  l'axe 
parce  point  ;  la  droite  qui  va  du  foyer  au  point  V  est  bissec- 
trice de  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points  de 
contact  M  et  M'. 

Reportons-nous  à  la  ^fg-.  547,  et  soit  PH  la  parallèle  menée 
à  l'axe  par  le  point  P.  La  tangente  PMT  étant  perpendieulaira 
sur  le  milieu  de  Fi?,  comme  la  tangente  P  M' T' sur  le  milieu 
de  Fç',  les  deux  angles  MPH,  F9(p',  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  et  sont  égaux;  la  droite  PM'  est  la 
bissectrice  de  l'angle  /PF,  et  l'angle  au  centre  M'PF,  égil 
alorsàlangle  inscrit  F9<p',  l'est  aussi  à  l'angle  MPH.  Déplus, 
les  angles  PFM,  PFM'  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
PçM.Pip'M'.  Or,  le  triangle  ijsP^'  étant  isocèlf,  les  angles 
P9M,  Pç'M' sont  égauv  comme  composés  d'angles  égaux  ;  et 
leur  égaillé  démonire  celle  des  angles  PFM,  PFM'. 
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l'IlOBLÈMI-. 

i06Q.  Mener  à  la  parabole  une.  tangente  parallèle  à  une  droile 
donnée. 

Tout  revient  encore  à  trouver  lo  point  9  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  clierch,?e.  Or,  ce  point  se 
trouveà  l'intersection  de  la  directrice  eida  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  F  sur  la  droite  donnée.  Jly  a  toujours  une 
solution,  eiuneseule. 

SCOLIE, 

lOol.  Les  constructions  des  n"  10i7  et  103J  n'exigent  pas 
que  la  courbe  soil  tracée  :  il  suffit  d'en  connaître  le  foyer  et  la 
directrice. 

PROBLÈME. 

1052.  Connaissant  le  foyer  P  et  la  directrice  1)1)'  d'une  pa- 
rabole, déterminer  ses  points  de  reneonire  wjec  une  droite 
donnée  L\J . 

Supposons  lo  problème  résolu,  cl  prenons  [fig.  548)  le  sy- 
métrique 9  du  foyer  F  par  rapport  à  LL'.  Si  M  est  i'un  des 


points  de  rencontre  de  la  droite  LL'  avec  la  courbe,  on  aura 
M9=  MF  =:  MH,  MU  étant  la  perpendieulaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  directrice.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme 
centre,  avec  MF  pour  rayon,  passe  donc  par  les  points  F  et  9 
et  est  tangent  à  la  directrice.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
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nés  F  ei  (petiangeni  à  une  droite  donnée  DD'.  Nous   avons 
résolu  ce  problème  (262,  i"). 

Comme  il  n'esl  possible  que  lorsque  les  deux  poinls  F  ei  tp 
soiil  situés  d'un  même  côté  de  la  droite  DD',  la  droite  LL' 
coupera  la  parabole,  lui  sera  tangente  ou  ne  la  rencontrera 
pas,  suivant  que  le  point  cp  sera  du  même  côté  que  le  foyer 
par  rapport  à  la  directrice,  sur  celte  directrice,  ou  de  l'autre 
côté  de  cette  droite  par  rapport  au  fover. 

CoRoiLAniE. 
1053.  La  parabole,  ne  pouvant  ûirc  coupée  par  une  droite 
en  plus  de  deux  points,  est  une  courbe  convexe  (1036). 

§  IV.  -  ELLIPSE,  CONSIDÉRÉE  COMME  PROJECTION 
ORTHOGONALE  DU  CERCLE. 

THÉORÈME. 

lOili.  La  projection  orlhogonule  d'une  circonférence  de 
cercle  sur  un  plan  est  une  ellipse. 

Les  projections  d'une  figure  sur  deux  plans  parallèles  étant 
égales,  on  peut  toujours  supposer  que  le  plan  de  projection 
passe  par  le  centre  0  du  cercle  considéré  AB.VB*. 


Soient  donc  AA'  le  diamètre  situé  dans  le  plan  de  projection 
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(■l  bi)li'  la  projeciioli  du  diamètre  BB'  perpemliculaire  a  \A'; 
l'angle  AOA  sera  droit,  puisqu'il  est  la  projecUon  d'un  angle 
droil  BOA  sur  un  plan  contenant  l'un  de  ses  côlés. 

M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  ei  m  sa  projection, 
prenons,  surAA',01''  — OF'égal  à  la  projetante  liÔ  du  point  B, 
et  abaissons  FG,  F'G'  perpendiculaires  sur  le  diamètre  MM'. 

Il  suffit  de  prouver  que  le  rayon  vecteur  m  F  est  égal  à 
Mri;car  on  prouverait  de  même  que  m  F'  est  égal  à  MG',  d'où 
l'on  conclurait 

mF  +  mF  =  Mfi  +  Mti'  =  M(l  ■+■  M'G  ^  MM'  =  AA'. 
Mais  l'égalité /H  F  =  MG  résulterait  de  celle  des  triangles  rec- 
tangles niFM,  GFM  el,  par  conséquent,  de  l'égalité  FG  =  Mm. 
Or  cette  dernière  ressort  immédiatement  de  la  comparaison 
des  proportions 

^  _  ItO      M  1>  _  510         lin 
Mm~lt/.'      FG"'  OF    °^'    \ib' 

([ui  sont  fournies,  la  première  par  les  triangles  à  côtés  paral- 
lèles MPhi,  B06,  la  deuxième  par  les  triangles  rectangles 
équiangles  MOP,  GOF. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  obtenue  est  toujours 
égal  au  diamètre  du  cercle  donné.  On  a,  de  plus,  dans  le 
triangle  rectangle  B6O(703), 

Oft  =  OB  cosBOf-,     ou     i.  =  rtcosV, 
en  désignant  par  2«  et  2/1  les  axes  AA'  cl  lib'  de  l'ellipse,  «si 
par  V  l'angle  des  plans  des  deux  courbes. 

CciBOlLilRES. 

1035.  L'ordonnée  MP  du  cercle  (  fig.  549J  étant  représentée 
par  Y  et  l'ordonnée  correspondante  mP  de  l'eilipse  par  j-,  le 
triangle  rectangle  MhiP  donne 

j:=VcosV,     c'est-à-dire    y  =  -\. 

On  passe  donc  du  cercle  principal  d'une  ellipse  (985)  à  cette 
ellipse,  en  diminuant  toutes  les  ordonnées  du  cercle  dans  le 
rapport  du  petit  axe  au  grand  axe.  Cette  remarque  fournit  un 
nouveau  procédé  pour  décrire  l'ellipse  par  points. 
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On  iraoe  un  cercle  sur  chacun  des  axes  de  l'ellipse  comme 
diamètre  [Jlg.  55o]  ;  un  rayon  quelconque  coupe  ces  cercles 
aux  points  N  el  S.  Si  l'on  mène  alors  l'ordonnée  NP  du  poinl  N 
et  la  parallèle  SM  au  grand  axe,  rinterseclion  M  de  ces  deux 
ilroiies  est  un  point  de  l'ellipse.  On  a,  en  effet, 

WI*^^ij^-NP,     e'esl-a-dire    MP=:-NP. 

1056.  Si  l'on  considère  sur  l'ellipse  et  sur  le  cercle  2*  deux 
pouiis  M  et  S  ajant  la  même  ordonnée  OQ,  leurs  abscisses  x 
ei  X  sont  lices  par  la  relation 

■*■      0\         .   ,  A 

x'^Oi'     d'où     X="_r. 

Pour  passer  de  l'ellipse  au  cercle  ayant  le  petit  axe  pour  dia- 
mètre, il  faut  donc  diminuer  les  abscisses  de  l'ellipse  dans  le 
rapport  de  b  a  a. 

L'ellipse  peut  donc  être  regardée  comme  provenant  de  la 
contraction  ou  de  la  dilatation  des  cercles  qui  ont  ses  axes 
pour  diamètres. 

SCOLIE. 

^  10S7.  On  a  démontré  que  le  rayon  vecteur  F/«  [fig.  5  49)  est  égal  à  MG 
cest-à-direà  «^OG;  mois  los  triangles  équiaugles  MOP,  GOF,  donneiit 


PROBLÈME. 

1038.  Mener  à  l'ellipse  me  tangente  par  un  point  donné, 
1'  Soitd'aburd  le  point  donné  m  situé  sur  la  courbe. 
Supposons  le  problème  résolu  {Jîg.  55i  ),  et  soit  m  T  la  tangente  de- 
mandée.  Dilatons  toute  la  figure,  perpendiculairement  à  A  A',  dans  le  rap. 
port  do  OB  à  OA.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  AA',  le  point  m  deviendra 
le  point  M,  le  point  T  ne  changera  pas,  et  la  droite  MT  sera  la  tangente 
au  cercle  principal.  On  déterminera  donc  réciproquement  le  point  T  en 

R.  «1  DE  C,  _   T,:  de  Géo,„.  (Il-  Partie).  o. 
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construisafit  la  tangente  en  M  au  cercle  princli>al,  et,  en  traçant  mT,  i 
aura  la  tangciile  à  l'ellipse  au  point  m. 


il  le  point  tloiinéR  extérieur  à  l'ellipse  [fig.  552). 
Supposons  de  même  le  problème  résolu   [yTg.  J5aj   et  soient  RmT, 
ftm'T'  les  tangentes  qui  répondent  à  la  question.  Dilatons  la    figure, 


comme  dans  lepreroîer  cas.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  Aà',  la  droite  RBK 
deviendra  la  droite  B|K,  elle  point  R,  corresijondanl  au  point R,  devant 
se  trouver  à  la  fois  sur  l'ordonnée  PR  et  sur  la  droite  B,  K,  sera  déter- 
miné. On  en  déduira  les  tangentes  R,  MT,  R|M'T'  au  cercle  principal  et, 
par  suite,  les  tangentes  R«jT,  Bm'T'  à  l'ellipse,  dont  les  points  de  con- 
tact m  et  m' se  trouveront  d'ailleurs  sur  les  ordonnées  des  points  M  ot  M'. 


PROBLÈME. 


1039.  Mène 
{fis-  553). 
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Soit  OD  la  droite  donnée  (/g-.  553  ) .  lîn  suivant  toujours  le  même  pro- 
cédé, on  considère  la  droite  quelconque  BK  qui  coDpe  OD  au  point  N  ;  à 


53. 

\ 

^{ 

cette  droite  BK  correspond  la  droite  B,Kqui  rencontre  en  N,  l'ordonnée 
du  point  N.  La  droitt-  ON,D,  est  donc  celle  qui  correspond  àOD.  On  n'a 
alors  qu"a  mener  au  cercle  principal  les  tangenl«s  MT,  M'T',  parallèles 
àON,D|  et  à  tracer,  par  les  points!  et  T',  des  parallèles  à  OD  qui  sont 
les  tangentes  demandées  ;  leurs  points  de  contact  m  et  ni  appartiennent 
aux  ordonnées  des  points  M  et  M'. 


lOliO.  Les  constructions  précédentes  [1038,1059]  nV 
l'ellipse  soit  tracée  :  il  suffit  que  ses  axes  soient  donnés. 


igenl  [ 


3  que 


1061.  Comtdhsnnl  les  axes  d'une  ellipse ,  conslritîre  sespoinls  d'Inler- 
sectioH  avec  une  ilroite  donnée  [Jïg.  554  ). 


Soit  DD' la  droite  donnée;  son  point  L  ne  changera  pas  dans  !a  (iilalnfion 
de  l'ellipse,  la  droite  quelconque  BK  rencontrant  DD'au  point  Cet  de\e- 
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nai.l  ii,  K,  le  point  C  devient  C,.  La  droite  LC,  corrcfpond  duncàladroilo 
DD'  et,  comme  elle  coupe  le  cercle  principal  aux  points  SI  et  W,  on  n'a 
plus  qu'à  ramener  ces  points  sur  DD',  par  des  perpendiculaires  à  AA', 
pour  avoir  en  m  et  en  m'  les  points  demandés. 

THÉORÈME. 
1062.  Tous  les  diamètres  de  l'ellipse  simt  des  lignes  droites  pitssaiU 

On  entend  par  diamèire  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée.  Dans  le  cercle,  tout  dia- 
mètre est  une  droilc  perpendiculaire  au  Éystcme  de  cordes  qu'il  divise  en 
deux  parties  égales  (103)  ou  qui  lui  est  eor/jngué. 

Cela  posé,  tout  système  de  cordes  parallèles  du  cercle  a  pour  projectien 
un  système  de  cordes  parallèles  de  l'ellipse,  projeciion  du  cercle.  Les  mi- 
lieux des  cordes  du  cercle  étant  sur  un  mèmediamètre,  lesprojectionsdc 
ces  milieux  ou  les  milieux  des  cordes  correspondantes  de  l'ellipse  sont 
sur  une  même  droilei  projection  du  diamètre  du  cercle,  c'est-à-dire  pas- 
sant par  le  centre  de  l'ellipse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

10C3.  KÉciPBOorEMENT,  loiiie  droite  passant  par  le  centre  de  t'eltipse 
est  un  diamètre  de  In  eoi/rbe:  car  elle  est  la  projection  d'un  certain  dia- 
mèlre  du  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection.  Les  cordes  conjuguées  au 
diamètre  de  l'ellipse  sont  les  projections  des  cordes  conjuguées  an  dia- 
mètre correspondant  du  cercle. 

COBOI-LAIBES. 

Iû6i.  On  nomme  diamètres  conjugués  deux  diamètres  tels,  que  cha- 
cun d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 
Pour  avoir  deux  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse,  il  suffit  évidemment 
de  projeter  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle- 

1063.  La  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre  du  cercle,  étant  per- 
pendiculaire à  ce  diamètre,  est  par.a]]èle  au  système  de  cordes  qui  lui 
est  conjugué.  Il  en  résulte  que  la  tangente  à  l'extrémité  d'un  dia- 
mètre de  l'ellipse  est  parallèle  au  système  de  coi  dis  conjugué  à  ce  dia- 

1066.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  à  un  cercle  par  un  point  extérieur, 
ie  diamètre  mené  à  leur  point  de  concours  est  perpendiculaire  sur  lo 
milieu  de  la  cordo  qui  joint  leurs  points  do  contact.  Par  suite,  si  l'on 
mène  à  lute  ellipse  deux  tangentes  par  un  point  extérieur,  le  diamètre 
mené  à  leur  point  de  concours  passe  par  le  milieu  de  la  corde  qui  unit 
leurs  points  de  contact. 
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Nous  renvoyotia  à  l'Appendice  pour  le  développemetil  de  la  lliéorio 
des  dianiëlres  dans  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole. 

THÉOliÈME. 

1067.  L'aire  de  l'ellipse  est  la  moyenne  prnportinnnelle  des  aires  /les 
cercles  r.onstriiits  sur  ses  deux  axes  comme  diamètres. 

L'ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont  a  17  et  2Ô,  peut  être  regardée  comme 
la  projection  orthogonale  d'un  cercle  de  diamètre  ta,  dont  le  plan  fait 

avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  V,  tel  qjeco3V  =  -  (1034).  D'après  un 
théorème  connu  (707),  on  obtiendra  alors  l'aire  de  l'ellipse  en  multi- 
pliant l'aire  du  cercle  par  cosV.  On  trouve  ainsi,  pour  l'expression  de 
cette  aire, 

nab,     c'est-à-dire     t/^n'-r.!)'. 

THÉORÈME. 

1068.  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Or, 
unpoint  quelconque  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  Ox  et  Oy,  et  ont  pour  demi-lon- 
gueurs aet  b  les  distances  MA  et  MB  du  point  M  aux  extré- 
mités de  la  droite  AB  {Jtg.  555). 

Fi'.  555. 


Fig.  53G. 


Trônons  pour  axes  coordonnés  (lOH)  les  deux  droites  Ox 
et  Oy;  les  coordonnées  du  point  M  seront  MP  et  OP.  Par  !e 
point  0,  menons  ON  parallèle  à  ABW,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ordonnée  Ml'.  La  figure   OAMN  étant  un  parallélogramme, 
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ON  sera  ogale  a.  la  longiinur  coiislanle  AM  on  n.  Les  iriangies 
rcctaiit;les  semblables  BI'M,  OPN,  donneni  d'ailleurs 

Le  polnl  M  décrii  donc  l'ellipse  (1055)  donl  le  cercle  ON 
esl  le  cercle  principal,  el  qui  a  pour  demi-axes  a  el  b,  c'cst-J- 
direles  distances  MA  et  MB. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  pratique  Irès-simple  de  con- 
struire une  ellipse  par  points,  à  l'aide  d'une  bande  de  papier 
sur  les  bords  du  laquelle  on  marque  les  trois  points  A,  B,  M. 
il   existe  un  compas  elliptique  fondésurce  même  principe. 

Corollaires. 
10C9.  Considérons  (/g.  556)  la  droite  donnée  dans  les  deux 
positions  voisines  ABM,  A'B'M'.  Sur  les  milieux  de  AA' el 
de  BB',  élevons  les  perpendiculaires  aw  et  ^w  qui  se  coupent 
en  û>.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  passera 
parle  point  u.  En  effet,  les  deux  triangles  AuB,  A'wB'  étant 
ogaux,  les  angles  ABw,  A'B'w  sont  égaux.  Les  angles  wlîM, 
wIî'M'  le  sontalors  eux-mêmes  comme  suppléments  d'angles 
égaux.  Il  en  résulie  l'égalité  des  trianglesw  BM,(.jB'M' et,  par 
suite,  celle  des  dislanceswM,  wM'. 

Si  l'on  suppose  mainienani  que  le  point  M' se  rapproche  in- 
définiment du  point  M  considéré  comme  fixe  sur  rellipse 
qu'il  décrit,  MM'  tendra  vers  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  et 
la  perpendiculaire  élevée surle  milieu  de  MM'  vers  la  normale 
au  môme  point.  D'ailleurs,  «w  el  |3w  onl  pourlimites  tes  per- 
pendiculaires élevées  en  A  et  en  B  aux  axes  Oj^  et  Car.  lin 
joignant  le  point  I  d'inierseciion  de  ces  perpendiculaires  au 
uoinlM(/i'g.  555),  on  aura  donc  la  normale  en  M  à  l'ellipse 
Iracée. 

1070.  Il  0^1  utile  de  remarquer  que  /n  longueur W  comptée 
sur  la  normale  en  M  [fig.  555),  est  égale  à  ta  longueur  du 
demi-diumélre  qui  esl  conjugué  audiamèlre  OM. 

Soit,  eu  effet  {Jig.  55;),  OM'  le  diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre OM;  ce  diamètre  conjugué  esl  parallèle   à  la  tangente 
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Di  M  (lOGo),  c'e5l-à-dire  (juc  la  normale  Ml  lui  est  perponili- 
dilnire.  De  plus,  le  rajon  ilu  cercle  principal  qui  correspomJ 
à  OM  est  parallèle  à  la  position  de  la  droîie  AB  qui  donne  le 
point  M  de  l'ellipse  (1068),  et  le  rayon  de  ce  cercle  qui  cor- 
respondà  OM'  est  de  même  parallèle  à  A'B'M'.  Les  diaiiièlrcs 
co'ijugués  de  l'ellipse  répondant  à  des  diamètres  rectangulaires 
du  cercle  principal  (iOGi),  on  en  conclul  que  ABM  est  per- 
pendiculaire à  A'  B'M'.  Comflie  BI,  d'ailleurs,  est  perpendicu- 
laij-e  à  OB',  les  deux  triangles  MBI,  M'B'O,  qui  ont  le  côté  MB 
égal  au  côté  M'B',  ont  leurs  angles  égaux  (77]  et  sont  égaux  ; 
par  suite,  M1=0M'. 

PROBLÈME. 

1071 .  Étant  donnés  deux  diamètres  i.'onjugiiésde  l'ellipse  en 
grandeur  et  en  direction,  construire  les  axes  de  la  courbe. 

Soient  (fig".  557)  OM  et  OM'  les  demi -diamètres  conjugués 


donnés,  dont  les  longueurs  sont  a'  et  b'.  En  menant  parle 
point  M  une  perpendiculaire  à  OM*  et  en  prenant  sur  cette 
perpendiculaire  Mli^ft',  nous  aurons  le  sommeil  du  rectangle 
inconnu  lAOB  (1070).  Les  sommets  B  et  A  de  ce  rectangle  se 
irouvent  à  la  fois  sur  le  cercle  circonscrit  dont  le  diamètre  est 
10  et  sur  la  droite  qui  unit  le  point  M  au  centre  K  de  ce  cercle: 
ils  sont  donc  déterminés.  En  joignant  ces  points  B  et  A  au 
point  0,on  a  les  axes  de  l'ellipse  en  direction  ;  de  plus,  MA 
et  MB  représentent  leurs  demi-longueurs  (1068,  1069). 
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THÉORÈMF. 

1072.  Quand  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 

constante  glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  Ox  /■! 

Or,  un  point  quelconque  M,  /ié  hw/jiiablement  à  AB  dnns  le 

plan  AOIÎ,  décrit  une  ellipse  {fîg.  55S). 


GonsMérons  une  position  quelconque  île  la  droite  ABei 
faii^ons  passer  un  cercle  par  les  trois  points  A,  B,  0.  Si  l'on 
suppose  ce  cercle  lié  à  la  droite  AB  et  entraîné  dans  son  mou- 
vement, il  passera  toujours  par  le  point  0;  car  l'angle  AOB, 
ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  invariable  AB  compris 
entre  ses  côtés,  ne  peut  pas  cesser  d'être  inscrit.  Le  diamètre 
OC  de  ce  cercle,  dans  la  position  actuelle  de  la  droite  AB, 
s'obtient  en  élevant  en  lî  et  en  A,  aux  axesO:c  et  0/,  des 
perpendiculaires  f|uî  se  coupent  au  poiiit  C. 

Le  cercle  OC  changeant  de  position  en  même  temps  que  la 
droite  AB,  l'arc  AD  qui  sépare  le  point  A  d'un  point  quel- 
conque D  de  sa  circonférence  reste  constant;  par  suite, 
l'angle  AOD  restant  lui-même  constant  et  ayant  son  côié  OA 
fixe,  tout  point  D  du  cercle  OC  décrit  une  droite  OV. 

Si  l'on  trace  ie  diamèire  du  cercle  OC  qui  passe  par  le  point 
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donné  M,  les  exlrémilésD  et  E  de  ce  diamèlredécriveni  donc 
pendant  !e  mouvemenl  de  AB  les  deux  droites  fixes  ODY  ei 
OEX.  Ces  droites  étant  à  angle  droit,  il  résulte  du  théorème 
pi'êcédenl  (1068)  que  le  point  M  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
demi-Ionguears  de  ses  aites,  dirigés  suivant  OX  et  OV,  les  dis- 
lances  ME  et  MD. 

Les  perpendiculaires  variables  élevées  en  D  et  en  E  aux 
droites  OY  et  OX  se  coupant  au  point  moiiile  C,  on  obtiendra 
la  normale  en  M  à  celte  ellipse  en  menant  la  droite  MG  (1069). 

Scoi.iE. 

1073.  La  position  du  point  C  est  indépendante  de  celle  du 
point  donné  M.  Donc,  si  le  point  M  varie,  toutes  les  normales 
aux  points  correspondants  des  différentes  ellipses  obtenues 
viendront,  pour  une  même  position  de  la  droite  AB,  se  couper 
au  pointe. 

D'ailleurs,  le  lieu  du  point  C  est  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  la  longueur  constante  OC  pour 
rayon,  et  le  cercle  mC,  variable  de  position,  reste  constam- 
ment tangent  au  cercle  OC  dont  le  rayon  est  double  du  sien. 

On  peut  donc  se  figurer  le  mouvement  du  triangle  ABM,  en 
le  supposant  entraîné  dans  le  mouvemenl  du  cercle  wC  qui 
roule  sans  glisser  àriniérieurducerclefixeOCderayondouble. 

On  sait  que,  dans  un  pareil  mQa\emenl,  tout  point  du  cercle 
mobite  décrit  un  diamètre  du  cercle ^jee  [théorème  de  de  la 
Hire),  résullai  qui  coïncide  avec  la  remarque  sur  laquelle  la 
démonstration  précédente  estfondée.De  plus,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  tout  point  M  lié  invariablement  au  cercle  mo- 
bile, et  situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ce  cercle,  décrit  une 
ellipse;  c'est  un  autre  énoncé  de  la  proposition  du  n"  1072. 

§  V.  -  PARABOLE  CONSIDÉRÉE  COMME  LIMITE 
DE  L'ELLII>SE. 


1074.  La  limite  d'une  ellipse  [ou  d'une  hyperbole)  dont  un 
sommet  et  te  foyer  voisin  restent  Jixes,  tandis  que  Vautre 
foyer  s'en  éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  du  grand 
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'ixeioa  de  l'axe  trwtsi>erse],  est  une  parabole  quia  pour  se 
m<ft  el  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  fixe,  (fig.  S.kj). 
Fig.  55g. 


/ 
( 

(' 

\ 

V 

~^^y'  ' 

E„  eOCls  cercle  dkeclBur  rclalif  au  toje'  m»WleF'  coupe 
,„Se  *ie  crana  a,e  à  droUe  du  fo,e,.  «xe  F   en  ™  m«ne 

'•"     »\"   1„  mon  crol.  [«dérmimenl,  de  Borle  qn'U  a  pour 

— ^r^r^^b:et=ri2,^.;::ê 

siammenlMF_MG,  c  esl  a  u.  „„  désignaiu 

détormam  le  point  M  ïienl  en  M,,  J.t      "  ■    ■  , 

r'.,^'^'"i^;:rc*;éyu;SadLïs:;Hn,ues 

r  :"n°'d;Tèn-;,e  donnée  es;  donc  u»e  pan.olc  a,a„. 
pour  fo,e,  et  pour  sommet  les  pomls  F  el  i  et,  par  suite, 
droite  DD' pour  directrice.  k  i„  ftni9^ 

ù  même  démonstration  s'applique  à  l-hjperbole  (1012  . 
,,atsc  ca  ■  ,a  parabole  es.  la  limite  de  la  demi-hsperbol 
"droite  à  laquelle  appartiennent  le  sommet  A  e  le  lojer  F, 
laulre  demi-hyperbole  de  gauche  d.spar.u  a  1  mfini. 

1015.  Le  théorème  précédent  permet  de  pre.o.r  el  de  de- 
„,on.rer  les  propriétés  de  la  parabole,  en  les  dedutsant  par 
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voie  fie  transformuiion  des    propriélés  correspondantes   de 
l'ellipse. 

Par  exemple,  pour  démonlrer  que  la  tangente  à  la  parabole 
f'iil  extérieurement  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur 
du  point  de  contact  et  avec  /a  parallèle  menée  à  l'axe  par  le 
même  point  (1033),  il  suffit  de  remarquer  que,  lorsque  l'un 
des  foyers  de  l'ellipse  s'éloigne  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  re- 
latif à  ce  foyer  lend  à  devenir  parallèle  au  grand  axe. 

De  même,  pour  établir  que  le  lieu  des  projeetiom  du  foyer 
de  la  parabole  sur  ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet 
(1042),  on  n'a  qu'à  observer  que  le  cercle  principal  de  l'el- 
li|)se  tend  vers  la  tangente  au  sommet  fixedu  grand  axe,  lors- 
que l'autre  sommet  se  transporte  à  l'infini. 

Si  les  propriétés  considérées  dépendent  expliciiemenl  des 
axes  a  et  6  de  l'ellipse  et  de  sa  dislance  focale  c,  on  substi- 
tue à  «  el  à  /»  leurs  valeurs  en  fonction  de  c  et  du  paramètre 
^:=2(«  —  c)de  la  parabole  limite;  puis,  en  supposant  c  infini 
dans  les  formules  obtenues,  on  passe  des  propriéLés  de  l'el- 
lipse représentées  par  ces  formules  aux  propriétés  corres- 
pondantes de  la  parabole  expriuiécs  en  fonction  du  para- 
mètre p. 

TIIÉOUÈMH. 

11)76.  Tous  les  diamètres  île  la  parabole  sont  des  droites  pixriillèles  à 
Vtixe. 

On  démontre  immédiatemenl  cette  proposition  en  regardant  la  parabole 
comme  la  limite  d'une  ellipse  (107i)  dont  l'un  des  foyers  et  le  sommet 
voisin  coïncident  avec  le  foyer  et  le  sommet  do  la  parabole,  mais  dont 
f  autre  foyer  et,  par  suite,  le  centre  se  transportent  à  l'infini  sur  1p  grand 
axe  de  la  courbe. 

Les  propriétés  de  l'ellipse  démontrées  aux  n"  10C5  el  1066  appar- 
tiennent aussi  à  la  parabole  limite.  Ces  propriétés  vont  nous  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante. 

THÉORÈME. 

1077.  La  pnrahole  étant  rapportée  au  système  d'axes  obliques  formé 
par  un  diamèliv  et  Ut  tangente  à  son  extrémité,  dans  ce  nouveau  .système 
d'axes,  la  soitS'taiigeiile  est  encore  double  île  l'abscisse  du  point  de  cou- 
fnt/(104Sj. 

En  effet,  soient  {fis.  56o)  la  tangente  A/ et  le  diamètre  A^  pris  pour 
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axes  coordonnés;  menons  la  tangente  MT  en  un  poiot  quelconque  M  de 
la  parabole.  Si,  par  le  point  d'intersection  G  des  tangentes  A  j' et  MT,  on 


mène  une  parallèle  à  A.r,  cette  parallèle  coupera  la  corde  AM  en  son 
milieu  (10G6]  ;  le  point  G  est  donc  le  milieu  deTM  AGj  étant  parallèle  à 
l'ordonnée  MP,  le  point  A  esl.  alors  lo  milieu  de  la  sous-langenle  TP. 


1078.  L'aire  d'un  segment  parabolique  est  les  deux  tiers  du  parallélo- 
gramme qui  a  pour  côtés  la  cnrile  et  la  flèche  tla  segment,  celle  flèclic 
étant  mesurée  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  eorile  du  segment. 


Soit  {fg.  5G[)  le  segment  par.ibolii|ue  MAM,  déle 
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MM|.  Prenons  jiour  axes  coordonnés  le  diamètre  Aj^  conjugué  à  cette 
corde  et  la  tangente  parallèle  ky.  Évaluons  d'abord  l'aire  de  la  portion 
MAP. 

Inscrirons  d^^ns  1  îrc  AM  une  ligne  lir  6e  MM'M'. . .  A  et,  par  les 
sommeU  de  cette  ligne  br  sue  menons  i  la  courbe  les  tangentes  MT, 
Jl'T',. .  jusqu  d  la  rencontre  du  diamètre  kx\  menons  aussi  les  or- 
<lonnées  MP   M  P  des  «ommeta  de  h  ligne  brisée. 

Comparons  le  trapèze  filM  P  P  au  triangle  correspondant  GTT'.  Si 
l'on  mène  par  le  sommet  <j  du  triangle  une  parallèle  'ïH  à  k.r,  elle 
passera  par  le  milieu  l  de  la  corde  MSI  (1076),  La  perpendiculaire 
abaissée  du  milieu  du  côlé  MM  sur  le  e6té  PP'  du  trapèzo  MM'P'P  est 
(ione  égale  a  la  hauteur  du  tiiùn<r!e  GTT  Pour  avoir  le  rapport  do 
leurs  aire''  il  suffit  d  ipres  cela  de  com[  arcr  le  côté  PP'  ûa  irapè/e  ù  la 
base  IT  du  triangle  Or  (107  ) 


TT'  =  vr. 

Le  triangle  est  donc  la  moitié  du  trapèze.  Et,  comme  on  peut  répéter  le 
même  raisonnement  pour  chaque  trapèze  et  pour  le  triangle  correspon- 
dant, la  somme  des  trapèzes  reste  toujours  égale  au  double  de  la  somme 
des  triangles.  La  limite  de  la  première  somme  étant  Taire  MAP  et  la  limite 
de  la  seconde  l'aire  MAT,  l'aire  MAP  est  les  deux  tiers  du  triangle  total 
MTP  ou  du  parallélogramme  équivalent  APMQ. 

L'aire  Mi  AP  étant  de  même  les  deux  tiers  du  parallélogramme  APMiQ,, 
l'aire  clierehéeMAMi  est  enfin  les  deux  liersdu  parallélogramme  HQQi  Mi, 
qui  a  pour  côtés  la  corde  MMi  du  segment  ou  le  double  de  l'oi-donnée  MP, 
et  la  flèche  de  ce  segment  ou  l'abscisse  AP. 

g  VI.  -  ORIGINE  COMMUNE  DES  TROIS  COUÎtBEl^. 
SECTIONS  PLANES  DU  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

1079.  Dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  h  chaque  foyer  F  correspond 
une  droite  D  qu'on  nomme  direcirice;  c'est  la  perpendi3ii!aire  à  l'axe 
local  élevée  par  le  point  E  qu'on  obtient  en  portant  sur  cet  axe,  à  partir 
du  centre  0  et  de  0  vers  F,  une  longueur  OE  égale  à  —  {fig,  562  ). 

Dans  l'ellipse,  a  étant  plus  grand  que  c,  OE  est  plus  grand  que  OF  ; 
le  point  E  tombe  donc  sur  le  prolongement  de  OF,  on  d'autres  termes 
le  foyer  est  entre  la  directrice  correspondante  et  le  centre.  Dans  l'hy- 
|)erboIe  au  contraire,  a  étant  plus  petit  que  c,  OE  est  moindre  que  OF; 
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le  point  E  tombe  donc  eiiiro  0  et  F,  en  d'aiilres  termes  la  direcLi'icQ 
passe  eniro  lo  centre  et  Ih  foyer  correspondant. 

THÉORÈME. 

1080.  La  directrice  D  relatU-e  à  un  fnyer  F  ef(  ; 

1°  La  polaire  P  de  ce  foyer  par  rapport  au  cercle  principal; 

î'  L'axe  radical  R  de  ce  foyer  et  du  cercle  directeur  relatif  à  l'autre 
foyer. 

En  effet  : 

1°  La  polaire  P  est  (3il)  perpendiculaire  h  OF  et  situ6e  par  rap- 
port au  centre  du  même  côté  que  le  foyer  F,  à  une  distance  égale  à  — 
puisque  le  rayon  ndu  cercle  principal  est  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  du  centre  au  pôle  F  et  à  la  poIaireP. 

î°  L'axe  radical  R  (iOt ,  lo")  est  perpendiculaire  à  FF',  du  m&me  cùté 
que  F  pur  rapport  au  point  0  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à 

"'   =  — >  puisqueaa  est  le  rayon  du  cercle  directeur  (F'), 
4^  c 

THÉORÈME. 
HISl.  Dans  l'ellipse  ou  dans  l'hyperbole,  le  rapport  des  distance!  d'im 
failli  quelconque  M  de  la  courbe  à  un  foyer  f  et  à  la  directrice  corres- 
pondante Vi  est  constant  et  égal  à  l'excentricité' -  (Jlg.  5f)'), 

Eiieffet,soieatPiaproJ6CtioDdupoint  Msurla  directrice  D,  N  le  point 
FiR.  Ma. 


où  F'-\r  prolongé  rencontre  le  cercle  directeur  (F'),  et  I  le  point  o'i  la 
langeuic  en  N  à  ce  cercle  rencontre  D.  D'après  le  théorème  précédoni, 
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on  a  1N==IF;  d'ailleurs  MN  est  égal  à  MF;  les  deux  triangles  MNI,  MFI 
ont  donc  les  trois  côtés  égaux  ;  par  suite,  l'angle  MFI  est  droit  comme 
l'angle  iMKl  et  le  cercle  décrit  sur  Ml  comme  diamètre  passe  par  F,  N,  P. 
Il  résulte  de  là  que  l'angle  NPM  est  égal  à  NFM  ou  (puisque  le  triangle 
MXF  est  isoeèlo)  à  MNF. 

D'ailleura  les  angles  NMP,  NF'F  sont  égaux  comme  correspondants. 
Los  triangles  NMP,  F'NF  sont  donc  équiangles,  et  l'on  a  ia  proportion 

MN        FF'  MF       îc        c 


qui  exprime  le  théorème  énoncé. 
Corollaire. 

1082.  Le  lieu  des  points  dont  les  dutances  à  un  point  fixe  et  à  une 
droite  fixe  ont  un  rapport  comtant  i  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
uneparabole  suieant  que  le  rapport  X  est  inférieur,  supérieur  ou  égal 
à  l'unixé {fig.  562). 

Pour  X  =  I ,  la  proposition  résulte  do  la  définition  même  de  la  para- 
bole. 

Supposons  X  <  I,  et  considérons  l'ellipse  qui  a  pour  foyer  le  point 
fixe  F,  pour  direetriee  correspondante  la  droite  lise  D  et  pour  excontri- 
cilé  le  rapport  X.  Celte  ellipse  est  bien  déterminée,  car  les  relations 

^  =  X,        ^-c^VV., 

dont  les  seconds  membres  sont  connus,  assignent  des  valeurs  uniques 
et  finies  aux  éléments  a  et  c.  Or,  d'après  le  théorème  précédent,  tout 
point  do  cotte  ellipse  appartient  au  lieu,  et  il  reste  seulement  à  montrer 
que  tout  autre  point  M' du  plan  ne  saurait  faire  partie  dulieu.  OrsoionlM 
le  point  ofi  la  demi-droite  FM' rencontre  l'ellipse,  P  et  P'  les  projections 
do  M  et  .M'  sur  la  directrice  D,  et  Q  et  Q'  les  points  où  MP  et  M'I" 
coupent  la  parallèle  à  D  menée  par  le  foyer  F.  On  aura 

FM  ^  MO  _  MP  -±L  FE 
FM'  "  .Mg'  ~  M'P'=Ffc:' 


les  signes  se  correspondant.  Mais,  d'après  un  théorème  connu  sur 
fractions  dont  on  augmente  ou  on  diminue  les  termes  d'une  mèmequa 

tité,  le  dernier  rapport  et,  par  suite,  le  premier,  dilTère  de  -^rr^,;  do 
B  le  premier  est  égal  à 
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le  second  ne  saurait  l'ôlve  cl,  par  suite,  le  point  M'  D'apparticni  pas  au 
lieu. 

Le  raisonnemont  subsiste  pour  )i  >  i  ;  il  n'y  a  qu'à  substituer  au  mol 
eUipse  le  mot  hyperbole. 

D'après  ce  coroHaire,  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole  ont  une 
mémo  origine;  aussi  leur  a-t-on  douné  une  dénomination  coinmune.  Le 
nom  qui  a  prévalu  est  celui  de  conique,  que  nous  adopterons  désormais, 
et  dont  nous  allons  montrer  tout  à  Tlicure  l'origine. 


IHtolilME. 

lOttIj.  La  droite  FI  qui  joint  le  fojer  d'une  coniz/ue  au  point  où  une 
corde  quelconque  JIN  rencontre  la  directrice  e.tl  bissectrice  de  l'angle 
des  rayons  vecteuri  FM  et  FN  ou  de  son  supplément,  fulvaitt  que  les 
deux  points  M  et  N  appartiennent  à  des  branc/ies  différentes  ou  à  une 
ine-me  branche  {Ji-f.  5&i}. 

En  elîet,  P  et  Q  étant  les  projections  de  M  et  N  sur  !a  dirocirice  D,  les 
rapports 

IM     ['M 


sont  égaux  entre  eux  c 
la  droite  FI  bissecte  l'i 


t  respectivement  ^i 
1  supplément, 


,  MP 


point  I  est  situé  entre  M  et  N  ou  sur  le  prolongement  de  MN.  Or  le  pre- 
mier cas  ne  peut  se  prcsenlar  que  si  la  eoarbe  est  une  hyperbole  et  si 
M  ctN  appartiennent  à  des  branches  différentes. 

COROLL  AIRES. 

108 i.  Si  d'un  point  quelcmqoe  \  de  la  directrice  D  on  mène  des  tan- 
gentes IT,  II'  à  une  conique,  la  droite  des  contacts  IT  passe  par  le 
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Jojer  F  corrcypoiiddiit  et  cl  perpendiculaire  à  la  driilo  qui  joint  le 
point  I  air,  foyer. 

En  effet,  supposons  que  dans  le  Hiéorème  précédent  les  poinU  M  ol 
N  viennent  se  confondre,  auquel  cas  M  ot  N  appartiennent  forcément  à 
la  même  branche,  la  ligne  FI  sera  la  bissectrice  de  la  limite  du  supplé- 
ment de  l'angle  MFN,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  la  droite  FT  qui 
représente  les  deux  rayons  vecleurs  confondus.  On  verrait  de  morne 
que  FT'  est  perpendiculaire  à  FI.  Donc  les  trois  points  T,  F,  T'  sont  sur 
une  môme  perpendiculaire  à  FI. 

1083.  Le  même  théorème  fournit  une  solution  simple  du  problème 
qui  consiste  à  construire  une  conique  connaistant  un  fojcr  F  et  trois 
points  A,  B,  C. 

Tout  revient  à  trouver  la  directrice  D  relative  au  foyer  F.  Or  on  ob- 
tient deux  points  de  cette  droite  en  appliquant  successivement  la  pro- 
position (1083)  aux  deux  cordes  AB  et  BC. 

On  verra  aisément  qu'Q  y  a  quatre  solutions  et  que,  des  quatre  co- 
niques obtenues,  trois  sont  certainement  dos  hyperboles;  la  quatrième 
est  une  ellipse,  uuc  parabole  ou  une  liypcrboie  suivanl  la  disposition 
des  données. 

THÉORÈME. 

1086.  Lanection  d'un  cône  circul'iire  droit  p(ir  un  plan  e<l  une  clhpsr, 
une  lifperbole  ou  une  parabole, 

]°  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  génératrice.'  du 
cône  sur  une  même  nappe  {fig.  5&\  ). 

Menons  le  plan  méridien  (869,  3°)  du  côno  qui  est  perpendiculaire  an 
plan  sécant  AMA';  il  coupera  le  cône  suivant  les  deux  génératrices  SA 
et  SA'  qui  font  entre  elles  Yangle  au  sommet  de  la  surface,  et  le  plan 
sécant  suivant  la  droite  A.A'.  Dans  le  plan  méridien  considéré,  construi- 
sons les  circonférences  0  et  0'  qui,  situées  de  part  et  d'autre  de  AA', 
soTit  à  la  fois  tangentes  aux  génératrices  S-i  et  SA'  et  ii  la  droite  AA' 
qu'elles  touchent  aux  points  F  et  F'.  Si  l'on  fart  tourner  le  plan  méri- 
dien autour  de  l'axe  SO,  ces  deux  circonférences  engendreront  deux 
sphères  tangentes  à  la  surface  conique  suivant  les  parallèles  (86Q,  3°! 
BC  et  B'C,  et  tangentes  au  plan  sécant  en  F  et  en  F'. 

Cela  posé,  prenons  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe  d'intersection  ; 
menons  les  droites  MF,  MF'  et  la  génératrice  SM  qui  coupera  en  G  et  en  G 
les  parallèles  BC,  B'C.  La  droite  MF  étant  tangente  ù  la  sphère  0  (787),  on 
a  (788)  MF  =  MG.  On  a  de  même,  par  rapport  à  la  sphère  0',  MF'  =  MG'. 

R.  el  DE  C.  -   Tr.  de-  G,-o«.  [  11-  Partie).  23 
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Par  suitP, 


MF  +  MF'  -  J!G  -t-  MG'  =  GG'  =  DU'  =-■  const. 
D'ailleurs,  en  verlu  des  propriétés  rappelées^  on  a 
HB'  =  Am-AB'  =  AF  +  Ar      et      liB'  =  CC'^CA'-^  A'C'  =  A'Fh-A'F'. 
Il  en  résulie  évidemment 

AF  =  A'F'    et    BB'^AA'. 


L/i  vourbe  ubieiiue  est  donc  une  ellipse  ajant  AA'  pou 
points  F  et  Y'  pour  foyers. 


ind  axe  et  les 


Bi  l'on  trace  A'II  parallèle  à  BC,  AU  est  la  distance  fncole  de  celte 
ellipse.  En  effet, 

AF'  =^  AB'    et    HB'  =  A'C  =  AF. 

Les  plans  des  paraUèles  BC,  B'C,  prolongés  jusqu'à  la  rencontre  du 
plan  sécani,  le  coupent  suivant  deux  droites  DE,  D'E',  perpendiculaires 
au  plan  méridien  considéré  (561).  Si  l'on  mène  le  parallfele  LL  de  !a 
surface  qui  passe  par  le  point  M,  son  intersection  avec  le  plan  sécant 
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est  lie  mt-me  dirigée  suivant  l'ordonnée  MP  de  ce  point  par  rapport 
au  grand  axe  AA',  et  PD  représente  la  distance  du  point  M  à  la  droite 
DE.  Les  triangles  APL,  ADB,  AA'H,  évidemmenl  semblables,  donnent 


I  MF      AB      AH 


PD 


AD" 


Ainsi,  les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse  trouvée  au  foyer  F 
et  à  la  droite  DE  sont  entre  elles  dans  un  rapport  égal  à  rexcenlricité(973) 
de  la  courbe.  La  même  démonstration  s'applique  au  foyer  F'  et  à  la 
droite  D'E',  Les  droites  DE,  D'E',  sonl  donc  les  directrices  de  la  sec- 
tion. 

■2° 'Supposons  que  le  plan  sécanl  rencontre  les  doux  nappes  dit  cône 
(/g--  565). 

Fig.  56S. 


On  a  alors 

MF'  -  MF  -  .MG'  -  MG  =  GG'  =  BB'  =  consU  ; 
d'ailleurs, 
BB'  =  AB'— AB  =  AF-AF     et     BB'=  CC'  =  A'C— A'C- A'F-A'F'. 
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Ar  =A'i'" 


Itli'  = 


La  courbe  obicimc  c.f/  doue  une  hyperbole,  ayant  XX'pim 
ei  les  points  F  et  F'poiirfoyeri. 

Si  l'on  trace  A'H  parallèle  ii  h'C,  Ali  opt  la  distance 
hyperbole-  En  effcl, 


Alt'  =  AF' 


B'H  = 


C'A' =  A' F'. 


Les  droites  DE  et  D'E',  intersections  dca  parallèles  BC,  B'C,  avec  le 
plan  sécant,  sont  les  directrices  de  l'hyperbole.  Le  rapport  des  distance.a 
du  point  M  au  foyer  F  et  à  la  droite  DE  est  égal  à  l'excentricité  de  la 
courbe.  C'est  ce  que  les  triangles  semblables  A  PL,  ADB.  AA'H,  montrent 
immédiatement. 

3°  Supposons  le  plan  se'canl  parallèle  à  l'iuic  lic  gc/irrcilricca  du 
c.'ine  {fia.  566). 


Ayant  mené  le  plan  méridian  LSL'  perpendicnîaire  au  plan  sécant,  Ce 
dernier  se  trouve  parallèle  à  la  génératrice  SL'  et  est  alors  coupé  par  le 
plan  méridien  suivant  une  droite  AP  parallèle  (493,  i°)  à  cette  généra- 
trice. Dans  le  plan  méridien,  construisons  la  circonférence  0,  tangente 
AVI  génératrices  principales  en  B  et  en  C,  et  la  droite  AP  au  point  F. 
Si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'ase  SO,  la  sphère  engendrée  par 
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la  circonférence  0  est  tangente  au  cône  suivant  le  parallèle  BC  et  touche 
on  F  le  plan  sécant. 

Cela  posé,  prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  courbe  d'intersec- 
tion ;  menons  la  droite  MF  et  la  génératrice  SM  qui  coupe  en  G  le  parallèle 
BC  de  la  surface;  menons  également  le  parallèle  LL'  do  la  surface  qui 
passe  par  le  point  M  et  qui  rencontre  le  plan  sécant  suivant  l'ordon- 
née MP  de  ce  point  par  rapport  à  AP.  On  aura  toujours 

MF  =  MG  =  BL. 

D'nilleurs,  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  parallèle  BC  est  une 
droite  DE  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  PD  représente  la  distance 
du  point  M  à  la  droite  DE.  Les  deux  triangles  APL,  ABD  étant  isocèles, 
puisqu'ils  sont  tous  deux  semblables  au  triangle  SLL',  on  a 

PD  =  BL,    c'est-à-dire    MF  =  PI). 

La  ciwrhe  obieriiie  e.\t  donc  wie  parabole  ajwa  le  point  F  pour  fq)  er 
et  la  droite  DK  pour  directrice. 

SCOLIE, 

10S7.  Les  sphères  considérées  dans  la  démonstration  précédente  peu- 
vent, tout  en  restant  inscrites  au  cône,  cesser  d'être  tangentes  au  plan 
sécant  qui  les  coupe  alors  suivant  deux  cercles.  Les  mêmes  raisonne- 
ments étant  applicables  à  ee  cas,  on  arrive  à  cette  proposition  ;  Le  lieu 
des  points  tels,  que  le  rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de 
ces  points  à  un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes  points  à  une 
droite  fixe  soit  constant-,  est  une  section  conique  dont  la  nature  dépend 
de  la  valeur  de  ce  rapport  comparée  à  l'unité  (1086). 

THÉORÈME. 

1088,  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée  sur 
un  cône  de  révolution  donné. 

1°  Si  l'on  SB  reporto  à  lafig.  564,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'Hle  grand  ase  AA'  de  l'ellipse  donnée  et  sa  distance  focale  AH,  ainsi 
que. l'angle  AHA',  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné. 
La  question  revient  donc  à  construire  un  triangle  avec  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  deus.  Comme  l'angle  donné  est  opposé  au  plus 
grandj  des  deux  côtés  donnés,  ce  triangle  est  complètement  déter- 
miné (146).  Quand  il  sera  construit,  on  élèvera  une  perpendiculaire  sur 


,  Google 


358  GÉOMÉTRIE   DASS   LESPACE. 

le  milieu  de  A'H,  et  la  surface  conique  engendrée  par  AH  eu  touroant 
autour  de  cette  perpendiculaire  sera  coupée  suivaut  l'ellipse  donnée 
par  un  plan  mené  suivant  AA'  perpendiculairement  au  plan  du  triangle 
AA'H,  On  peut  donc  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  an  cône 
donné, 

1°  Si  l'on  se  reporte  à  Ia_;%.  565,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  l'axe  trans verse  AA'et  la  distance  focale  AH  de  l'hyperbole  donnée, 
ainsi  que  l'angle  AHA',  complément  du  domi-angle  au  sommet  du  côno 
donne.  Comme  cet  angle  est  opposé  ici  au  plus  petit  des  deux  côtés  don- 
nés, le  problème  peut  avoir  deux  solutions  ou  n'en  avoir  aucune  (146), 
Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  AA'  surpasse  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  A  sur  HA',  e'est-à-dire  qu'on  ait,  en  appelant  2Q  l'angle 
au  sommet  du  cône  et  en  posant  (1000)  AA'  —  in,  AH  =  2c, 

ï<-(>'2ccos;3    ou     eo3fi<-;- 

Mais,  si  l'on  appelle  i'j  l'angle  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole 
proposée,  on  a  évidemment  (1013) 


La  condition  cherchée  est  dor 


ou,  puisq;i'i]  s'agit  d'angles  inférieurs  à  un  drolL, 
^>6    ou    i^-  >  -i''. 

Donc,  pour  pouvoir  placer  une  lijperbole  donnée  \ur  un  cône  de 
révolution  d  nné,  il  faut  que  l'angle  au  sommet  du  cône  surpasse' 
celai  des  deux  angles  des  asymptotes  de  Vhj-perbnle  qai  comprend  la 
courbe. 

3°  S  l'on  se  reporte  à  la  fig.  566,  on  voit  que  la  droite  OA  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  SO,  d'après  la  détermination  du  point  0  et  le  paral- 
lélisme des  droites  SL'  et  AP.  Dans  le  triangle  rectangle  OBA,  on  connaît 
par  suite  le  cèto  AB  =  AD  =  -  7  de  mi- paramètre  de  la  parabole  donnée 
(1028),  et  l'angle  BAO,  complément  du  demi-angle  au  sommet  du 
cône  donné.  Ce  triangle  est  donc  complètement  déterminé  (32).  L'ayant 
construit,  on  élèvera  OS  perpendiculaire  sur  OA,  et  la  surface  conique 
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engendrée  par  la  rotation  <le  AB  autour  de  SO  sera  coupée  suivant  la 
parabole  donnée  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  celui  dn 
triangle  OBA  et  passant  par  la  droite  AP,  trauée  de  manière  que  AO  soit 
la  bissectrice  de  l'angle  SAP.  On  peut  donc  toujours  placer  une  para- 
bole donnée  sur  an  cône  donne'. 

SCOLIE. 

1089.  Le  sommet  d'un  cane  de  révolution  s'éloignant  à  l'infini  dans  !a 
direction  de  l'axe,  ce  eône  dégénère  en  cylindre  de  révolution.  Un 
cylindre  circulaire  droit  est  donc  coupé  suivant  une  ellipse  par  un  plwt 
sécant  quelconque  {1086,  i"). 

C'est  ce  qu'on  démontrera,  du  reste,  directement  en  adoptant  la  même 
marche  que  précédemment.  Cette  marche  permettra  do  déterminer  le 
grand  axe,  le  foyer  et  les  directrices  de  la  bection  proposée.  On  en 
déduira  lacîlement  que(o«/«f  fe^effi/ijej  trouvées  en  coupant  par  un  plan 
quelconque  un  cjlindre  de  révolution  ont  pour  petit  œe  le  diamètre  de 
ce  cylindre. 

On  peut  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  de  révo- 
lution donne'  (1088, .  i"),  lorsque  le  petit  axe  de  l'ellipse  est  égal  au 
diamètre  du  cylindre. 

THÉOnÈME. 

1090.  Si  l'on  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  par  un  plan,  la 
projection  de  l'intersection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 
surface  est  une  section  conique  (Jîg-  567  ). 


On  appelle  surface  gauche  de  révolution  la  surface  engendrée  par  ui 
droite  non  situéedansunméme  plan  avecl'axe autour  duquel  elle  touni 
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Le  plus  peiii  parallèle  de  la  surface,  engendré  par  la  plus  courte  dislance 
de  la  génératrice  à  l'axe  (338),  porte  le  nom  de  cei-cte  de  gorge  de  la 
surface.  I,a  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge 
est  tangente  à  ce  cercle,  car,  cette  génératrice  élant  perpendiculaire  à 
l'exlrémllé  du  rayon  du  cercle  de  gorge,  il  en  est  de  même  de  sa  pro- 
jection (331). 

Cela  posé,  représentons  la  surface  par  son  axe  OX,  son  cercle  de 
gorge  OG  et  l'une  de  ses  génératrices  GG'-  Coupons-la  par  \m  plan  IlLR. 
Si  ce  plan  rencontre  en  M  la  génératrice  GG',  M  sera  un  point  de  la 
courbe  d'intersection.  Sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  sera 
en  P,  sur  la  tangente  GP  à  ce  cercle.  La  génératrice  faisant  un  angle 
constant  avec  le  plan  du  cercle  de  gorge,  le  rapport  de  PG  à  MP  reste 
constant. 

Menons  par  le  point  M  la  ligne  déplus  grande  pente  M[I(o3o,  5S6)  du 
planHLR  par  rapport  au  plan  du  cercle  dégorge,  et  traçons  la  droite  PH. 
La  droite  MH  faisant  de  même  un  angle  constant  avec  le  plan  du  cercle 
rie  gorge,  le  rapport  de  PH  à  MP  reste  constant;  le  rapport  de  PG  à  PH 
est  donc  aussi  constant,  et  le  théorème  est  démontré  (  108"). 

Corollaires. 

1091.  Si  le  rayon  du  cercle  de  gorge  devient  nul,  la  surface  gauche  de 
révolution  dégénère  en  un  cône.  Donc,  la  projection  d'une  .section  conique 
tmr  im  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône  de  révolution  sur  lequel  elle 
est  placée  est  une  section  conique,  dont  l'un  des  foyers  est  la  projection 
du  sommet  de  cône  sur  le  plan  de  projection  et  dont  la  directrice  cor- 
respondante est  la  projection  sur  le  mâne  plan  de  l'intersection  du  plan 
riêcant  avec  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan 
de  projection. 

PHODLKMf;. 

i09i.  Construire  une  ellipse  ou  wio  hyperbole  dont  on  connaît  l'excen- 
tricité-y  l'un  des  foyers,  et  deux  points  ou  deux  tangentes,  ou  une 
tangente  et  son  point  de  contact. 

Nous  résolvons  ce  problème  pour  montrer  de  quelle  utilité  peut  être 
la  considération  des  directrices. 

i"  Soient  F  le  foyer  donné,  A  et  B  les  deux  points  donnés;  détermi- 
nons les  longvieiirs  r  et  r'  par  les  conditions 

AF       c      BF        r 
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puis  décrivons  deux  circontérences  dea  pointa  \  et  B  comme  centresaïec 
les  rayons  r  et  /■'.  La  directrice  correspondani  au  foyer  F  sera  une  tan- 
gente commune  aux  circonférences  déentes  En  abdiasant  sur  cette  tan- 
gente DE  une  perpendiculaire  FD  et  en  marquant  sur  cette  perpendicu- 
laire les  deux  points  A  et  A' qui  la  divisent  dani  le  rapport-)  on  aura 
l'axe  focal  AA'  de  la  sf'Ciion  conique ,  sa  distance  focale  FF'  s'obtiendra 
en  prenant  dans  le  sens  convenable,  suivant  la  vileur  de  -^  A'F'  =  AF. 

La  question  sera  alors  ramenée  à  construire  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, connaissant  ses  axes. 

2°  Soient  F  le  foyer  donné,  MT,  M'T,  les  deux  tangentes  données 
{fis-  ^S*^)-  Déterminons  les  points  y  et  i  symétriques  du  foyer  par  rap- 


port à  ces  tangentes.  La  perpendiculaire  indéfinie  KF' élevée  à  oi' par  son 
milieu  Kest  un  lieu  de  second  foyer  F'(98i,  1010).  Ce  second  foyer  fait 
également  partie  du  lieu  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  poinis 
fixes  F  et  ?  est  tgal  à  -  ■  Nous  déterminerons  donc  les  points  G  et  G'  qui 
divisent  F7  dans  ce  même  rapport,  et  sur  GG'  comme  diamètre  nous 
décrirons  (187)  une  circonférence  qui  coupera  KF'  au  point  cherché.  Il 
ne  restera  plus  qu'à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant 
la  distance  focale  FF  et  l'axe  focal  Fip  de  la  courbe. 

3"  Soient  F  le  foyer  donné  et  MT  la  tangente  donnée  qui  doit  toucher 
la  conique  au  point  donné  M.  Déterminons  le  symétrique  ^  du  foyer  par 
rapport  à  MT  ien  joignant  yM,  nous  aurons  un  lieu  du  second  foyerF'  (987 , 
1012).  Divisons  comme  précédemment  (i°)  F^j,  aux  points  G  et  G',  dans 
le  rapport  donné--  La  circonférence  décrite  sur  GG'  comme  diamètre 
viendra  couper  en  F'  la  droite  ?M  prolongée,  et  le  problème  sera  ré?oljj. 
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g   V!I.  —  PROPiSIKTÈS  l'ONDAMEM'ALKS 
DE  L'HÉLICE. 

1093.  Soit  un  cylindre  droit  à  base  quelconque,  mais  fer- 
mée. On  peul  (lélerminer  un  point  quelconque  de  la  surface 
de  ce  cylindre  à  l'aide  de  cooi-données  définies  de  la  maniéj'i' 
suivante. 

Considérons  une  section  droite  AA'  (y?^.  Ô69)  t[ui  coupe  au 


point  A  la  génératrice  GG',  et  prenons  ce  point  A  pour  origine 
des  arcs  comptés  sur  le  périmètre  de  cette  section  droite.  Ces 
arcs  seront  positifs  dans  un  sens,  négaiifs  en  sens  opposé. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  cy- 
lindrique, et  MP  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  qui 
rencontre  en  P  la  section  AA'  :  la  longueur  MP  est  Vonion- 
née  y  du  point  M  et  l'arc  AP  est  son  abscisse  curviligne  x. 

Comme  le  point  M  peut  appartenir  à  une  courbe  qui  décrit 
plusieurs  circonvolutions  autour  du  cylindre,  son  abscisse 
peul  dépasser  le  périmètre  de  la  section  AA'  et  comprendre 
ce  périmètre  un  nombre  quelconque  de  fois. 

En  suivant  la  courbe  proposée  à  partir  de  son  premier  point 
de  rencontre  avec  la  génératrice  GG'  et  en  comptant  combien 
de  fois  elle  coupe  cette  généraUice  avant  qu'on  parvienne  au 
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poinl  M,  on  devra  ajouter  le  périmètre  de  AA'  ce  même  nombre 
de  fois  à  l'arc  qui  sépare  le  point  A  du  pied  de  l'ordonnée  du 
poinl,M,  pour  avoir  i'abscisse  curviligne  de  ce  point. 

1094.  Parmi  toutes  les  courbes  qu'on  peut  ainsi  tracer  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit,  Vliélice  est, définie  par  cette 
condition  que  l'ordonnée  d'un  point  est  proportionnelle  à  son 
abscisse  curviligne. 

L'équation  de  l'hélice,  dans  le  système  de  coordonnées 
adopté  (1093),  est  donc 

r=l(x. 

Désignons  par  G  le  périmètre  de  la  section  droite  AA' 
(Jig.  569).  X  variant  de  zéro  à  C,  on  a  un  premier  arc  d'hélice 
qui  part  du  point  A  et  qui,  après  avoir  coupé  toutes  les  géné- 
ratrices du  cylindre,  vient  rencontrer  de  nouveau  en  A,  la  gé- 
nératrice GG'.  X  variant  de  C  à  aC,  de  aC  à  3C,  . . . ,  on  a  de 
nouveaux  arcs  de  courbe  allant  de  A,  a  A„  de  A,  à  Aj,  . . . .  Les 
valeurs  extrêmes  de  7  sont,  en  même  temps,  o,A-G,  a/cG, 
3/iG,  ....  Les  dislances  AA,,  A,A„  AjA,, . . .,  qui  séparent  les 
points  où  l'hélice  vient  rencontrer  une  même  génératrice  GG', 
sont  donc  égales.  Gette  distance,  constante  quelle  que  soit  la 
génératrice  considérée,  est  ce  qu'on  appelle  le  pas  de  l'hélice. 
Les  arcs  de  courbe  AA,,  A,  A„  AîAs,  . . . ,  sont  de  même  égaux 
entre  eux;  ils  ne  sont  évidemment  que  la  reproduction  du 
premier  arc  AA,  qu'on  ferait  glisser  successivement  le  long 
du  cylindre  d'une  hauteur  égale  au  pas.  Ges  arcs  égaux,  dans 
lesquels  l'hélice  se  trouve  ainsi  naturellement  partagée,  con- 
sliluenl  les  spirt-s  de  la  courbe. 

THÈORÈ.ME. 

10!)5.  lorsqu'on  fffecliie  le  développement  d'une  surface 
cylindrique  sur  l'un  de  ses  plans  tangents,  toute  hélice  tracée 
sur  la  surface  se  développe  suivant  une  ligne  droite  {Jig.  5jo). 

Soit  {Jig.  570]  l'hélice  AMB,  ;  pour  deux  points  quelconques 
M  el  M'  de  cette  courbe,  on  a  la  relation 

MP      M'P' 
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Si  l'on  suppose  qu'on  dévelo|>pe  h  surface  du  cylindre  dans 
le  plan  tangerii  suivaul  la  £;énéralrice  AB,  {1\\,  873),  la  circon- 
férence de  la  section  droite  en  A  s'appliquera  sar  la  droite  Aa 
menée  perpendicuhirement  à  AB,  dans  ce  plan,  ei  les  arcs 


te 

AP  et  AP'  seront  reciifiés  en  AP,  et  AF, .  Les  points  M  et  M' 
viendront  d'ailleurs  se  placer  en  M,  et  en  M',  sur  les  perpen- 
diculaires élevées  à  A  a  en  P,  et  en  P', ,  et  l'on  aura 


M,P,  =  MP,  M',  P',  =M'I>' 


,  ,      MP 

Puisque  par  tiypoinese  -   -„ 


MP       MP' 

iii,  i-i  __  M',1'', 

T\p7  "~  'ÂP^' 


a  aussi 


M,_P,__  ! 


et  les  points  A,  M,,  M',,  seront  en  li^ne  droite.  Si  l'on  déve- 
loppe une  seule  spire,  Aa  représente  le  périmètre  de  la  sec- 
tion AA'  et  «B  le  pas  de  l'hélice. 


THÉORÈME. 

lOOG.  La  sous-tangente  en  tinpoint  de  l'iiélice  est  égale  à 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point  [fig.  S?:), 

La  sous-tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  base,  de  la  portion 
de  tangente  en  ce  point  comprise  entre  son  point  de  contact  ei 
sa  trace  sur  le  plan  de  la  base. 

Considérons  sur  la  courbe  les  deux  points  voisins  M  ei  M', 
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dont  les  ordonnées  soiil  MP  et  M' P'  et  ies  abscisses  curvili- 
gnes AA'APet  AA'AP'.  On  a  (1094) 

MP_  _      M'P' 
'"'  AA'AP  ~  AA'AÎ-'' 

Protongeon^  la  corde  MM'  jusqu'au  poini  T  où  elle  rencontre 
forcément  le  plan  de  la  base,  puisque  l'on  a    M'P'>MP.  Ce 


point  T  appartiendra  au  prolongement  de  la  corde  PP'   de  la 
base.  Les  deux  triangles  semblables  MTP.M'T'P',  donnent 


Par  suite,  en  vertu  de  l'équation  ( 


On  peut  écrire  cette  dernière  égalité  sous  la  forme 

TP'     _  corde  PP' 

ÂÂ""Âë'  ~    areP^'""  ' 


Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M 
regardé  comme  fl\e,  le  point  P'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  P.  La  sécante  M' M  T  devient  la  tangente  M9  à  l'hélice 
au  point  M;  la  sécante  P'PT  devient  a  la  fois  la  tangente  en  P 
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à  la  base  et  ta  sous-langenle  PS  au  point  M.  La  limite  du  rap- 

cordePi"  , 
poi-t  Clam  l'uiiile  (29-2),  on  a  flnalemeut 


ce  qui  démontre  le  théorème. 
Corollaires. 

1097.  Le  rapport  i  étant  constant  (ICS)V),  le  rapport  de 
l'ordonnée  d'un  point  à  la  sous-tangente  de  ce  point  est  aussi 
comianl.  Le  triangle  MPS  étant  alors  toujours  semblable  à 
lui-même,  la  tangente  à  l'hélice  fait  un  angle  constant,  aussi 
bien  avec  les  génératrices  du  cylindre  qu'avec  le  plan  d'une 
section  droite.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires. 

Si  l'on  désigne  par  h  le  pas  de  l'hélice  et  parC  le  périmèire 
de  la  base,  ou  a  (1093) 


si  l'on  désigne  par  (  [fi^.  Syo)  l'angle  suivant  lequel  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  coupées  par  l'hélice,  on  a 


tangc 


'h 


Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hélice  il 
suffit  donc  de  mener,  dans  le  plan  langent  au  cjlindi-e  en  ce 
point,  une  droite  faisant  l'angle  /  avec  la  génératrice  qui  passe 
parce  point. 

On  peut  aussi  prendre,  à  partir  du  point  P,  pied  de  l'ordon- 
née du  point  M,  sur  la  tangente  à  la  base,  une  longueur  Pâ 
égale  à  l'arc  AP  rectifie,  et  joindre  le  point  B  au  point  H. 

1098.  Si  l'on  enroule  un  fil  sur  une  courbe  quelconque,  une 
de  ses  extrémités  étant  fixée  en  un  point  de  la  courbe,  puis 
qu'on  le  déroule  en  le  tendant  consUmment  dans  la  direction 
des  tangentes  à  ta  courbe,  son  extrémité  libre  décrit  une  déve- 
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loppante  de  la  courbe  proposée  qui,  à  son  tour,  est  la  déve- 
loppée de  la  courbe  obienue. 

Le  lieu  des  points  Oon  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice  sur 
le  plan  de  la  base  est  une  dévf.loppante  de  cette  base.  La  sur- 
face formée  par  les  tangentes  elles-mêmes  est  connue  sous  le 
nom  d'héticolde  développabte. 

ScOLlE. 

1099.  L'hélice  que  l'on  considère  le  plus  souvent  dans  les 
applications  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Dans  ce 
cas,  le  périmètre  C  de  la  base  doit  être  remplacé  par  2tî/-  et, 
alors,  il  est  commode  d'introduire  dans  les  formules  précé- 
dentes, au  lieu  de  A,  la  quantité  —3  qu'on  désigne  par  A'  et 
qu'on  nomme  pas  rédiiil. 

%  Vin.  ~  APPENDICE. 
I.  -  HOMOGRAPHIE  ET  INVOLDTION. 

DIVISIONS    HOHOGRAPIIfQUËS. 

liOÛ.  On  donne  le  nom  de  division  à  une  suite  quelconque  de  pointa 
situés  en  ligne  droite.  Sur  cette  droite,  qu'on  appelle  base  de  la  division, 
on  choisit  à  volonté  une  origine  fixe  o,  et  l'on  indique  sans  ambiguïté  la 
position  d'un  point  quelconque  m  en  donnant  le  segment  am  en  grandeur 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Géométrie,  on  est  conduit  à 
considérer  deus  d»i^ions  dont  les  points  =ie  correspondent  un  à  un  sui- 
\ant  une  loi  déterminée  on  appelle  alors  Aoniofogr^ej  deux  points  cor- 
respondants quelconques  et  on  les  désigne  par  une  même  lettre,  non 
accentuée  pour  le  point  de  la  prfmière  division,  et  affectée  d'un  accent 
pour  le  point  de  la  seconde  So  int  L  et  L' les  deux  bases  [fig  Sja), 
m  et  m  deux  points  homologues  a  I  origine  prise  sur  la  base  L  et  ff 
1  ongme  choisie  sur  la  base  L  '  )  la  loi  suivant  laquelle  les  points  ho- 
mo!o;;uei  des  deux  divisions  se  correspondent  sespnmera  alors  par  une 
équation  entre  les  segments  am  el  b  m 

On  dit  que  deux  divisions  sont  ho/nographiques  lorsque  1  équation  qui 
exprime  la  loi  de  correspondance  des  points  liomologues  m  et  m  est  du 

(')  Nou5  supposons,  pour  plus  à^  Eénéralit*,   quB  les  aritmes  o  et  S    no 
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premier  degré  par  rapport  à  chacun  des  segments  mit  et  ù'in',  c'est-à- 
dire  est  de  la  forme 

dl  \     ml    I  +B.«w  +  C.//m'_D^o, 

A  B  L    D  eliiil  des  constantes  données. 

Dtiix  divisions  homagrapkiqaes  d'une  troisième  sont  Iwmographiqncs 
cntie  ellef,  car  soit  une  dutre  division  homographique  de  la  première  ; 
en  désignant  par  c'  1  origine  et  par  m°  l'homologue  de  m,  on  aura 

A    am  c'm  -i- B,.«m +C,.r;~™'4- n,  =--r  o, 

et  comme  I  élimmition  de  am  enire  les  deux  relations  précédentes  con- 
duit évidemment  a  une  équation  de  même  forme  enire  b'm'  et  c'm",  les 
deux  division-,  engendrées  par  les  points  m'  et  m"  sont  homographiques 

Souvent,  au  ieu  de  donner  les  quantités  A,B  C  D  on  donne  de; 
couples  de  points  homologues.  Or,  l'équation  (i)  ne  renferme  en  rédiitt 
que  trois  coefficients  arbitraires,  qui  sont  les  rapports  de  trois  qjel 
conque^  des  quantités  A  B  C,  D,  à  la  quatrième  d  ailleurs  donner  un 
toupie  de  points  homologue-  c'est  donner  une  valeur  de  nin  et  la  \aleur 
correspondante  de  i'nf',c'est-à-dire  une  équation  du  premier  degré  entre 
les  trois  rapports  considérés.  Pour  déterminer  ces  rapports,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  d'avoir  trois  équations  de  ce  genre,  c'esi-à-dire  de 
connaître  trois  couples  de  points  correspondanls.  Ainsi,  rfei/x  dhhions 
homographiques  sont  déterminées  par  ti-ois  couples  de  points  homologues. 

1101.  Écartons,  pour  le  moment,  le  cas  particulier  ou  A  est  nul;  nous 
pourrons  alors  diviser  par  A,  et  la  relation  homographique  (i)  prendra  la 
forme 

Les  coefficients  1  et  [t  ont  des  significations  géométriques  remarquables. 
Nous  désignerons  toujours,  dans  la  suite,  par  1  le  point  de  la  première 
division  qui  est  l'homologue  du  point  situé  à  l'infini  dans  la  seconde,  et 
par  J' le  point  de  la  seconde  division  qui  répond  à  i'inflni  de  la  première. 
Si,  dans  la  relation  (a),  on  fait  am  infini  après  avoir  divisé  par  am,  on 

6'j'_->,  =.o,     d'où     l^b'y, 

et  l'on  a  de  même,  en  faisant  b'ni'  inlini. 


La  relation  homographique  (a)  peut  être  transformée  de  bien  des  ma- 
nières. Voici  les  deux  autres  formes  les  plus  utiles  : 


,  Google 


i.ivrE  VIII.  - 


h  élart  une  constante;  en  remplaçant  alors  >  et  u  par  les  valeurs  d- 

clessus,  on  trouve 

(3)  Im.Yr.,'^!,, 

formule  très-usuelle;  car,  dans  les  apijlications,  on  détermine  en  général 
très-aisément  les  points  I  et  J',  auxquels  mi  donne  le  nom  de  points  li- 

a°  Soient  u,  h,  c,  trois  points  choisis  à  volonté  dans  la  première  divi- 
sion ;  «',  //,  c',  leurs  homologues  dans  la  seconde,  et  m,  m',  un  quatrième 
couple  quelconque  de  points  correspondants.  La  relation  (  3 }  donne 

■"  =  A.  "-^'  -  — >.— ^- 

En  formant  les  valeurs  analogues  de  /:fi,  ma,  mb,  et  les  portant  dans 
TeMprcssion  du  rapport  aiiharmoniqiio 

on  liou\e 

(i\  [r,bcm]  =  (a'b'r:m'). 

Donc,  pour  iiue  deux  divisions  soient  liomograpkiqiics,  îlfaut  et  il  suffit 
que  tout  système  de  quatre  points  de  la  première  ait  le  même  rapfiort 
anliormqnique  que  les  quatre  jmints  homologues  de  ta  seconde.  C'est  cetti; 
propriété  que  M.  Chasles  prend  pour  définition  dans  sa  Géométrie  sujié- 

1102,  Examinons  maintenant  le  cas  où  A  est  nul.  La  relation  homogra- 
phique  (i)  se  réduit  alors  à 

B.«/«^-C.6'm'-i-D  =  o, 

ou,  cjmmu  Si  ^t,  C  ne  sauraient  être  nuls  à  la  fuis,  à 

am  =  h{Vm'  —  h), 

h  et  />■  étant  deux  constantes.  Lorsque  m  est  en  a,  le  premier  membre 

s'annule,  et,  comme  m'  coïncide  alors  avec  l'homologue  n'  de  n,  on  voit 

q:ic  /;  =  b'a'  et,  par  suite,  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

am  =  k{b'm'~b'a')     ou     am  =  l.-.a'm\ 

Donc  les  deux  droites  h  et  L'  sont  divisées  en  parties  propurtionndtes. 

R,  cl  DE  C.  —   Tr.  de  Géum.  (Il»  Partie).  ih 
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On  tlil,  dans  ce  cuj,  quo  les  deux  divisions  homograpliiijues  sont  scm- 
bhbles. 

Dans  denx  dU-isions  semhluble.i,  les  points  h  l'Infini  sont  homolngacs ; 
far,  (1  "après  l'équalion  précédente,  «m  et  «'/«'deviennent  infinis  en  mêmp 
îcmps.  Héciproquemenl,  deux  tlrnshns  /lomngraphhjiics dont  les pointsà 
Vin  fini  se  cnrreapondcnt  sont  semblables  ;  car,  si  dans  l'équalion  (i),  préa- 
lablement divisée  par  am.b'm',  on  fait  à  la  fois  wn  et  b' m'  inQnis,  on 
voit  que  A  =  o. 

Lorsque  le  coefficient  k  qui  figure  dans  ia  relalion  précédente  est  égal 
à  -j-  I,  les  deux  divisions  sont  ii\\,f:%  égales;  elles  sont  égales  et  de  même 
sens  pour  k=  t,  égales  ce  de  sens  contraires  pour  k  ■=  —  i . 

Pour  deux  divisions  semblables,  la  relation  (3)  n'a  plus  de  sens;  mais 
il  est  évident  que  la  relation  (4)  subsiste  encore. 

f  103.  Deux  divisions  ffirm/' d,b,c^ni,n^....  sont  dites  homologiiiues, 

l'rsqu'olles  sont  lu  perspective  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  lorsque  les 
droites  it,,  rr,,  .. . ,  inm^,. . . ,  qui  joignent  les  points  homologues  con- 
courent en  un  mcme  point  S  {fig.  ^ja). 


Deitir.  divisions  komologiqaes  sont  homographiqucs,  puistjoe  le  rapport 
aiiharmonique  est  une  expression  projeclive;  le  point  d'intersection  {a,  «,) 
des  deux  bases  L  et  L,  est  alors  un  point  homologue  commun.  Récipro- 
'piement,  deax  divisions  homographiques  qui  ont  un  point  homologue 
commun  sorti  hoinohgiques ;  c'est  le  théorème  fondamental  du  n"  324  avec 
un  autre  énoncé. 

On  déduit  de  là  un  moyen  très  simple  pour  construiiv  deux  divisions 
liomograpliiques  dont  on  donne  trois  couples  de  points  liomologiies. 
Soient  [a,  a),  (b,  b'],  (c,  c'),  les  trois  couples  donnés,  et  m'  nn  point 
(jùelconque  de  la  deuxième  division;  il  s'agil  de  Irouver  le  point  m  de  1^ 
première  division  qui  osl  l'homologue  de  "('.  A  cet  effet,  on  portera 
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la  ilivîsion  L',  ri  l'aide  d'une  bando  do  [lapiur,  sur  une  droite  quel- 
conque L,  passant  para,  de  façon  que  a'  vienne  en  a\  6,,  i-,,  i»j,  étant  les 
positions  que  prennent  alors  6',  c',  iii\  on  joindra  m,  au  point  de  concours  S 
des  droites  ii-,  el  rr,,  et  l'interseclion  des  droites  Sm,  et  L  sera  le 
point  demandé  m.  11  est  clair,  en  effet,  que  le  sysième  iibcm  est  homo- 
logiquedu  syslèmo  n,b,c^m^,  et,  par  suite,  homograihiqiio  de  son  éga- 


MOi.  Deus  divisions  homographiques  peuvent  Être  situées  sur  uno 
m^me  droite  L;  on  appelle  alors /^oi«;  double  tout  point  de  cette  droilo 
qui,  considérée  comme  appartenant  à  la  première  division,  coïncideavec 
soD  homologue  de  l'autre  division. 

Deux  (Imsions  fiomograpkiques  de  même  base,  qui  ont  trois  poinii 
doubles,  coïncide/Il;  car  a,  b,  c,  étant  les  trois  points  doubles,  el(m,/H') 
un  couple  qpief  conque  de  points  homologues,  l'égalilé  des  rapports  aniiar- 
momques[«èc/»}et  [abcm')  exigent  que  m  et  /«'coïncident.  Il  suit  de  là 
que  deux  dhisiom  honingraphiqucn  distinctes  et  tracées  sur  une  même 
droite  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  doubles. 

nos.  Pour  étudier  plus  complètement  la  question  des  points  doubles, 
prenons  pour  origine  commune  le  milieu  0  do  la  droite  !J'  qui  unit  les 
points  homologues  de  l'infini  (fg.  575);  on  aura  alors  OJ'  -  —01,  c'e^l- 


à-dire  (1101)  À  =  _  p,  et  l'iiomo graphie  des  deux  divisions  s'exprimera 
par  l'équaiion 

O»i.0»i'-i(0»i-0m')  +  .  =  o, 

Nous  savons  d'ailleurs  que  >.  =  01'  =  —  01  ;  et,  pour  avoir  la  signili- 
cation  géométrique  de  v,  il  suffit  de  supposer  que  m  est  en  0  ;  car  alors, 
ni  coïncidant  avec  l'homologue  0' do  0,  l'équation  (>)  donne  J. 00'  -i-ï=o, 
d'où  v  =  — OJ'.00'=OI.OO'. 

Cela  posé,  pour  qu'un  point  m  soit  double,  c'est-à-dire  pour  qu'il  cl-ïli- 
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cido  avec  wn  homologua  m,  il  faut  ol  il  suflit  qu'on  ait,  en  vertu  do 

l'équalion  [  i}, 

Ô^'+-j=o     ou     (.!/»  =  ^v/wTuÏÏ. 

On  conclut  de  là  que  ilciLr  divisions  hoiiiograjiliiques  de  niéma  haicniU 
toujours  deux  /m/ius  doubles  réels  ou  iiiiaginidres,  et  que  le  milieu  àrs 
points  doubles  coinciilc  avec  le  milieu  dusfgiuriit  \i'  fonue  /iiir  l' s  piin,'! 
limilcs. 

Lci|îoinls  doubles  sont  imaginaires  lors(|iie  les  segments  OJ' et  00'  ont 
di'S  signes  contraires,  c'est-à-tiire  lorsque  0'  et  J'  sont  de  part  et  d'autre 
de  0.  Ils  sont  réels  lorsque  0'  et  J'  sont  d'un  même  ccté  du  point  0  ; 
diins  ce  cas,  en  menant  (jar  0  une  tangente  uu  cercle  décrit  surU'J' 
comme  diamètre,  piii-      b  n    n     OT         0      0 

droite  L  en  Qe  et  en  0/"  on  po        d    b   s         ^ 

■1  lOlî.  Pour  que  deux 
semhlubles,  il  faul  tt  il     ff 
l'mfuU. 

On  voit  immâdiafemen  q  x 

et  de  même  sens,  d  fm  ff  p  b 

Pin  fini  ;  2°  pour  i/iie  d  "     j? 

d  'ft)ut  et  il  suffit  que  b  f 

second  point  double  sot  «  f 

deux  /minfs  liuiliologue 

H07.  Cette  tbi^orie  des  points  doubles  nous  amène  iiatoroUemenl  à  dire 
un  mot  de  la  détermination  simultanée  de  deux  points  et  du  rôle  des  ima- 
ginaires en  Géomélrie. 

Soient  (Jîg.  aoo)  une  origine  fixe  0  sur  une  droite  X'X,  et  A  et  B 
deii\  points  quelconques  de  cette  droite.  Au  lieu  de  donner  les  segments 
OA  et  ODqui  détermineraient  individuellement  les  points  A  et  B  (303), 
on  peut  donner  la  demi-somme  /)  et  le  produit  q  de  ces  deux  segments, 
qui  sont  alors  les  racines  de  l'équalion  do  second  degré 

x'  — 2/>j: -!-</-=  o. 

Les  nombres/)  et  q  sont  dits  \ei  éUmeius  du  couple  (A,  B)  ;  leur  con- 
naissance détermine  simultanément  les  deus  points  A  et  B. 

Les  nombres  /j  et  */  éiant  supposés  réels,  les  segments  OA  et  OB  seront 
réels  ou  imaginaires  (conjugués),  selon  que  la  quantité  /^'  — '/  sera  posi- 
tive ou  ncgiilive;  dans  ce  dernier  cas,  les  pointa  A  et  B  cessent  d'exister, 
et  l'on  dit  qu'ils  sont  imnginiùres. 

Oi'ux  points  imiigin[iires  A  et  B,  ainsi  définis,  peuvent  avoir  des  rcla- 
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t.OBs  réelles  avoc  des  points  rûels;  ce  sonL  Jes  relalions  commuant  dune 
liuiiiière  symétriquR  les  se^gmcnts  imaginaires  cotijugués  OA  et  OB,  de 
lolle  sorlG  que,  tous  calculs  effeclués,  il  ne  reste  plus  dans  les  équations 
que  les  éléments  réels y^  et  7  du  couple  [Â,  B)  et  les  autres  quantités 
r;'elles  étrangères  ù  ce  couple.  Considérons,  par  exemple,  deux  couples 
de  points  (A,  B),  IC,  D)  situés  sur  la  droite  X'X  {fg.  ït.n]  et  d-linis 
respectivement  par  les  équations 

.!■'  -  -ipx  +  '/  =  0,    3:'-  a/y  j--f- ./  =  o. 

Supposons  que  ces  poinfs  soJL'nt  réi^ls  et  furmenl  une  division  liarmo- 
nique  ;  on  aura  alors  la  rclalioii 

^    '  C&  DU 

qui,  iiprès  qu'on  y  a  remplacé  les  segments  CA,CB,  . . .  ^ar  leurs  valeurs 
OA  —  OC,  OD  —  OC,  . . . ,  revient,  lous  calculs  el"cclués,  à  la  suivante  : 

(1)  '/-i-'/  =  y'p\ 

dans  laquelle  les  doux  couples  de  poinis  (A,  li),  (C,  D),  ne  figurent  plus 
(jue  par  leurs  éléments  [/',  q],  (//,  </). 

Cela  posé,  supposons  que,  le  couple  (A,  B)  restant  réel,  la  quantité 
//'  — y'  devienne  négative  ;  les  points  C  et  D  cesseront  d'e.^isler,  et  la 
relation  (  1  )  n'aura  plus  de  sens  explicite  ;  mais  rien  n'empêchera  de  la 
conserver  comme  manière  symbolique  d'écrire  la  relation  (2)  qui  sub- 
ei.iie  toujours,  et  è  laquelle  la  relation  (  1  )  se  réduit  lorsqu'on  effectue  les 
c::!ouls  d'après  les  règles  de  l'Algèbre,  Ainsi,  au  lieu  de  dire  que,  lorsque 
p'ï  —  q'  est  négatif,  il  n'existe  plus  de  roiiple  de  points  divisant  liarmo- 
niqiieraent  le  segment  AB,  mais  qu'il  esisle  seulement  entre  les  éléments 
F>'I'/'''l''  '^  relation  (a),  on  pourra  dire  que  le  couple  (C,  D)  des  points 
qui  divisent  lia rmoniqiiement  le  segment  AB  devient  imaginaire,  et  em- 
ployer la  forme  symbolique  (  1),  qui  fait  bien  plus  image  que  la  relation  (a) 
à  laquelle  elle  revient  au  fond.  Les  avantages  do  cette  nouvelle  manière 
de  voir  sont  connus  du  lecteur  qui  est  déjii  versé  dans  l'Analyse  algé- 
brique. En  Géométrie  comme  en  Algèbre,  l' introduction  des  imaginaires 
permet  de  généraliser  les  énoncés,  évite  les  su  Mi  visions,  et  leur  emploi 
transitoire  fournit  des  démonstrations  rapides  et  éléganles. 

Eemarquons  en  terminant  que,  si  (comme  nous  le  supposons  tou- 
jours) les  éléments  /?,  //,  />',  y',  sont  réels,  la  relation  (a)  exige  qaa 
l'une  des  deux  quanlitCi  /j'  —  '/,/j"  — //,  soit  pofilive  ;  car,  si  l'on  avait 
û  la  fois 

/.■=  — 7<o,    p"-r/<o, 
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ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  quand  tkux  couples  de  points  en  ligne  iln.iie 
forment  une  ilhisioii  harmoniijiic,  l'un  des  cnuples  au  moins  est  réel. 

Rappelons  enfin  la  signification  géométrique  de  l'élément/?  ;  cet  éliimoiit 
e:vprime  la  distance  de  l'origine  0  {fg.  200)  au  milieu  I  du  segment  AB, 
puisqu'on  a 

p=  '  (OA-j-OB)  =  OI     t303V 

Lorsque  le  couple  (A,  B)  est  imaginaire,  les  imaginaires  disparaissent 
dins  la  somme  des  deus  quantités  conjuguées  OA  et  OB,  de  sorly  qiic  k- 
milieu  1  du  segment  compris  entre  deux  points  imrigîniiircs  i-'wjif^ucs  A 
et  B  est  toujours  réel. 


1108.  On  dit  qoc  deux  faisceaux  sont  homographiipies  lorsqu'on  peut 
trouver  deux  droites  L  et  L' qui  les  coupent  suivant  deux  divisions  bomogra- 
phiques.  Il  est  clair  <\a'ators  toute  section  rectiligae  L,  du  premier  jaiseemi 
sera  liomogniphique  d'une  section  reetiligne  quelconque  L\  du  second 
faisceau;  car  les  divisions  L  et  L,,  étant  en  perspective,  sont  homogra- 
phiqiies  (H03);  il  en  est  de  même  de  L'  eide  L',,et,  comme  Lei  L'sont 
homographiques  par  hypothèse  et  que  deux  divisions  homograiiliiques 
d'une  troisième  sonl  homographiques  enlre  elles  (HOO),  les  deux  divi- 
sions L,  et  L'i  sont  homographiques. 

Pour  que  deux  faisceaux  soient  homographiques,  il  ftuii  ei  il  stiffa 
que  quatre  droites  quelconques  du  premier  aient  le  même  rapport  anhar- 
monique  que  tes  quatre  droites  homologues  dic  second  ["ilO  t\.  JIO!,  a°). 

Deux  faisceaux  h'imogrupkiques  sont  déterminés  i>ar  trois  couples  de 
rayons  homologues  (ilOOj. 

Quand  deux  faisceaux  homographiques  ont  un  rayon  homologue  com- 
mun, tes  attires  rayons  liomolngues  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  ligne 
droite:  c'est  le  théorème  fondamenUl  du  n"  32i  avec  un  autre  énoncé. 

H09.  Deux  faisceaux  Immographiques  de  même  centre  ont  toujours 
deux  rayons  doubles  [réels  ou  imaginoires],  c'est-à-dire  deus  rayons 
tels,  que  chacun  d'eux,  considéré  comme  a|jpartenant  au  premier  faisceau, 
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coïncide  avec  son  liomologue  dans  le  eeconcl  faisceau.  On  obtient  ces 
rayons  en  joignant  le  centre  coaimun  des   deux  faisceaux  aux  points 
doubles  des  deux  divbions  homo graphiques,  déterminées  par  les  deux 
faiiceaux  sur  une  transversale  arbitraire. 
L'irs'/ii'un  angle-  tourne  autour  de  son  sommet  S  (Jîg.  !>7i',  ses  deux 


ratés  eiif^endrenl  deux  faisceaux  homogmpfiiqucs  twicenlriqiifs,  car,  les 
angles  du  premier  faisceau  étant  respectivement  égaux  à  ceux  du  second, 
quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau  ont  (32i)  le  même  rap- 
port anhaimonique  que  les  quatre  homologues  du  second.  Les  rayons 
doubles  de  ces  deux  faisceaux  sont  évidemment  imaginaires,  el  il  importe 
de  remarquer  que  In  position  de  ces  rayons  doubles  imaginaires  estindé- 
//endanie  de  la  grandeur  de  l'angle,  En  effet,  soil  L  une  transversale 
quelconque  et  l'SI,  O'SO,  J'SJ,  trois  positions  de  l'angle  donné  relatives, 
la  première  au  cas  où  le  second  cùio  est  parallèle  à  L,  la  seconde  au  cas 
ou  le  premier  celé  est  perpendiculaire  à  L,  et  la  troisième  au  cas  oii  le 
premier  côté  est  parallèle  à  L.  Tout  revient  à  trouver  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  homographiques  que  les  côtes  de  l'angle 
tracent  sur  L.  Or  I  et  i'  sont  les  points  limites  de  ces  deux  divisions, 
et  0,  qui  est  évidemment  leur  milieu,  est  te  milieu  des  points  doubles; 
ces  points  sont  donc,  de  part  et  d'autre  de  0,  à  une  dislance  égale 
(1103)  à 

\/UrJÂ}'=  /— bj'.d'û. 

Mais,  puisque  O'SO  =  J'SJ,  l'angle  O'SJ'  est  droit,  et  Ton  a 


donc,  la  distance  du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égale  à  SO.y'  —  i; 
d'oii  l'on  voit  qu'elle  dépend  de  la  distance  de  la  transversale  L  au  som- 
met S  de  l'angle,  mais  en  aucune  manière  do  la  grandeur  de  cet  angle. 

Réciproquement,  lorsque  deu-x  divisions  Immograjihiques  de  même  hase 
ont  leurs  points  doubles  imaginaires,  on  peut  considérer  ces  deux  divisions 
comme  tracées  par  un  certain  angle  de  grandeur  constante  tournant 
autour  de  son  sommet.  En  effet,  1  et  i'  étant  les  homologues  de  l'iuQni, 
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0  leur  milieu  et  0'  ;0n  homologue,  décrivons  une  fiEContérence  sur  O'J' 
comme  diamôtre,  jusqu'à  la  rencoulre  S  (ou  S,)  de  la  perpendiculaire 
élevée  par  0  sur  la  base  L.  L'angle  OSO',  en  tournant  autour  du  point  S, 
tracera  sur  Ldous  divisions  honiographiques  dont  (0,0'),  (I,  »  ),  (=0  ^■l') 
seront  trois  couples  du  points  homologues',  car,  si  l'on  mèi-icrSJ  paral- 
lèle à  L,  les  ansles  OSJ,  O'SJ',  l'SO,  étant  droits,  les  an^'leâ  JSJ',  O'SO, 
i'ël,  seront  égaux.  Donc  ces  deux  divisions,  ayant  trois  couples  du  poinls 
homologues  communs  avec  los  deux  divisions  proposées,  nn  diluèrent  pas 
de  celles-ci. 


IliÛ.  Il  ri^sultc  du  n°  21  que  1°  i>rt//uiiii  p  inl  mohl  m  l  ciU 
lui  ceiele,  lef  droiles  V m  P  m  •jmj  i^'ient  ce  poirii  iideur  points  Jixi", 
P  et  P',  pris  à  vnhnlé  uir  li  cii conférence  forment  deux  faisceaux 
fiomograpliiques ;  2°  lor.\f/uunc  droitt  11  obde  enaeloppe  un  ctrcle,  lIIc 
trace  sur  ikux  la'igenin  Ji.ees  de  ce  cercle  deux  du  tuons  liouogri- 
phiqiies. 

Une  droite  quelconque  L  tin  plan  d'un  cercle  C  leiumiti  Inijnur  l.i 
circonférence  en  deux  pu  ni t,  (rttls  ou  iinti^i/iainf)  car  tea  deux  divi- 
sions horoographiques  Iraccen  sur  L  par  les  rayons  ?in,  P  m,  des  deux 
faisceaux,  ont  toujours  dcuï  points  doubles  (réels  ou  imaginaires).  Le 
iiiilieii  des  deux  points  d'intersection  est  toujours  réel;  c'est  la  projection 
0  du  centre  C  du  cercle  sur  lu  diiiite  L;  car,  si  l'on  choisit  pour  les  points 
i'etP'[/^g'.  575)  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  àL,  lesdeuï 
poinls  I  et  J',  homologues  de  l'inrini  dans  les  deux  divisions  horaogra- 
phiquesaS...,a'ë'...,  tracées  sur  L,  coïncident  avec  0,  de  sorte  que  0 
est  le  milieu  des  deux  points  douhles.  Le  carré  de  lu.  distance  des  deux 
points  d'intersection  au  point  0  cil  égal  à  la  puissance  du  point  0  pur 
nipport  au  ccivle,  changée  de  signe,  t^ar,  puisque  1  et  J' sont  confondus 
avec  0,  le  produit  Ox.Ox'esl  constant  (1103),  et  le  carré  de  la  distance 
Un  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égal  à  cetta  constante  ;  or,  si  ^ 
el  ^'  sont  les  deux  points  homologues  qui  répondent  au  point  n,  milieu 
du  demi-cercle  PwP',  0^  et  0|i' sont  en  valeur  absolue  égaux  &  OP  el  à 
OP',  el  la  constante  est  égiile  à  —  OP'.OP. 

llil.  Considérons  un  cercle  C  [/îg.  57î|  et  la  droile  à  l'infini  siluéo 
dans  son  plan.  P  et  P'  étant  deux  points  fiscs  pris  à  volonté  sur  la  cir- 
ronférence  C,  les  rayons  Pw  elP'm  tracent  sur  la  droite  de  l'infini,  quand 
le  point  ni  décrit  le  cercle,  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  imaginaiies  appartiennent  à  la  fois  à  la  droile  el  ail  cercle.  Or, 
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i  u  est  un  point  pris  à  volonté  clans  le  pian  du  cercle,  les  piirjllelps  à  ?in 
l  l"w,  menées  par  ce  point,  vont  couper  la  droite  de  l'inlini  aux  mêmes 
oints  £3  et  (ï'  que  les  rayons  P/«  et  P'w;  d'ailleurs,  l'angle  «wn'  de  ces 


parallèles  est  constant,  puisque,  en  vertu  de  la  propriété  de  l'angle  inscrit, 
l'inclinaison  mutuelle  des  droites  Pn(  et  ["»i  ne  varie  pas;  donc,  les  points 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  de  l'infini  sonl  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  liomographlques  tracées  sur  cette  droite 
par  un  angle  de  grandeur  constante  tournant  antour  du  point  00. 

En  faisant  varier  la  position  et  la  grandeur  du  cercle  ainsi  que  la  posi- 
tion des  points  P  et  P'  sur  le  cercle,  on  ne  fait  que  changer  la  grandeur 
do  l'angle  qui  tourne  autour  du  point  fixe  w,  el,  comme  la  situation  des 
points  doubles  imaginaires  est  indépendante  (1109)  de  la  grandeur  de 
l'angle,  on  arrive  à  cette  conclusion  ;  Tous  les  cercles  situés  dans  un  ptun 
mil  les  deux  mêmes  points  imaginaires  comiimiis  avec  la  droite  à  l'infini 
de  ce  plan.  Nous  donnurons  à  ces  deux  points,  dont  la  considération  est 
souvent  utile,  le  nom  de  j/oinCs  ryvligiœs  du  plan. 

Deux  cercles  quelconques,  C  et  C,  admettent  donc  la  droite  de  l'infini 
pour  corde  commune.  Vaj:e  ratlicut  L  des  deux  cercles  est  une  seconde 
corde  commune;  en  effet,  les  points  rMs  ou  imaginaires  où  cet  axe  ren- 
rontre  l'un  quelconque  des  deux  cercles  sont  de  part  et  d'autre  du  point 
(),  à  une  dislance  égale  à  la  racine  carrée  de  la  puissance,  prise  en  signe 
contraire,  du  point  0  par  rapport  au  cercle  considéré  (1110);  et  comme, 
f^i  L  est  l'axe  radical,  le  point  0  a  la  même  puissance  par  rapport  aux 
deux  cercles,  on  voit  que  l'axe  radical  coupe  ces  cercles  aux  deux  mêmes 
pointe. 

Ainsi,  deux  cercles  quelconques  ont  toujiurs  quatre  points  d'intersec- 
it'/n  situés  deux  à  deux  mrdeux  corder  communes  réelles,  quisotit  l'axe 
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radical  el  la  :ha\tc  de  i'iufiid.  Les  deux  points 
l'axe  radical  peuvent  être  tous  deux  réels  ou  tous  deux  imaginaires. 
Quand  les  cercles  sont  concentriques,  l'axe  radical  passe  à  l'infini,  los 
deux  cordes  communes  se  confondenl,  et  les  deux  cercles  ont  un  doub'.a 
contact  imaginaire  à  l'injini.  Ces  dernières  idées  ont  été  émises  d'aboiJ 
jmr  Poncelet  {Propriétés projectives,  i"  Section,  Cliapitre  II);  mais,  dt- 
jmis  cotlo  époque,  l' introduction  des  imaginaires  cii  Géométrie  a  donné 
lien  à  de  remarquables  travaux  (Siiitn,  Annahs  de  Toriolini,  iBC;j; 
l\Gi"i;i\iiE,  Noiwcllos  -■innales;  1N70,  etc.)' 


DIVISIONS  ET    FAISCEAUX  HOMOGRAPHIÛVES  Er(   IMVOLI'TION. 

1112.  On  dit  que  doux  divisions  homo graphiques  de  même  base  L 
forment  une  involation,  lorsqu'on  peut  trouver  sur  la  droite  L  un  point 
a  qui,  considéré  successivement  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre 
division,  a  toujours  pour  homologue  le  même  point  «', 

L  homographie  do  deux  divisions  de  même  base  s'exprime  [  1 103)  par 
la  relation  générale 
(1)  Om.O™'-H0.1'.m/,/-.=..o, 

0  étant  le  milieu  des  points  1  et  J'  dont  les  lioraologuos  sont  à  rinflni. 
Pour  que  l'égalité 

Oii.O"'  +  OJ'.rt(/'    -v^-  u 

ne  change  pas  quand  on  permute  <i  et  a\  il  faut  et  il  suffit  que  OJ'  —  o. 
ï>onc,  pour  i/iie  //i-iix  difisions  fioningriip/iii/ucs  foriiicnl  une  involution,  il 
faut  el  il  suffit  que  les  piiînts  I  et  J',  homologues  de  l'infini,  coïncident. 
La  relation  (  1  )  so  réduit  alors  à 

(î)  Om.Om'  ^  coiist,, 

et  lasymétrie  de  cette  équation,  par  rapport  àOw  el  à  0/»',  montre  que 
lous  les  couples  de  points  homologues  jouissent  de  la  même  propriété 
que  le  couple  [m,  m').  k\nû,dans  deux  divisions komographiqucs  enin- 
volution,  tout  peint  considéré  successivement  comme  appartenant  à  la 
(ircmière  el  à  Ui  seconde  dioision  a  toujours  le  même  homnlugtic. 

Le  pointO,  où  sont  réunis  les  points  I  et  j'et  dont  lo  conjugué  est  à 
l'infini,  reçoit  le  nom  de  point  central  de  rinvolution. 

1113.  L'équation  (2),  très-commode  à  cause  de  sa  simplicité,  est  trop 
particulière.  Lorsqu'on  veut  prendre  pour  origine  commune  dos  di'iix 
divisions,  non  plus  le  point  central  0,  mais  un  point  quelconque  «  de  la 
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biise,  il  ^iifru.d'osjjrimci'  (Iliiis  la  relalion  (IIDJ) 

que  les  points  I  et  3'  coïncident,  c'est-à-diro,  puisque  (IlOi)  /.  =  ai'  et 
[1  =  (il,  que  À  =  ji.  L'équatiou  dlnvolulioii  est  alors 


co 


>.{™ 


On  7011  qu'elle  ne  renferme  que  deux  coefficients  arbitraires  1  et  v,  de 
sorle  qit'//  siiffll  lie  deux  couples  de  points  homologues  pour  déterminer 
une  invohitiori . 

Soient  (<?,"'!,  [h,  ii'],(c,  c'),  trois  couples  de  poinls  homologues  ai- 
deux  divisions  en  involulion  ;  quatre  quelconques  de  ces  six  points  oni 
leur  rapport  anharmonique  égal  h  celui  des  quatre  points  homologues  ; 
ainsi  l'on  a,  par  exemple,  (abcb')~(a'b'c'b),  car  les  deux  systèmes 
nb<h',a'b'c'b,  sont  homographiques.  Réciproquement,  pour  que  trois 
couples  de  i>ohits  [a, a'),  (6,  b'),[c^  c'),  en  ligne  droite,  soient  en  involulion, 
c'est-à  dire  pour  que  les  poinls  e  et  c'  soient  deux  poinls  homologues 
des  deux  divisions  homographiques  en  involution  délerminées  par  les 
deux  couples  [a,  n']  et  [i,  b'),  il  suffit  que  quatre  de  ces  imints  aient 
leur  rapport  anharmonique  égal  h  celui  de  leurs  homologues  ;  car,  si  l'on 
a,  par  exempte,  (abcb')  =  [n'b'c'b'),  les  deux  divisions  abcb',  a'b'e'b, 
sont  homographiques,  et  au  point  b,  considéré  tour  à  tour  comme  appar- 
tenant à  !a  première  et  à  la  seconde  division,  répond  toujours  le  mûme 
point  b'. 

11  résulte  de  là  que  l'imroltHwn  est  une  propriété  projcctiec . 

•I 1 14.  On  sait  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  ont 
deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  coïncide  avec  le 
milieu  des  poinls  I  et  J'  homologues  de  l'infini.  Donc,  toute  involution  a 
deux  points  doubles  e  et  f,  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  est  le 
l>oint  centiid  0  ;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  relation  (  a  )  qui  donne,  pour 
les  segments  Oi;  et  0/  relatifs  aux  imints  doubles. 


Qc 


Of^-V 


{a,  a')  étant  un  couple  quelconque  de  points  iiomologues. 

Ces  expressions  montrent  encore  que  le  segment  ef,  formé  par  (es  deux 
points  doubles  réels  ou  imaginaires,  est  divisé  harmoniquemeitt  par  chaque 
couple  lie  points  homologues  [a,  n'],  [b,  b'],...[').  Le  point  central,  ayant 
même  puissance  par  rapport  à  tous  les  couples  («,  a'),  {h,  b').  ...  de 


on  r 


lie,   loraijiii)  l'iiii  des  poinls  Uoulilea 
it  l«  milieu  de  tous  le^  si>gmcats  an', 
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poinN  lioiio'icili  ^  IpIMIIiPIII  <(!  1\P  1,1'lirnl  i|pilo\i\  n  ii!'^  qiv  IlOIIi,      - 

iiyant  icspi  tl      i     ii  |     i  '     ''  i  '     i  'j'  , 

Donc       1°  il  I  luiqiit. 

lOliplc  de  p"  I  I  ioulc\ 

]:i>'mt  central  ^°  ki  c  nonli  luitis  ihu  ili  ^  \iu  k^ilitei''  \eyiiciiu  n<i\ 
lil'\  II'  lomnic  iltainitics    ont pmii   aie  radical  coniiniiii  ta  pei- 

pcinhculatri.  tt  tu  liatc  dette  par  l(,poiiU  cciilial 

Nous  avons  d6JM  trouvé  la  plupart  du  l'cs  rcsullalf  au  a"  381  où 
nous  avons  ébauciid  en  quelque  sorte  la  llicorie  cto  liuvolution  en 
prenant  pour  point  de  départ  la  relation  (ï)  ci-dci-sus.  Nous  renver- 
rons à  ce  numéro,  pour  ce  qui  concerne  l'inlluence  do  la  rëalitc  ou  de 
l'imaginaritô  des  points  doubles  sur  îa  disposition  dos  points  d'une  di- 
vision involulive. 

1 1  l.'i.  Les poiiitx  doubles  e  et  fde  deux  divisions  tiomogrnpliiques  quel- 
rn/uiiK.',  abc,. .  ..  {î b' c' . . . . ,  de  ni^me  base,  forment  nue  ïiimlution  afec 
r!uiijuc  tjslhiie  de  dciu:  couplet  tcU  que  ab'  el  <i' bl  car  ou  a 

labef)  =  (rtV/c/')  =  (  b-(ifc)    (3IS  i, 

de  sorte  que  les  deux  figures  nbef,  h'a'fc,  sont  liomographiques,  et  que 
le  poil]  te,  considéré  tour  à  tour  comme  appartenant  y  Tune  et  à  l'autre, 
a  toujours  le  morne  iLomotoguc  /. 

On  conclut  de  là  (UU)  quo  :  i'  les  troh  circonjcrencex,  menées  par 
lin  iiiànc  point  g  quelconque  extérieur  à  la  baxe  et  par  Ici  trois  xcg^ 
Menu  ab'.  bci' ,  cf,  passent  toutex  troix  par  un  .\eeQnd  point  imniimn; 


UKi.   Soient  [a,  a'),  (•/',  b'\  (c,  e'),   1 
ou  imaginaires)  situés  en  ligne  droite,  et 


ki  équations  qui  les  représentent,  eu  adoptant  pour  origine  i^oin- 
mune  un  point  A  arbitraire  de  la  base,  l'onr  que  les  trois  couples 


,rr,w:ConQ\e 
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rmeni 
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invohil 
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in,  il  faut  ot  il  suffit  <I1I3)  que  chacun  d'eu:;  a 


(jui  doivent  être  «atisfailes  par  le--  mêmes  valeurs  de  \  et  de  v. 
dilion  d'involulioii  rculte  donc  de  l'élimination  de  ï  et  do  -j 
Irais  équations  ;  on  trome 

Cette  équation   (i)  résulterait  pareillement  de  rBiiminolion 
mèlie  arbitraire  A-  entre  les  deux  restions 


qui  [leiivont  dès  lors  rem|)lacer  la  conditiun  (  i  j. 

En  vertu  diî  ces  valeurs,  l'équation  j;'  —  •?./'.^^  -i-  jj  =  o  pont  s'écrira 

j-=  —  ay,^.c-h  ,/^  4-/  (,t'_  2/J.,-v  +  r/.^)  =  o; 

telle  est  l'équation  qui  détermine  le  troisième  couple  (c,  c')  en  foncUoii 
des  éléments  des  deux  premiers  (a,  a')  et  (A,  b'). 

ilil.  Dans  les  applications,  il  est  souvent  plus  ccmmode  de  substituer 
aux  éli'ments  p„  g^p^,  q^,  p^,  q^,  les  segments  An,  ko',  Ai,  Ai',  Ac, 
A'-'  ;  or,  si  a,  p,  7,  désignent  respectivement  les  milieux  des  segments  an', 
bb\  ce',  on  a 

A  =  Aï,    /),  =  Ap,    p,  =  :\-i, 

c!,  par  suite,  la  condition  d'involution  (  1  )  s't'cril 

{1]  ka.ka' 4'i  -i-  kb.kl/ -r-^  +  Sc.Kc- .-4  =0. 

Cette  équation  fondamentale  en  donne  beaucoup  d'autres.  Parexemplo, 
si  l'on  fait  co'i'ncider  successivement  l'origine  arbitraire  A  avec  chacun 
des  points  a,  a',  b,  ù',  c,  c',  on  obtient  le  groupe 


br.br'  __  h        b'f.b'^'  _  fv 
ba.ba'       f.x        b'<i.b\,'~^:,'' 


"7? 
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larqimiit  i]uo  les  équations  écriles  sur  la  Biéme  liorizo 
second  membre,  on  a  encore 


Enfin,  en  muiLîpliant  entre  elles  de  ioutcs  les  manières  possibles  trois 
des  six  équations  (3),  prises  de  telle  façon  que  le  produit  des  seconds 
membres  soit  égal  à  i ,  on  obtient 

\  ii/i'.bc.c'n'  -  —  ab.l/'c'.r.'i, 
\  ^é.lj'c.ca'^-tib'.U'.ai. 


1118.  On  dit  que  deux  faisceaux  hoiuograpbiques  de  mtoe  centre  sont 
ci>  inmUttioii  ou  forment  un  faisceau  iiivoliitij,  lorsqu'on  peut  trouver 
une  droite  qui  les  coupe  suivant  deux  divisions  en  involution.  Alors  toulo 
autre  seclion  recliligne  des  deux  faisceaux  donnera  deux  divisions  en  in- 
volution (1H3). 

Dans  un  faisceau  invoUitif,  tout  rayon  considéré  tour  à  tour  comme 
i:ppiirtenant  h  l'un  et  à  i'amre  faisceau  a  toujours  h  même  homologue. 
Inversement,  deux  faisceaux  homograpkiques  de  même  centre  sont  en 
involution  s'iiexiste  un  i-ayon  qui,  considéré  successiremenl  cmnme  ap- 
partenant ail  premier  et  au  second  faisceau.,  etit  toujours  le  même  homo- 
logue (1-112). 

Un  faisceau  ini'olulif  est  déterminé  par  deux  couples  de  raj  uns  homo  - 
logues. 

.Six  raj-ons  issus  d'un  même  point  et  conjugués  deux  à  deux  sont  en 
im'oIntioH  si  quatre  d'entre  eux,  convenablempnt  choisis,  ont  même  rap- 
port anharmonique  que  leurs  conjugués  ;  et  alors,  quatre  quelconques  de 
ces  rayons  auront  même  rapport  anharmonique  que  leurs  conju- 
g'K-s  {Ulli). 

Dans  tout  faisceau  invotulif,  il  y  a  toujours  deux  rayons  doubles  réels 
ou  imaginaires  ;  les  rayons  doubles  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
deux  rayons  homologues  quelconques  (lUi  ). 
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Vn  ingic  droit  tournant  autour  de  .r. 
inooliitif  dojil  les  rayons  doubles  sont  in 


\\\^.  Quand pittsieu. 

••s  co?iles  aa\  bl/,  Cf' , . . 

. ,  d'unreit'le  passenl par 

un  même  //nint  w,  les  < 

•oiiples  de  droites  menêi 

de  la  cb-eanfêrenee  ait. 

X  rxtrénùlcs  de  chaque 

■  corde  sont  en  ii'vulalion 

ifs-  ^-M-  ' 

Il  suffit  de  démontror  l'égalité  des  rapports  anliarmoniciiies  [Q.abea'), 
[d.a'b'e'a].  Or,  si  l"on  désigue  par  0'  le  second  (joint  d'intersection  du 
corde  et  de  la  droite  0»,  on  voit  que  lof  apport  anharmoniquo(0'. a' i'eV^ 
est  égal  à  chacun  des  deux  qui  procèdent.  Il  équivaut  au  premier, 
puisque  les  droites  Oa,  0/>,  Oc,  Ou',  coupent  respectivement  les  droites 
O'a',0'b',0'c',0'a,  sur  la  polaire  du  point  w  [34i)  ;  et  il  équivaut  au 
second,  d'après  l'observation  faite  au  n''321,  i°. 

Réciproquement,  sf  par  le  centre  commun  0  d'un  faisceau  ini'oliitif 
on  fait  passer  an  cercle  quelconque,  les  cordes  interceptées  dans  ce 
cercle  par  les  couples  lie  rayons  homologues  concourent  en  un  même. 
/Joint  u.  Car,  si  «j  est  l'inlerseclion  des  deux  cordes  aa'  et  bb',  et  si  l'on 
désigne  pour  un  instant  par  c'  le  second  point  où  la  droite  mc  rencontre 
le  cercle,  les  droites  Oa,  On',  06,  0  6',  Oc,  Oc',  seront  en  involution 
d'après  le  théorème  direct  ;  or,  Oa,  Oa',  01),  Ob',  Oc,  Oc',  sont  en  in- 
volution par  hypoihèse  ;  donc,  Oc'  et  Oe"  coïncident,  et,  par  suite,  les 
points  c°et  c'  ;  la  corde  c'c  passe  donc  par  ». 

De  là  résulte  immédiatement  cette  proposition  très-importante; 

Dans  tout  faisceau  inmliilif,  il  existe  toujours  un  couple  de  rayons  ho- 
mologues rectangulaires.  Ce  sont  les  deux  rayons  Of/.Oi/,  qui  aboutissent 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  w.  Toutefois,  si  le  point  w  était 
au  centre  du  cercle,  tous  les  couples  de  rayons  homologues  seraient  rec- 
tangulaires. Ainsi  le  couple  de  rayons  Immologues  rectangulaires  est  unique, 
à  moins  que  tous  les  couples  ne  soient  rectangulaires  ;  dans  ce  cas  parti- 
culier, îes  rayons  doubles  sont  imaginaires  :  cela  résulte  du  n°  381,  a°; 
on  peut  aussi  le  voir  directement,  car  les  rayons  doubles  correspondent 
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en  glanerai  aux  poinls  do  contact  des  tangentes  mei 
pn.nl  !•>  ;  or  ces  tangentes  sont  ima;;inaires quand  1( 


1120.  Timlc  transfersnicl.  menée  dans  te  plan  d'un  qimihilatt'rc  ÂSC\) 
rencontra  les  quatre  rôlén  et  les  dcri.r  diiigonatcs  en  six  jminis,  a  cl  a', 
b  et  b',  c  et  c',  qui  .tout  en  i»po!tition  [Jîg.  5yj)  ;  car  les  faisceaux  homo- 
graphiques  { AB,  AC,  AD,  Ac'),  (C!î,  CA,  CD,  Ce'],  déterminenl  sur  L 
deux  divisions  liomographiques,  et  l'on  a 


("■ 


..')  =  ( 


r')     ou  [32'1)      („ 


d'où  l'on  conclut  (i!13j  que  le 


<i',  bù',  <■ 


invcl'i- 


tion. 


Les  six  droites  menées  d'un  jioiiie  i/ueleo/ique  0  du  plan  d'un  quadri- 
latère ABCD  aitx  snmmets  et  aux  points  de  concours  E  et  F  des  côtés 
opjKisés,  sont  en  ineolution;  car  le  quadrilalère  OAFB,  dont  OF  et  Ait 
sont  les  diagonales,  détermine,  d'après  le  Ihéorème  prûcédi.'nt,  sis  points 
en  involulion  sur  la  transversale  DC;  donc,  les  droites  OA  et  OC,  OB  et 
OD,  OK  et  OF,  qui  passent  par  ces  six  points,  sonten  invoiution. 

En  plaçant  le  point  0  à  rinterseclion  des  deux  circonférences  di5- 
criles  sur  AC  et  BD  comme  diamètres,  les  couples  de  rayons  homo- 
lo:::ues  OA  et  OC,  OB  et  OD,  seront  rectangulaires  ;  donc,  le  troisième 
couple  CE  et  OF  le  sera  aussi  (1119),  et,  par  suite,  la  circonférence,  dé- 
crile  sur  EF  comme  diamètre  passera  par  les  deux  pointa  communs  aux 
deux  premières  ;  donc,  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois  dia- 
métrés  AC,  DD,  EF,  d'tin  quadrilatère  complet  comme  diamètres,  se 
C'utjienl  aux  deux  mènes  points  ;  d'où  l'on  poat  conclure  immédiatement 
le  théorème  du  n"  317. 


1121.  Quand  un  quadrilatère 
ABCD  est  inscrit  dans  un  cercle, 
une  transversale  tpielconque  L  située 
dans  son  plan  rencontre  les  deux 
couples  de  côtés  opposés  et  le  cercle 
en  trois  couples  de  points  {a,  <i'), 
(b,b-),(e,f),qmsontenin<'olu- 
tion  {Jg.  ^-n). 

En  effet,  les  droites  qui  joigncni 
aux  points  fixes  A  et  C  un  point 
mobile  qui  décrit  la  circonférence, 
forment  deux  faisceaux  homogra- 


1 1-2"2.  Quand  un  quadrilatère 
abcd  est  circonscrit  à  un  cercle, 
si  (Pun  point  0  situé  dans  son  plan 
on  mène  des  droites  0  o,  0'>,  0  ■?,  Orf, 
hses  sommets  et  deux  :angenlesO^, 
OF,  à  la  courbe,  les  ti-ois  couples  de 
droites  Qa  et  Oc,  06  eï  0(/,  OE  et 
OF,  sont  en  invoiution  \Jig.  578). 

En  effet,  une  tangente,  en  rou- 
lant sur  le  cercle,  trace  sur  les  ^^n- 
genles  fixes  ah  et  cd  deuK  divisions 
homograpiiiques(ll  10).  Los  droites 
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phiquos  (1111));  [lar  suite,  ces  fais- 
ceaux tracent  sur  L  deux  divisions 
homographiques  dont  e  et  /sont  les 
points  doubles.  D'ailleurs,  con)pie 
AB  et  BC,  AD  et  CD,  sont  deuï 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux,!]  et  i,è' et  «'.seront 
deux  couples  de  points  homologues 
des  deux  divisions.  Donc  (ilJ3)  les 
trois  couples  («,«'),  (i,  i'),  (e,/), 
sont  en  involuUon. 

Fig.  i77 


menéesdu  point Oà  ces  divers  poiii;:i 
forment  donc  deus  faisceaux  liomo- 
graphiques  dont  OE  et  OF  sont  les 
rayons  doubles.  D'ailleurs,  comme  " 
el  '/,  h  et  c,  sont  deux  couiiles  do 
points  homologues  des  deus  divi- 
sions, Oa  et  Orf,06elOc,sont  deux 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux.  Donc(1 1 18)  les  Iroi,-; 
couples  On  et  Oc,  06  et  Orf,  OE  ci 
OF,  sonlen  involulion. 


Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  côtés  opposés,  on  pourrait 
prendre  un  couple  de  côtés  opposés 
et  les  deux  diagonales  ;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  droites 
forment  aussi  un  quadrilatère  inscrit 
an  même  cercle. 

H  résulte  du  théorème  précédent 
que,  si  un  quadrilatère  inscrit  à  un 
cerde  se  déforme  du  telle  sorte  que 
iras  de  ses  côtés  tom-nent  autour  de 


Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
plesdesommetsopposés, on  pourrait 
prendre  un  couple  de  sommets  op- 
posés et  lesdeux  points  de  concours 
e  et/des  côtés  opposés  ;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  points 
sont  aussi  les  sommets  d'un  quadri- 
latère circonscrit  au  même  cercle. 

Jl  résulte  du  théorème  précédent 
que ,  si  un  quadrilatère  circonscrii  t'i 
un  cercle  se  déforme  de  telle  sorte 
que  trois  de  ses  sommets  glissent  sur 


lî. 


.  Je  Ge, 


!.  (Il"  Par 
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■ss  l'espace. 

Irois  droites  pnssuiH  par  un  r.u'mfi 
point,  le  quatrième  sommet  tlefril 
mis.ti  une   droite  passant   par   a- 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Circon- 
scrire à  un  cercle  un  triangle  dont 
les  sommets  reposent  sur  trois  droi- 
tes données  et  passant  par  un  même 

Le  théorème  du  n"  H21  est  dû  au  célèbre  géomètre  français  Desargwes 
(première  moitié  du  xï!!*"  siècle);  toutefois,  les  anciens  (Colleclions  ma- 
tltémaiiqiies  de  Pappiis]  en  ont  connu  des  cas  particuliers. 

il23.  Voici  les  deux  cas  particuliers  les  plus  intéressants  : 

En  supposant  que  le  quadrilatère 
circonscrit  se  réduise  à  un  triangle 
ou  à  un  angle,  on  a  ces  énoncés  ; 

Quand  un  triangle  est  circonscrit 
à  lin  cercle,  si  il  'un  point  quelconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  les  deux  droites 
qui  aboutissent  à  deux  sommets,  rt 
les  deux  droites  qui  aboutissent, 
l'une  ou  troisième  sommet,  l'autre 
au  point  de  contact  du  côté  opposé, 
on  obtient  un  faisceau  involiitif. 

Quanti  un  angle  est  circonscrit  à 
un  cercle,  si  d'un  point  quelconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  les  deux  droites 
qui  aboutissent  aux  /Mints  de  con- 
tact des  côtés  de  l'angle  et  la  droite 
qui  passe  parle  sommet  de  l'angle, 
on  obtient  un  faisceau  inoolatif  dont 
la  dernière  droite  est  un  rayon 
double. 


trois  points  en  ligne  droite,  le  qua- 
trième câlè  tourne  aussi  autour  d'un 
point  fixe  de  cette  droite. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Inscrire 
dans  un  cercle  un  triangle  dont  les 
trois  côtés  passent  par  trois  points 
en  ligne  droite. 


ou  deux  côtés 
infiniment  petits  et  rem[>lacés  par 
des  tangentes,  on  a  ces  énoncés  : 

Quand  un  triangle  est  inscrit 
diint  un  cercle,  les  points  où  une 
t/iinsfcrsalc  rencontre  la  coiii-bc, 
deux  côtés  du  triangle,  le  troisième 
côté  et  la  tangente  au  sommet  op- 
posé, sont  en  involution. 


Quand  un  angle  est  circonscrit  à 
un  cercle,  les  jioinis  où  une  trans- 
versale rencontre  la  courbe,  les  deux 
calés  de  fanglc  et  la  corde  de  con- 
i::it,  forment  une  ini'oliUinn  dont  le 
dernier  point  est  un  point  double. 


ACTIONS  BELATIVES  A  LIIOMOGBAPUIG  I 


4  L  INVOmilO.V. 


1124.   Construire   deux   divisions    homographiqucs ,  connaissant   trois 
coi.'ples  de  points  homologues. 
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Nous  avons  déjà  doiiLié  une  première  solulion  de  ce  problème  (110.1). 
En  voici  deux  autres. 

Supposons  les  deuK  divisions  tracées  sur  deux  droites  diffi^rentes  L  et 
L'et  soient  {a, a'),  [b,b'],  [c,c')  trois  couples  de  points  homologues. 

1°  Prenons  l'intersection  f  de  oi'  et  de  «'é, l'intersection  7  de  or  el  de 
a'c,  et  tirons  la  droite  §y  que  nous  désignerons  par  1  ;  m  étant  un  point 
quelconque  de  la  division  L,  menons  n'm  et  joignons  au  point  alepoinlp, 
oô  a'm  coupei;  la  droite  «p  rencontreraL'aupoinlm'horaologue  de  m. 
En  effet,  en  désignant  par  a  le  point  où  î.  coiipo  on',  on  voit  que  les  di- 
visions abcm,  ii'b'c'm'  sont  hoQiograpîiiques  comme  étant  honiologiques 
de  la  division  af^p  {fig.  579) . 


2°  Décrivons  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  des  droites  L  et  L' 
[fg.  58o)  et  joignons  à  un  point  quelconque  0  de  la  circonférence  les 
points  a,b,c,  n',b\c\  w;  les  droites  ainsi  obtenues  couperont  la  cir- 
conférence en  des  points  que  nous  désignerons  respectivement  par  «,  ^,7, 
a',  p',7',p.  B  étant  le  point  commun  à  ap' et  a'p,  C  le  point  commune 
27'  et  a'7,  lirons  la  droite  BC  que  nous  désignerons  parï^.  En  joignant  le 
point  a  au  point  de  rencontre  M  de  1  et  de  a'ji,  on  obtient  une  droite  xM 
qui  coupe  le  cercle  en  (i'j  et  il  suffit  de  menerOjx'jusqu'à  sa  rencontre  avec 
L'  pour  avoir  l'homologue  m'  de  m.  En  effet,  si  m'  désigne  Thomologue 
de  m,  les  faisceaux  (Ojoicm],  el[0,a'b'c'm')ou  (0,  ap-fn),  {0,a'^'-/'|^^j, 
sont  homographiques ;  donc  (H08)  il  en  est  de  mfme  1" 
(x,7,'p''/^']  et  (5:',Kp7[i);mais,  commeces  derniers  faisceaux  ont  un  n 


,  Google 


homologue  commun  y.y-',  les  in  tors  ce  lion  s  B,  C,  M,  de?  autres  ci 
rayons  homologues  sont  en  ligne  droife;  donc,  les  rayons  ^ 


so  croisent  sur  la  droi'.e  BC  ou  î  ;  en  d'autres  termes,  la  droite  qui  joint 
a  au  point  M,  où  «V  reoconlre  1,  passe  par  le  point  ^,  où  Oni' coupe  le 
cercle. 

Cette  dernière  construction  s'applique  au  ms  où  les  deux  dmsinns 
(«,«,),  (t,6,)  (c,C|)  sont  sur  ta  même  droite  L,  et  elle  donne  aisément 
\iis IMÙits  doubles  c  et/;  il  suffit,  en  effet  de  joindre  le  point  0  aux  points 
î  et  qj  où  i  coupe  le  cercle  et  de  prolonger  les  droites  Os  et  0^ 
.iiisi.ju'à  leurs  rencontres  avec  L;  si  ladroitcX  eslcxlérieure  au  cercle, 
ies  points  doubles  sont  imaginaires. 

112.ÏL  Construire  im  faisceau  inootulif,  connaissant  deux  couples 
(du  et  On'),  {Ob  et  Ob'),  de  rayons  homologues. 

On  tracera  (/%.  576)  un  cercle  quelconque  passant  par  le  point  0,  et 
l'on  déterminera  le  point  w  de  concours  des  cordes  aa\  bb',  interceptées 
jiar  les  deux  angles  oOa',  bQb'.  Cela  posé,  on  obtiendra  : 

1°  Le  rayon  Oc',  homologue  d'un  rayon  donné  quelconque  O*-,  en  joi- 
!;nant  le  point  u  au  point  c  où  Oc  rencontre  le  cercle,  puis  le  point  0 
eu  second  pointe' d'intersection  du  cercle  et  de  îa  droite  wc  (1119); 

2°  Les  rayons  doubles,  en  joignant  le  point  0  aux  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  a  ; 

3"  Le  système  des  deux  rayons  rectangulaires,  en  joignant  le  point  0 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  u, 

1 1  ^li.  Dcii.ic  piisceaux  involutifs  de  même  mmu^ct  étant  dunms  chacun 
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par  deux  amples  [On,  On'),  [Oh,  Ob')  e/(0<i„0«',),  (Ob„Ob\)  de  rayoïf 
homohgues,  co/istnùre  les  rayons  conjugués  commiins  aux  deux  faL- 
ceaux. 

On  délerminera,  comme  ci-dessus,  les  points  «  et  m,  relatifs  aux  deuï 
faisceaux  et  à  un  même  cercle  passant  par  0,  et  l'on  joindra  au  point  '  i 
les  points  où  le  cercle  rencontre  la  droite  «u,. 

H27.  Construire  une  ineolulmn  de  points  sur  une  droite  L, connaissant 
deux  cou/des  {'^,a'],  (P,  p'),  de  points  Sinologues. 

On  joindra  aux  points  a,  a',  p,  P',  un  point  quelconque  0,  et  l'on  con- 
struira le  faisceau  invoiutif  détermioé  par  les  deux  couples  (O2,  Oï'}, 
(Op,  Op').  Les  rayons  de  ce  faisceau  délermineront,  par  leur  rencontre 
avec  la  droile  L,  l'involution  demandée.  Aux  rayons  doubles  0;,  0(', 
répondront  les  pointa  doubles  9  et  9'.  Quant  au  point  central  f,  il  répon- 
dra au  rayon  homologue  de  celui  qui  est  mené  par  0,  parallèlement  ù  la 
droite  L,  attendu  que  le  point  central  est  le  conjugué  de  l'inCni. 

H28.  Étant  donitét  sur  une  droite  L,  deux  couples  de  points  {a,  a), 
(§,  p'),  troiii'or  les  deux  points  0  et  9'  qui  divisent  harmoniqiiement  les 
deux  segments  aa',  p3'- 

Ces  deux  points  sont  (IIU)  les  points  doubles  de  l'involution  déter- 
minée par  les  deux  couples  (a,  a'),  {p,  P'>. 

H29,  Étant  donnifes,  sur  une  droite  L,  deux  involutions,  chacune  pur 
deux  couples  de  points  homologues  (a,  a'),{l>,  b')  et  {a,,  a\),  (//,,  ii\), 
trouver  I0  segment  commun  aux  deux  ineolutions. 

On  joindra  les  points  donnés  à  un  point  arbitraire  0  ;  on  aura  alors 
deux  faisceaux  involulifs  de  mûme  sommet,  dont  ou  déterminera  (  H2S) 
les  rayons  conjugués  communs  ;  ces  rayons  intercepteront  sur  la  droitç  L 
le  segment  demandé. 

U.   ~  COURBES  DU  SEGONS  ORDRE. 


1130.  Nous  donnerons  désormais  lo  nom  do  conique  a  toute  section 
plane  d'un  cône  quelconque  a  ba&e  ciiculairo 


On  sait  que  : 

Lorsqu'un  point  mobile  décrit 
cercle,  les  droites  qui  joignent 
point  à  deux  points  fixes  de  la  c 
conférence,  forment  deux  fa 
hnmographîqu  es. 


Lorsqu'une  droite  mobile  cnrC' 
loppe  un  cm  U ,  elle  trace,  sur  dcii  r 
langent)  î  fixes  de  ce  cercle,  deux 
divisions  homogmphiques. 
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Une  conique  n'étant  que  la  projeciion  d'un  cercle,  et  l'homographie  de 
deux  divisions  ou  as  deux  faisceaux  se  conservant  en  projection,  on  voit 
que: 

Lorsqu'un  /joint  mobile  décrit  une 
conique,  les  droites  qui  joignent  ce 
point  à  deux  points  fixes  de  cette 
conique,  forment  deux  faisceaux 
hfi  :^iographiijues. 

1131.  Réciproquement; 

La  couibe,  lieu  des  intersections 
des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homngraphiques  (  situés  dans 
un  même  plan),  est  une  section  co- 

Soient  P  elP'  les  centres  des  deux 
fyi^ceaux  [fig.  58i).  Observons  : 
]"  Q\i'iwe  droite  r/uelconi/ite  du 

Fis.  S8r. 


Lorsqu'une  droite  mobile  enve- 
loppe une  conique,  elle  (mre,  sur 
deux  tangentes  fixes  de  cMte  CO' 
nique,  deux  divisions  homograpki- 


L'i  coiiiùe,  enveloppe  des  droites 
qui  joignent  des  points  Iwmologues 
de  deux  divisions  komograpkiques 
{dont  les  bases  sont  dans  an  même 
plan),  est  une  section  conique. 

Soient  Oa- et  O7  les  bases  des  doux 
divisions  [fig.  SSî).  Observons  : 

r  Que,  par  un  point  qu£koi:que 


c  la  courbe  en  deux  du  plan,  on  peut  mener  à  ta  courbe 

^iH(j  (réels ou  imaginaires)  ;  car,  ;  deux  tangentes  (réelles  ou  imagi- 

les  deux  divisions  déterminées  sur  i  naires)  ;  car  les  deux  faisceaux  con- 

cette  droite  par  les  deux  faisceaux  j  centriques  qu'on  obtient  en  joigrant 

»onlhomographiques;ellesontdonc  I  ce  point  aux  divers  pointsdesdeui 
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deux  points  doubles  réels  ou  ima- 
ginaires. 

2°  Que  la  courbe  passe  par  les 
rentres  P  et  P'  des  deux  faisceaux  ; 
car  la  droite  PP',  considérée  comme 
un  rayon  du  faisceau  P,  rencontre 
en  P'  le  rayon  homologue  du  fais- 
ceau P'.  On  voit  de  même  que  la 
courbe  passe  en  P. 


3"  Que  la  langenle  en  P  est  le 
rajvndufciisceauV,yiûest  l'homo- 
logue de  lu  droite  P'P  consiilérée 
comme  rayon  du  faisceau  P';  car, 
lorsque  lepointude  la  courbe  vient 
en  P,  le  rayon  ?a  devient  tangent 
en  P  et  son  homologue  P'a  vientse 
confondre  avec  P'P.  De  même,  la 
tangente  en  P'  est  le  rayon  diifais- 
ceau  f  qui  est  l'homologue  de  la 
droite  PP'  considérée  comme  rajvn 
du  faisceau  P. 

Cela  posé,  a  par  le  point  de  con- 
!>  cours  0  des  tangentes  en  P  el 
■  enP'àlacourbeconsidi^'rcePtiP', 
1  menons  dans  l'espace  une  droite 
'  quelconqueOafdansl'angleaOP, 
1  inscrivons  un  cercle  tangent  à  OP 
)  au  point  P,  et  désignons  parQ  le 
«  point  où  ce  cercle  touche  Oî. 
n  a  Atont  un  point  quelconque  do 

0  la  courbe  PaP',  menons  P'n  qui 

1  coupeOPenM,puisO'"quiren- 

I  contre  le  cercle  en  a'.  Quand  le 
n  point  II  décrit  la  courbe,  les 
-  droites  P'a  et  Qa'  engendrent 
)  deut  faisceaux  homographiques  ; 

maislesfaisceaux  décrits  parPa'et 
«  Qn'sonthomographiques{H30), 

II  et  il  en  est  de  même  par  hypo- 


^ourufs  rsiKu.rs.  Sgi 

divisions  sont  homographiques  ;  ils 
ontdonc  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires). 

2°  Que  la  courbe  est  tangente  aux 
bases  Qx  et  Qy  des  deux  divisions; 
car  la  droite  Ox  unit  deux  points 
homologues  des  deux  diiisions,  sa- 
voir ;  le  point  0  considéré  comme 
appartenant  à  la  division  Oy  et  le 
point  homologue  de  la  division  Ox. 
On  voit  de  même  que  la  courbe 
touche  Oj. 

3°  Que  le  point  de  contact  P  de 
la  tangente  Ox  est  le  point  qui,  sur 
rette  droite,  répond  au  point  0  con- 
sidéré comme  appartenant  n  la  di- 
vision Oy  ;  car,  lorsque  la  tangente 
-iamse  confond  avec  Oj:,  le  pointa 
devient  le  point  de  contact  P  et  son 
homologues  arrive  en  0.  De  mÈmo, 
le  point  de  contact  P'  de  la  liin- 
gente  Oyesl  l'homologue  du,  point  Q 
considéré  comme  appartenant  à  la 
division  Qx. 

Cela  posé,  par  le  point  0  menons 
dans  l'espace  une  droite  quelconque 
Os;  inscrivons  dans  l'angle  zOx 
un  cercle  tangent  à  QjenP,  et  dé- 
signons par  Q  son  contact  avec  Oz. 


a  étant  un  point  quelconque  de 
lacourbe  Pa  P',  menons  la  langenle 
correspondante  qui  coupe  Ox  en  m 
clOjen  «;  puis,  par™,  menons  la 
tangente /««'au  cercle  Qrt'P,  et  dé- 
signons par  a' le  point  où  celte  tan- 
gente coupe  Oï.  Quand  le  point  a 
décrit  la  courbe  PoP',  les  points  a 
et  wi  tracent  surO^et  0.C  deuïdivi- 
sionsqui,  par  hypothèse,  sont  homo- 
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..  thi'fedL'sfaisceaux  engendrés  par 
"  P^f  et  ¥'<i.  Donc  les  liroites  l'« 

■  et  l'n'engeniJi'eiil  (feus  faisceaux 
"  liomogra]Aiiques,et,  parsuite,  les 
«  points  a  ot  ï',  où  les  rayons  mo- 
»  biles  Vn  et  P«'  renoonlrenl  les 
0  droites  fixes  OP'  et  OQ,  forment 
»  surcesdroilesdeux  divisions lio- 
)i  mographiques.  Les  points  F  et  Q 
»  sont  deux  points  homologues  de 
»  ces  deux  divisions  (m  est  alors 
»  en  0)  ;  do  plus,  le  point  0  est  un 

■  point  correspondant  commun  (m 
"  est  alors  en  P).  Donc  (1103)  In 
ij  droite  a:<'coupe  la  droitefixe  Ql'' 
a  en  un  point  fixe  S. 

aParconséqueiit,  l'œil  étant  placé 
"  en  S,  la  droite  P'ni  sera  la  pro- 
»  joctiondeQw,  etPa  sera  celle 
"  doPit';  donc  «sera  la  projection 
rt  de  !■('  et,  enfin,  la  courde  propo- 
r  sÉo  V/iï"  sera  la  projection  dn 
s  cercle  P«'Q  ('). 


graphii|ues;lesiJivisions  tracûcssur 
0  J  et  Oz  par  m  et  i'  sont  aussi  lio- 
mographiques  (H3Û);  donc  les 
poinis  X  et  a'  décrivent  sur  0/  et 
Os  deux  divisions  liomograpliiques. 
Les  points  P'  et  Q  sont  deux  points 
homologues  de  cesdeus  divisions  {m 
est  alors  en  0);  de  plus,  le  pointO 
est  un  point  correspondant  commun 
[m  est  alors  en  P).  Donc,  la  droile 
mobile:!x'coupe(  1  lOKi  la  droite  fixe 
QP'en  un  point  fisu  S. 


Par  conséquent,  l'œil  i^lant  placé 
en  S,  la  droite  aw  sera  la  projec- 
!ion  de  a'w,  et,  comme  la  première 
enveloppe  la  courbe  P«F  et  que  la 
seconde  enveloppe  le  cercle  Q«'l', 
on  voit  que  la  courbe  P«P'  est  la 
projection  du  cercle  Pn'Q. 


1KI2.  Les  principales  propriétés  des  coniques  réfidient  aisément  de  ce 
double  mode  de  génération.  Ces  deux  générations,  l'une  par  point, l'autre 
par  enveloppe,  étant  corrélatives,  lorsque,  en  partant  de  l'une  d'elles,  on 
aura  démontré  un  théorème,  il  suffira,  pour  démontrer  le  théorème  cor- 
rélatif, (Je  partir  de  i'aulre  mode  de  générationict  de  faire  des  raisonne- 
ments corrélatifs  des  premiers. 


Cini/  imiiils  déterminent  une  co- 
ni/jiic  ;  car,  après  avoir  pris  deux  de 
ces  poiiils  pour  cenires  des  deux 
faisceaux  générateurs,  il  suffit  de 
joindre  chacun  d'eux  aux  troisantres 
[loints  pour  avoir  trois  couples  <le 
rayons  homologues. 


Cinij  tangentes  déterminent  un:- 
conique;  car,  en  considérant  deu:; 
de  ces  tangentes  comme  fixes,  Ifs 
Iroisautres  traceront  sur  elles  troi.; 
couples  de  points  homologues  d'.'  > 
deux  divisions  lioniographiques  qui 
détermineni  laco.iiquo. 


l  suit  de  là  que  la  projection  C  d'une  conique  C  sur  un  plan  que 
que  P  ne  passant  pas  par  le  centre  de  prnjectiim  est  encore  w 
iffue.  En  eiïol,  la  courbe  C  est  le  lieu  des  intersections  des  rayoi 


,  Google 


*  USLliLLES.  3g3 

liomologucs  (le  ilcu\  f.iisccaux  homograpliiquos,  qui  sont  les  projections 
des  deuï  faisceaux  gcnéraleiira  de  la  coiiiiiuo  G.  La  proposition  résulte 
encore  de  ce  que  la  courlie  G'  est  l'enveloppe  des  droites  joignant  lo^ 
points  eorrespondantsde  douxdivisions  liomograpliiques, qui  sont  les  pro- 
jections des  deux  divisions  qui  définissent  la  conique  G  comme  enveloppe. 

1133.  Les  deux  faisceauj: lioniographiques  qui  déterminent  la  conique 
ont  deux  couples  de  n-ijmis  parallÈle-i  (réels  ou  imaginaires);  car,  sil'on 
transporte  l'un  des  faisceaux  parallèlement  à  lui-même,  de  façon  que  son 
centre  coïncide  avec  le  centre  de  l'autre  faisceau,  on  a  deux  Caisceaus 
homographiques  concentriques  qui  ont  (1109)  deux  rayons  doubles 
(réels  ou  imaginaires). 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  imaginaires,  la  courbe 
n'a  aucun  point  à  l'infini;  elle  est  fermée,  et  nous  lui  donnerons  le  nom 
à'ellrpse,  en  nous  réservant  do  démontrer  plus  tard  son  identité  avec 
l'ellipse  définie  au  n"  973. 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  réels,  la  courbe  a  deux 
points  à  l'infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  A'hyperbole,  et  nous  démon- 
trerons plus  lard  son  identité  avec  l'hyperliole  défloie  au  n"  999. 

Enfin,  si  les  deux  couples  do  rayons  paralièlos  coïncident,  la  courbe  a 
deux  points  â  l'infini  confondus  en  un  seul,  cl,  par  suite,  elle  est  tangente 
à  la  droite  de  l'infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  do  parabole,  et  nous 
démontrerons  plus  tard  son  identité  avec  la  parabole  définie  au  n"  1027. 

Tels  sont  les  trois  §««/■«  de  coniques.  Comme  vwwVfei  de  ces  courbes, 
on  peut  avoir  ; 

i"  Deux  droites  (réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires),  lorsque  les 
deux  faisceaux  sont  concentriques  (1109),  ou  lorsque  la  droite  qui  unit 
leurs  centres  est  un  rayon  homologue  commun  (1108); 

■x"  Deux  points  (réels,  coïncidents  ou  imaginaires),  lorsque  les  doux 
divisions  ont  la  même  base  (  1  !04),  ou  lorsque  le  point  d'intersection  des 
deux  bases  est  un  point  homologue  commun  (1103). 

il3i.  On  dit  qu'une  courbe  est  algébrique  ou  transcendante  suivant 
que  son  équation  en  coordonnées  reetiiignes  x  et  y  est  algébrique  ou 
Iranseendanle.  On  appelle  ordre  d'une  courbe  algébrique  le  degré  en  ,'. 
et  j  de  son  équation  préalablement  rendue  rationnelle  et  entière  par 
rapport  à  ces  variables.  Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradic- 
toire, il  faut  montrer  que  le  degré  de  l'équation  est  indépendant  de  la 
position  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  C'est  ce  que 
nous  allons  établir. 

Considérons  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  axes  coordonnés  ox  et  oy.  Soient  H,  M',  H", ....  divers  points  de 
celtcdroile,l',  P'i'", . . . ,  les  extrémités  deIciirsabscisses,e[Q,  Q',0", .... 
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les  e.vtrémités  de  leurs  ordonnées  comptées  sur  oj.  Les  deux  divisions 
l'P'P", ....  OQ'U".  ■  ■  ■  !  sont  liomograpliiques  cl  semblables,  car  cliacuno 
d'elles  est  évidemment  semblable  (  1 102)  ù  la  division  JIM'M", ...  ;  il  y  a 
donc  entre  a:  =  uP  et  _?'  =  oQ  une  relation  homographique  privée  do 
termes  en  xj,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  droite  souillées  constamment  par  une  équation  du  premier  degré. 

L'équation  d'une  ligne  droite  étant  du  premier  degré,  quelle  que  soit 
la  situation  de  cette  droite  par  rapport  aux  axes  coordonnés,  il  faut 
nécessairement  que,  si  t.  tly  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rap~ 
port  à  certains  axes  yox,  et  £  et  j' les  coordonnées  du  m6me  point  par 
rapport  à  d'autres  ases  fox',  j?  et  j  soient  des  fonctions  du  premier 
degré  de  x'  et  j'.  Par  suite,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  xety  ùawa 
une  équation  algébrique  en  j:  et  /  n'altérera  pas  le  degré  de  cette  ciiua- 
lion.  -En  d'autres  termes,  l'ordre  de  la  courbe  représentée  par  i-i'tto 
équation  sera  le  même,  quels  que  soient  les  axes  auxquels  on  la  rap|ioi'ie. 

Une  courbe  algébrique  d'ordre  n  est  coupée  enn  points  {réels  ou  iiiin- 
ginaires)  par  uiie  droite  quelconque.  En  effet,  en  prenant  eotte  droite 
)iour  axe  des  s:,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  du  degré  /(  d'après 
ce  qui  précède  ;  et,  si  l'on  fait  j-  =  o,  Féquation  se  réduira  à  une  équation 
du  degré  n  en  x,  qui  donnera  les  abscisses  des  points  communs  à  la 
courbe  et  â  la  droite  ;  or,  on  sait  par  l'Algèbre  qu'une  équation  algébrique 
rationnelle  et  entière  du  degré  nan  racines  réelles  ou  imaginaire.  Ainsi, 
l'ordre  d'une  courbe  algébrique  exprime  le'nomhre  des  points  suivant 
lesquels  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  droite  quelconque. 

Les  coniques  sont  donc  descourbes  du  second  ordre  (iJ31)-  Inveise- 
ment,  toute  courbe  du  second  ordre  estime  conique;  car,  l'équation  géné- 
rale du  second  degré  à  deux  variables  x  t\y  ne  renfermant  que  cinq 
coefficients  arbitraires,  on  voit  que  cinq  points  déterminent  une  courbe 
du  second  ordre;  mais,  par  ces  cinq  points,  on  peut  faire  passer  une 
conique  et  une  seule  (  1 132);  et,  comme  cette  conique  est  du  second  ordre, 
elle  ne  diffère  pas  de  ia  courbe  proposée, 

H33.  Les  théorèmes  de  Pascal  (328)  et  do  Desargues  (1121),  les  pro- 
positions corrélatives  ainsi  que  leurs  corollaires  sont  applicables  aux 
coniques  ;  les  démonstrations  données  aux  n"  328, 329,  1 121 ,  H22,  sub- 
sistent sans  modification. 

Le  théorème  de  Desargues  a  été  généralisé  par  i\,\xv\a{Annales  de  Ger- 
ganne,  t.  XVII).  Considérons  une  suite  de  coniques  circonscrites  à  un  même 
quadrilatère  :  soient  da',  i  6',  cc\...  ,les  segments  que  ces  coniques  inter- 
ceptent sur  une  transversale  quelconque  L,  et  pp',  qq',  les  segments  de 
cette  même  droite  cempris  entre  les  deux  couples  deeâtés  opposés  du  qua- 
drilatère. Les  deux  couples  de  points(p,p'),(ç,7')déterminentsurladroile 
Ij  une  involution  à  laquelle  appartient,  en  vertu  du  théorème  de  Desarfruor^, 
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chsc\iuà6Siioap\es(a,e^),{b,l/'),{c,c'),. . .;  donccesdernioracouples 
de  points  Forment  une  iuvolution,  et  l'on  a  ce  tlioorème  ;  Les  coniques  gui 
passent  par  quatre  points ^es  déterminent  sur  une  transversale  quel- 
conque une  série  de  points  en  involation.  On  démontrerait  pareillement  io 
théorème  corrélatif;  Les  tangentes  menées  d'un  même  point  aux-  coniques 
tangentes  à  quatre  droites  fixes  forment  un  faisceau  en  involution. 

PÔLE    ET    POLAIRE    n.lSS   LES    CONIQUES. 

H36.  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  conique  on  mène  une 
fêcante  qui  rencontre  la  courue  en  deux  points  m  et  m'  (réels  ou  imagi- 
naires), et  si  l'on  détermine  le  conjugué  harmonique  0'  du  point  0  par 
rapport  au  segment  mm.',  le  lieu  du  point  0',  lorsque  la  sécante  tourne 
autour  du  point  0,  est  une  ligne  droite  {fig.  583). 

Fi;'.  riW.I. 
/ 


En  effei,  menons  deus  sécantes  lises  OW,  0  db,  et  désignons  par  a  et  i' 
ics  points  oùia  transversale  Om»»'  coupe  les  côtés  opposés  at  et  a' ^' du 
quadrilatère  inscrit  ab  b'a'.  D'après  le  théorème  de  Desargues  (1121),  îe 
point  Oest  un  point  double  del'involulion  déterminée  par  les  deux  couples 
(m,m'),  (a,  a');  or,  par  hypothèse,  0' est  le  conjugué  harmonique  de  0  par 
rapport  au  segment  mm';  c'est  donc  l'autre  point  double,  et,  par  suite,  il 
est  aussi  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  au  segment  aa'  ;  donc, 
quand  la  transversaleOmm'tourneanlourdeO,  le  point  O'décritia  polaire 
du  point  0  par  rapport  à  l'angle  liub'  formé  par  les  droites  fixes  o5  et  a'i'. 

Le  point OetladroitewO' sont dits/iô/eetjDo/iiiVeparrapportàla conique. 

En  observant  que  la  polairedeOpar  rapport  à  l'angleiut'renfermeCSST) 
le  point  d'intersection  des  droites  ab'  et  ba\  on  voit,  par  la  démonstration 
même  qui  précède,  que  :  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  co- 
nique on  mène  deux  sécantes  0 aa' ,  Obb',  et  si  l'on  prend  les  points  de 
et  V  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  extrémités  des 
et  bb\  le  lieu  des  points  u  et  p,  lorsqu'on  fait  varier  les  se- 
',  0  hb' .  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  conique. 
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Quand  ieadroiiesO.w',  (ibli,  se  confondent,  les  cordes  ni,  n't',  sont  les 
tangentes  en  a  et  rf  ;  donc,  si  pur  un  point  0  pris  ilnns  le  pUirt  d'une  co- 
nique  0/1  iiiè/ie  une  sc'ariile  Oriii  et  les  langenles  tiC,a'  t',  aux  points  a  el  tt' 
où  elle  rencontre  la  conique,  le  lieu  dupolnt  de  concours  l  de  ces  langenles, 
lorsque  la  Iransfersale  tourne  autour  de  0,  est  ta  polaire  de  ce  point  0, 

La  polaire  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  du  l'Ole;  car, 
au  point  de  conlact  A-  d'une  tangente  issue  du  pôle,  les  trois  points  m, 
m',  0',  sont  réunis.  Par  suite,  t/i  polaire  d'an  point  de  la  conique  est  la 
tangente  en  ce  point,  et,  inversement,  le  pâle  d'une  tangente  est  son  point 
de  contact. 

1 137.  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par  le  pôle 
de  cette  droite,  et,  inversement,  les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent 
par  un  point  sont  situés  sur  la  polaire  de  ce  point. 

Eû  effet,  soient  [Jig.  584)  "i  poiit  A  et  une  droite  L  qui  sont  pâle  el 


polaire  par  rapport  à  une  conique  C.  A'  étant  un  point  quelconque  de  f., 
la  droite  AA'  coupe  la  conique  en  deux  points  a  et  p  (réels  ou  imagi- 
naires), et  A  et  A'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  «§;  donc 
le  point  A  appartient  à  la  polaire  L'  de  A',  Ainsi  la  polaire  d'un  point 
quelconque  A'  de  L  passe  par  A,  et,  inversement,  le  pôle  A  d'une  droite 
quelconque  L  passant  par  A'  est  sur  la  polaire  L'  du  point  A'. 

Il  résulte  de  là  que  toute  droite  a  pour  pôle  l'intersection  des  polaires 
de  detix  de  se*  pokils,  et  que  tout  point  a  pour  polaire  la  droite  qui  joint 
les  pôles  de  deux  droites  issues  de  ce  point. 

•I13S,  Li  poljire  J'uii  point  0  coupe  la  conique  en  deux  points  réeU 
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oa  imaginaires,  qui  sont  les  points  de  contact  des  langonles  réelles  ou 
imaginaires  isisues  du  point  0. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  coupe  la  courbe  en  deux  points  réels, 
de  ce  point  O  on  peut  mener  à  ia  conique  deux  tangentes  réelles,  tt  le 
point  0  est  dil  extérieur  à  la  conique. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  rencontre  la  courbe  en  deux  points  ima- 
ginaires, les  deux  tangentes  is-ues  du  point  0  sont  imaginaires,  et  le 
point  0  est  dit  intérieur  à  la  couïbe. 

La  région  intérieure  et  la  région  exlârJeure  ont  pour  ligne  de  démar- 
cation la  conique  elle-même  qui  est  te  lieu  des  points  dont  les  polaires 
touchent  la  courbe,  c'eit-à-dire  ont  cliacune  avec  la  courbe  deux  points 
communs  réels  et  coïncidents. 

Considérons  une  conique  C  et  un  point  extérieur  T  {/ig.  584).  La  po- 
laire de  ce  point  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  a  et  p,  et  les 
droites  Tï,  Tp,  sont  les  tangentes  réelles  issues  du  point  T.  Nous  donne- 
rons à  l'angle  aip  formé  par  les  directions  T«et  Tp  le  nom  d'angle  des 
laiigenles,  et  nous  appellerons  l'angle  pTa!  formé  par  la  direction  T^  el 
{lar  la  direction  la.'  opposée  à  Ta  l'angle  siipplèmcninire  des  langcnles. 
Cola  posé,  prenons  les  points  a.  et  p  pour  centres  des  deux  faisceaux 
générateurs  de  la  conique,  et  considérons  une  droite  quelconque  TL  ou 
TL'  issue  du  point  T.  Les  dfitx  jaisccnux  traceront  sur  relie  ilraitr:  duiue 
divisions  homographii/iKs  en  invotulion;  car  le  point  T,  considéré  suc- 
ressivemenl  comme  apf>arlenant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  divisions,  a 
loujours  pour  homologue  le  même  point  A  (ou  A'),  où  la  polaire  ^,5  di!  T 
rencontre  la  transversale  TL'  (ou  TL).  Les  points  doubles,  réels  ou  ima- 
ginaires de  celte  involution,  seront  les  points  réels  ou  imaginaires  com- 
muns à  la  transversale  et  à  la  conique,  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  points 
sont  réels  tant  que  la  transversale  est,  comme  TL',  située  dans  l'angle  aT^ 
des  tangentes,  et  imaginaires  lorsque  la  tranversale  est,  comme  TL,  placée 
dans  l'angle  ^Ta' supplémentaire  des  tangentes.  En  effet,  dans  le  premier 
cas,  le  segment  TA  el  le  segment  nn'  formé  par  deux  points  homologues  de 
linvolution  correspondant  à  un  point  quelconque  m  de  Li  courbe  n'em- 
pièlent  pas  l'un  sur  l'autre  et,  par  suite,  les  points  doubles  de  l'involution 
sont  réels;  mais,  si  TL'  tourne  anlour  de  T  de  manière  à  venir  sur  TL  dans 
l'angle  supplémentaire,  les  points  n  et  n'  glissent  sur  les  droites  fixes  xa, 
pi,  secroisentenp,etsont  ensuite  de  pari  et  d'autre  du  point  T;  les  seg- 
ments nn'  et  TA'  empiétant  l'un  sur  l'autre,  l'involution  a  ses  points  dou- 
bles imaginaires.  Ainsi  la  courbe  est  située  tout  entière  dans  l'angle  aT|3 
de  tangentes  issiu-s  d'un  point  extérieur  ijuekvnt/iie  T  (  et  dans  son  op- 
posé i>ar  le  sommet). 

H30.  Les  propriétés  (332,  353)  des  quadrilatères   inscrits  et   cir- 
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conscrits,  ainsi  que  leurs  clémfn  n      s  i     iquent  aux  conique?. 

Il  en  est  (in  mémo  du  ihéorL'n  d  o  é  au  n  1119.  Dans  celte  pro- 
posilion  el  dans  les  tracés  [li'i  )  qu  en  dé  vent,  on  peut  substiluei' 
au  cercle  une  conique.  Il  en  rfsu  e  un  1  éo  ème  que  nous  n'avons  pas 
énonce  alors,  parce  qu'il  était  é  d  n  pour  c  c  rcle,  mais  qui  est  une 
propriété  importante  des  coniiiue     S        o  i  point  d'une  conique, 

comme  somiiiei,  on  fui  t  tourner  i     a  orde  variable  que  ses 

côtés  interceptent  dans  la  co/ii'/r     pt  point  Jïxc,  car  les  deux 

cdtés  de  l'iingle  droit  décriveni  un  f  c  au  n  o  util.  Il  est  évident  que 
le  point  fixe  est  situé  sur  la  norma  au  po  n  con  idéré,  puisque,  quand 
l'un  des  cûtéa  de  l'angle  droit  rî  nt  an  n  corde  interceptée  de- 
vient normale.  Cotte  proposiliot  connue  s  us  e  nom  de  Théorème  de 
Frégk-r,  fournil  donc  un  moyen  simple /wMir  con.i(/i(i>c  anci'c./irerre  la 

m  aie  /     ni   lo     e   l    ne  co    /  e 

Le  théorème  (1119)  étendu  aux  co  ]ues  do  ne  une  solulion  du 
piobleme  tint  I  se  e  lans  ne  co  i  e  /  l  n  e  lont  Iti  cote 
p    sent    e /e      en        j       de   po         tonnes  k   B  L  M.  Si  un  som- 

n  et  a  éta  t  connu  on  tracerd  t  imméd  atement  le  polvsone,  il  sufTirait 
de  mener  la  dro  te  An  de  jo  ndre  a  po  nt  B  le  second  po  ni  6  d  inter 
sGcl  on  de  An  et  de  la  c  n  q  e  de  jo  ndre  au  po  ni  (  le  second  point  <■ 
d  ntersect  o  de  la  d  o  te  B/  et  de  1  con  q  e  et  a  ns  de  suite;  la  der- 
n  ère  1  o  te  M  coupera  t  pour  la  second  fo  s  la  con  que  précisément 
au  po  nt  Cela  i  o  |  nona  arb  tra  ement  n  j  r  m  er  point  de  dé- 
part a  sur  h  co  [ue  jo  nona  le  au  po  ni  \  el  oi.éron  comme  ci- 
dess  s    no  s  obt  c  dro  s  une  1    ne  br  ée  n  cr  te  a  ^  "',«,,  mais 

q  ne  se  fernera  pas  Ctet  a  d  re  telle  q  e  la  de  n  e  e  dro  te  Mm,  ren- 
contrera pour  1  seconde  fo  Ja  con  que  en  po  ni  a,  différent 
de  n  Constru  os  Jeux  autre  Ignés  braées  BnaiOoUe  n^b....ix„ 
j6,  «J,  e  0  t  S  un  po  ni  fixe  pr  a  a  volonti.  sur  la  on  que.  D'après 
le  théorème  du  n"  1119,  le  faisceau  [S.a«|0,fl,)  est  homograpliique  du 
faisceau  (S.66,i',ij),  puisque  les  cordes  ab,a,l>„  fi^li^,  a^b^,  passent  par  le 
même  point  A;  de  même,  le  faisceau  {S.bÈ^b^b^)  est  lioinograpliique  du 
suivant  (S.rc,!-,^,),  et  ainsi  de  suite;  done  le  premier  el  le  dernior 
faisceau  {S.fi/i^a^n^),  {S.ax,a.,aj],  sont  homographiquos,  el  Sa  est  un 
rayon  double  de  ces  deux  faisceaux.  On  voit  par  là  qu'il  suffira  de  con- 
slruire  (1126)  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  homograpbiqQos 
déterminés  par  les  trois  couples  (Su,,  SaJ  (Sa,,  Si,)  {Sa^,Sx,);  chacun 
de  ces  rayons  doubles  coupera  la  conique  en  un  point  qui  pourra  être  pris 
pour  le  sommet  n;  il  y  a  donc  deux  solutions. 

Le  problème  corrélatif  ;  Circonscrire  à  une  conique  un  pnlygone  dont 
les  sommets  soient  situés  respectivement  sur  des  droites  données,  xe 
résoudrait  d'une  manière  analogue  en  s'appuyant  sur  le  théorème  cor- 
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relatif  do  la  prO|iosLtion  (1119). 

Quand  des  angles  circonscrits  à  une  conique  ont  leurs  sommets  en  ligne 
droite,  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une  tangente  quelconque  à  la 
courue  forment  une  imniluiion  ;  ce  théorème  et  sa  réciproque  se  démon- 
trent par  des  raisonnements  corrélatifs  de  ceux  faits  au  n"  1119;  le  lec- 
teur les  rétablira  sans  peine  el  pourra  en  déduire  des  tracés  graphique^ 
corrélatifs  de  ceux  exposés  aux  n"  1125  et  suivants, 

1140.  Deux  points  A  et  A'  [J/g.  584)  sont  dits  conjugués  par  rapporta 
une  conique  lorsque  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Ces  points  sont 
conjugués  karmoniqiu:s  par  rapport  aux  doux  poinis  (réels  ou  imagi- 
naires) a  et  p  suivant  lesquels  la  droite  AA'  qui  les  joint  rencontre  la 
conique.  Lorsque  les  points  a  et  p  sunt  réels,  l'un  des  points  A  et  A'  est 
intérieur  et  l'autre  extérieur  à  la  courbe. 

Plusieurs  couples  île  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment 
une  inmlution  dont  les  points  doubles  sont  les  points  où  la  droite  coupe 
a  (Hl-i).  Quand  ces  points  doubles  sont  imaginaires,  il  existe  de 

h  que  oté  de  la  droite  un  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
chaq         uple  de  points  conjugués. 

Deux  d  oites  L  et  L'  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 

req  e  e  pâle  de  l'une  est  situé  sur  l'autre.  Ces  deux  droites  sont  con~ 

gie  h  rmonii/ues  par  rapport  aux  deux  tangentes  réelles  ou  imagi- 
D  es  de  leur  point  d'intersection;  l'une  au  moins  des  droites  con- 

■e      ncontre  toujours  la  courbe. 

P  ts  rs  couples  de  droites  conjuguées  issues  d 'un  même  point  forment 
an  faisceau  en  invotation  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  issues  de  ce  point.  Donc  [1119), /^ar  «n  ^to 
ipiekonque  du  plan  d'une  conique  passe  toujours  un  couple  de  droites 
conjuguées  rectangulaires;  et  il  n'en  passe  en  général  qu'un  seul,  à  moins 
que  tous  les  couples  de  droiles  conjuguées  passant  par  ce  point  ne  soient 
rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  pour  certains  points  remarquables  dont  nous 
parlerons  plus  tard. 

Les  deux  propositions  qui  précèdent  fournissent  des  solutions  simples 
des  deux  problèmes  suivants  ; 


Trouver  les  points  d'intersection 
d'une  conique  et  d'une  droite  de 
son  plan. 

On  prend  deux  points  aelb  sur 
la  droite;  on  détermine  leurs  po- 
laires et  l'on  prend  les  points  n' 
et  b'  où  ces  polaires  coupent  la 
droite  ;  les  poinis  cherchés  sont  les 


Mener  les  tangentes  à  une  co- 
nique par  un  point  de  son  plan. 

On  mène  deux  droites  A  et  fi  par 
le  point  ;  on  ciierehe  leurs  pôles, 
puis,  en  lesjoignant  au  point  donné, 
on  obtient  deux  nouvelles  droites 
A'  et  B'.  Les  tangentes  cherchéeii 
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sont  les  rayons  doubles  (fccIs  nii 
imaginaires)  du  faisceau  involulif 
diStorminé  par  les  deux  couolc^ 
(A,  A'),  (B,  B'). 


poiftis  doubles  (réels  on  imagi- 
naires) do  l'involutioii  déterminée 
l>ar  les  deux  couples  {a,  a'), 
0',  0-). 

On  dit  qu'un  triangle  est  autopolaire  ou  conjugué  par  rapport  à  une 
conique  lorsque  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé. 

Il  est  évident  que,  dans  le  plan  d'une  conique,  il  existe  une  infinité  de 
triangles  autopolaires  :  i!  suffit  de  prendre  pour  les  doux  premiers  som- 
mets deux  points  conjugués  quelconques  <ï  et  i  par  rapporta  laconique 
et  pour  troisième  sommet  c  le  pôle  de  ab\  en  effet,  la  polaire  de  o 
devant  passer  par  b  qui  est  conjugué  de  a  et  aussi  par  c  qui  est  le 
pôle  de/ii  sera  la  droite  ic,  et  l'on  verrait  do  même  que  la  polaire  de  b 


Dojix  tout  triangle  mitnpolaire  abc,  deiu:  sommets  quelconques  sont 
coitjugué.f  aussi  bien  que  deux  ciHés  quelconques.  L'un  des  sommets  est 
intérieur  à  ta  conique,  et  les  deux  nutres  sont  extérieurs;  car,  des 
deux  points  conjugués  fl  et  i,rnn  au  moins,  «par  exemple,  est  extérieur; 
sa  polaire  bc  coupe  donc  la  courbe  et,  par  suite,  les  points  conjugués  b 
et  e  sont  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur. 

llll.  Les  polaires  0.\,  OB,  OC,  OD,  de  quatre  points  a,  b,  c,  d,  si- 
tués sur  une  même  droite  h,  forment  un  faisceau  dont  l;  rapport  anhar- 
monique  est  fgal  à  celui  des  quatre  points. 

En  effet,  soient  «',  h',  c'.  d'.  les  points  où  la  droilo  D  rencontre  le 
faisceau  (0,  ÂBCD).  Comme  le  centre  0  du  faisceau  est  le  pôle  de  la 
droite  L  (1137),  les  points  n  et  a',  b  et  //,  c  et  c',  d  et  d',  sont  conju- 
gués; ils  forment  donc  une  involution,  et,  par  suite,  le  rapport  anhar- 
monique  (abcd)  est  égal  au  rapport  anharmonique  (it'b'c'd!).  qui  n'est 
iiutru  que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  (0,  ABCB). 


■1112.  Les  doux  points  de  rencontre  a  et  p  d'une  conique  et  d'une 
droite  sont  réels  ou  imaginaires,  maïs  le  point  miheu  du  segment  «^  est 
toujours  réel;  c'est  le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  a?  du  point 
situé  à  l'infini  sur  la  droite  considérée(llli).  Ilrésulte  de  là  que^e  timt 
des  milieux  des  cordes  d'une  conique  parallèles  à  une  direction  donnée 
est  une  ligne  droite;  c'eiSl  la  polaire  du  point  à  l'inSrà  commun  à  toutes 
les  cordes.  Cette  droite,  qui  passe  évidemment  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée,  a  reçu  le  nom  do  diamètre. 

A  chaque  direction  des  cordes  répond  un  diamètre.  Tous  les  diamètres 
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passent  par  un  point  unique,  polo  de  la  (iroilo  do  i'iiifmi  (1137),  el  qu'on 
nomme  centre  de  la  conique. 

La  polaire  du  centre  étant  la  droite  de  l'infini,  les  tangentes  réeliesi 
ou  imaginaires  issues  du  centre  ont  leurs  points  de  contact  à  l'infini  ; 
on  iour  donne  le  nom  d'aiymploles. 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique.  Ut  droite  qui  jouit  le 
sommet  au  milieu  de  la  corde  de  contact  est  un  diamètre;  car  c'est  la 
polaire  du  point  à  l'infini  situé  sur  cette  corde. 

H43.  On  dit  que  deux  diamètres  sont  conjugués  lorsque  le  pôle  de 
l'un  est  situé  sur  l'autre.  Le  pôle  d'un  diamètre  étant  à  l'infini  sur  la 
direction  des  cordes  correspondantes,  on  voit  que,  si  deux  diamètres 
sont  conjugués,  chacun  d 'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  l'autre. 

La  polaire  L  d'un  point  p  est  prirallèle  au  diamètre  cnnjugué  06  de 


celui  qui  pas^e par  ce  point  p  {fig.  5a"i};  car  ce  diamètre  doi 
|iar  le  pôle  du  diamètre  On  et  ce  pôle  est  à  l'infini  sur  Oé. 

En  particulier,  si  le  diamètre  aOa!  rencontre  la  courbe,  les  te 
T  et  T'  aux  extrémités  de  ce  diamètre  sont  parallèles  à  soi 
guéO!: 


•tgentes 


llli.  Plusieurs  couples  de  diainèlres  conjugues  forment  tm  faisceau 
m  i«cr)fa«o«  (1140);  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe  forment  !e  couple 
le  rayons  homologues  rectangulaires. 

R.  et  BE  C.  —  Tr.  de  Géom.   (If  Partie),  .iô 
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Dans  l'elliiise  ifig.  58i),  le  sommet  du  faisceau,  c'esl-à-dire  le  cen- 
tre de  la  courbe  éiant  intérieur,  il  n'r  a  pas  de  rayons  doubles;  un 
couple  quelconque  de  diamètres  conjugues  est  alors  séparé  par  tout 
autre  couple.  D'ailleurs  tout  diamètre  coupe  la  courbe  en  deux 
points. 

Dans  J'Iiyperbole  (^g'.  58fi),  le  centre  étant  extérieur,  le  faisceau  a 
pour  rayons  doubles  les  tangentes  issues  de  ce  point,  c'est-à-dire  les 
deu\  asymptotes.  De  là  résultent  diverses  conséquences  : 

1°  Le  diamctre  conjugué  d'une  asymplolo  est  celle  asymptote  ellc- 

2"  Deux  diamètres  conjugués  quelconques  OL  et  OL'  divisent  harmo- 
niquenient  I  ingle  !(0    des  a-.jmptoles. 

3°  De  deuv  conplea  de  diamètres  conjugués  (O.r,  Or)  (01^,  OL'), 
l'un  est  toujours  compris  dans  l'autre. 

k"  De  deu\  diimetrea  conjugués  O.r  et  Or,  l'un  rencontre  la  courbe, 
i'autre  ne  li  leneoiitre  pT! 

5°  La  p  wuon  flB  d  une  langcittc  quelconque  comprise  entre  les 
fixymplotei  eit  divtsce  en  deitx  parties  égnle.r  par-  le  point  de 
conîmt  C  car  66  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  Oj  de  OC. 
c'est  d  dire  au  lavon  0)  du  faisceau  harmonique  (Oj-,  Oh,  Ojt,  Oc) 
ifs-  586). 

A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  au  centre,  la  portion  trtr'  de  la  tan- 
gente en  C  comprise  entre  les  asymptotes  est  égale  et  parallèle  à  M'  et 
la  figure  Qti'S'  est  un  parallélogramme.  Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit 
pour  l'ase  non  transverse  (1017),  on  donne  à  la  partie  DD'  du  diamètre 
non  Iransverse  0/,  qui  est  comprise  dans  le  parallélogramme  flos'O',  le 
lion  de  longueur  de  ce  diamètre;  maïs  ce  n'est  là  qu'une  dénomination 
introduite  pour  faciliter  le  langage,  et  il  faut  bien  se  garder  de  croire 
que  les  points  D  et  D',  quoique  portant  le  nom  ^extrémités  du  diamètre 
mil  iransnerse  Oj,  appartiennent  h.  la  courbe:  il  n'y  a  pas  de  points  de 
la  courbe  suryo/. 

I U''    La  polaire  d'un  point  quelconque  p  du  plan  d'une  eJbpse  ou 

d         h  p    h  n  d  passant  par  le  pôle  /'  en  un 

p  q  u    é  d       pa       pport  à  la  conique  (1U3).  Les 

p  q  f".  585  et  586)  forment  sur  ce 

d  p         central  est  le  centre  0  de  la 

p  é  d     0      t  à  l'infini  (1112).  Si  ce  dia- 

p  p    bole),  ses  extrémités  sont  les 

d  a,  en  appelant  a'  la  demi- 
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longueur  dp  en  diiimèlie, 

11)  0/).0/.'=^/5. 

Si  îe  diamètre  est  non  transverse  (hyperbole),  i!  n'y  a  pas  de  points 
doubles;  mais  alors  les  points  D  et  D',  que  nous  sommes  convenus 
d'appeler  les  extrémités  de  ce  diamètre,  sont  évidemment  conjugués, 
car  le  pô'e  de  D6  est  sur  la  polaire  de  0,  c'est-â-dire  sur  la  droite  CD' 
qui,  étant  parallèle  h  l'asymptote,  est  la  corde  de  coniact  des  tan- 
gentes 6«  et  6C;  on  a  dans  ce  cas 

/i'  étant  la  demi-longueur  OD  du  diamètr^j  non  transverse. 

1 1  i6.  On  nomme  cordes  supple'mentmres  deux  cordes  qui,  partant  d'un 
même  point  m  de  la  conique  {_fig.  667),  aboutissent  aus  extrémités  d'un 
même  diamètre  AA'.  Deux  cordes  supplémentah^s  km,  h.' m,  sont  paral- 
lèles à  un  système  de  diamètres  conjugués.  En  effet,  soient  OC  et  00  deux 
diamètres  respectivement  parallètep  i  k'm  et  à  km.  OC,  passant  par  le 
milieu  0  de  AA',  passe  par  le  milieu  h  de  A  m;  il  divise  donc  en  dcu\ 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  OD,  et  par  suite  OC  et  OD  sont 
conjugués.  Inversement,  deux  droites  Km  et  k'm  menées  par  les  ex- 
tre'inités  d'un  diamètre  kk',  parallèlement  à  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  OD  et  OC,  se  coupent  sur  la  conique.  Car  désignons 
par  \>.  le  point  où  la  corde  Am  parallèle  à  OD  coupe  la  conique,  et 
menons  jiA';  les  cordes  supplémentaires  Ap.,  A'|j.,  sont  parallèles  à 
dans  diamètres  conjugués,  et,  comme  A[x  est  parallèle  à  OD,  A'^i  doit 
être  parallèle  à  OC;  elle  no  diffère  donc  pas  de  kim  cl  les  poinU  m 
el  jj;  se  confondent. 

Cela  pose,  considérons  séparément  l'ellipse,  l'hyperbole  el  la  para- 
llèle. 

1147.  L'ellipse  n'ayant  aucun  point  à  l'infini,  la  droite  de  l'infini  est 
extérieure  à  la  courhe,  et  son  pôle  0,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipse, 
est  à  l'intérieur  de  la  courbe.  Tous  les  diamètres  rencontrant  la  courbe 
en  deux  pointsréeissontlimité3;et,  comme  les  tangentes  issues  du  centre 
sont  imaginaires,  le  faisceau  en  involution  formé  par  les  divers  couples 
de  diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons  doubles;  donc,  un  couple 
quelconque  (OA,  OB)  de  deux  diamètres  conjugués  est  séparé  par  tout 
autre  couple  <0C,  0D>;  en  d'autres  termes,  si  OC  est  silué  dans  l'angle 
nOA  {_flg.  587),  OD  est  extérieur  à  cet  angle. 

Le  diamèlre  AA'  étant  la  polaire  du  point  à  l'infini  sur  le  diamètre 
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conjugue  OB,  les  cordes  supplémentaires  km  el  A/j/  liaccnt  sur  OIS, 
quand  m  se  déplace  sur  la  courbe,  une  invoîution  doni  B  est  un  point 
double  (  ilH3).  Ou  a  donc,  en  appelant  «  et  «'  les  poinls  où  01!  ren- 
contre Â.III  et  Xm',  la  relation 

Prenons  pour  a\e  des  j7  le  demi-diamètre  OA,  dont  nous  dési(;nerons 
la  longueur  par  <■/,  et  pour  axe  des  j-  le  demi-diamètre  OB,  dont  nouï 
désignerons  la  longueur  par  //  :  r  et  x  étant  les  coordonnées  mp  et  Op 
d'uu  point  quelconque  m  de  la  conique,  on  a,  en  considérant  d'abord  te? 


anales  semblables  «OA  cl  m/iA,  puis  les  U'ianeles  i 
mpA\ 


en  niuUipIiaiit  membre  à  membre  et  en  ayant  tgard  à  la  relation  (i)  ( 
obtient  pour  l'équation  de  l'ellipse 


Si  l'on  désigne  par  .r',  j',  et  par  r",  j"  les  coordonnées  des  e\Lrc- 
11! tés  C  et  D  des  diamètres  OC  et  OD  parallèles  aus  cordes  A' m  et  A  m, 
m  a,  en  considérant  d'abord  les  triangles  semblables  OC  7  et  A'/<'0.  puis 
es  triangles  semblables  OD/',  AhO, 

y'       0//        j"  0./ 
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lullijilianl  membre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  la  relation  (i),  ou 


Lu  rappoi'l  —,  reçoit  le  nom  (le  coefficient  aiigidmre  du  diamèLre  OC,  do 
même"^  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  OD. 

Lorsqu'on  prend  pour  ases  de*  coordonnées  les  axes  mêmes  rie  la 
courbe,  on  a.  en  désignant  par  a  le  demi  grand  axe  dirigé  suivant  Ox et 
[lar  b  le  demi  petit  aso  dirigé  suivant  Oj', 


les  coordonnées  étant  alors  reclangulaires,  le  coefficient  angulaire  —,  est 
égal  à  tangCOA,  el'^  est  égal  à  tangDOA. 

11  est  facile  d'exprimer  les  coordonnées  x" ,  j  de  l'estrÉmité  D  d'un 
diamètre  OD  en  fonction  des  coordonnées  x',  /',  de  l'extrémité  C  de  son 
conjugué  OC.  En  effet,  le  point  C  étant  sur  la  courbe,  ses  coordonnées  x' 
etj'  satisfont  à  l'équation  (i);  on  peut  donc  poser 


Li  relation  (5)  devient  alors 

eosi'i"  — tp')  =  o,     d'oi 
et,  par  suite, 
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pour  avoir  les  coordoimées  de  l'autre  extrémiie  D'  du  iliamèlre  OD,  il 
suffirait  de  changer  les  signes. 
Les  relations  (6)  et  (8)  donnent 

jt"  -H  j-"'  =  ,i\    y  +j-"'  =  I?  ; 

donc  l«  somme  des  carrés  des  prajections  orlhogonales  des  deux  dem:^ 
diamètres  conjugués  OC  et  OD  sur  chaque  axe  est  cnnstanie. 
En  ajoutant  les  deux  égalités  précédentes,  on  a 

(j,"  +  j''"") +  (.-■""-+-.)■'"}  =  «' -t^i'    ou    ÔcVÔD  =  (/'-)-//: 
donc ,  ta  somme  des  carrés  de  ileiix  demi-diamètres  conjugués  est  co:t- 

Le  triangle  OCD  est  la  moitié  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  demi-diamolres  conjugués  OC  et  OD.  II  est  égal  au  trapèze  CDn/, 
diminué  de  la  somme  des  deux  iriangles  rectangles  OC'/,  OOj-  :  son  aire 
a  donc  pour  expression 


ou  -  ab,  eu  égard  aux  formules  (G)  et  (8).  Donc,  l'ai 
gramme  construit  sur  deux  ili mi-diamètres  conjugues  e 

Les  deux  derniers  théorèmes  sont  dus  à  Apollonius. 

\a  proposition  précédente  peut  s'écrire,  d'après  uni 
connue  de  l'aire  du  triangle, 

0C.ODsinC0D=o(''. 

L'angle  obtus  COD  de  deux  diamètres  conjugués  est  n: 
sinus  est  minimum,  c'est-à-dire  quand  le  produit  OC.OD  ou  son  carré  est 
maximum  ;  ce  qui  a  lieu  pour  OC  =  OD,  puisque  OC  -i-  OD  est  constant. 
Ainsi, /e.(  diamètres  conjugués  'jui  font  le  phix  grand  angle  sont  les  dia- 
mètres conjuguds  égaux.  Le  carre  do  iour  demi-iongucur  commune  esl 

'  («'-ht'),  et  l'on  a 

On  déduit  de  là  sinu'  =  —  =  cos»';  par  suite,  les  coordonnées  x'  et/' 

du  point  C  sont  alors  proportionnelles  à  a  et  6,  de  sorte  que  les  diamè- 
tres conjugués  égaux   sont  dirigés  suiçant  les  diagonales  du  rectangle 
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L'angle  COD  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  droit  lorsque  OC 
coïncide  avec  le  grand  axe,  puis  il  augmente  jusqu'à  ce  que  OC  soit  dirigé 
suivant  une  diagonale  du  rectangle  des  axes  ;  il  diminue  ensuite  et  rede- 
vient droit  lorsque  OC  reprend  îa  position  du  petit  axo. 

Quand  les  axes  n  et  £  de  l'ellipse  sont  égaux  entre  eux,  l'équation  (4) 
se  réduit  à  j^'  -t- j'  -^  «';  tous  les  points  de  la  courbe  sont  donc  à  une 
distance  du  centre  égale  an;  en  d'autres  termes,  l'etlipse  dégénère  en 
un  cercle. 

Pour  une  même  abscisse  O/i  [Jig.  588),  c'est-à-dire  pour  une  même 


valeur  de  l'angle  y',  l'ordonnée  wp  de  l'ellipse  est  b  sin  tp',  et  celle  np  du 

cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  eslusintp';  le  rapport  — 

est  donc  constant  et  égal  à  -- 

Remarquons  enQn  que  l'angle  auxiliaire  y,  dont  l'emploi  est  si  com- 
mode, est  précisément  l'angle  nOp. 

1 148.  L'hyperbole  ayant  deux  pointa  réels  sur  ia  droite  de  l'infini,  son 
centre  est  extérieur  à  la  courbe  (H33);  les  tangentes  Ok,  Oc,  issues  du 
c<mlre,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  donc  réelles;  ce  sont  les  rayons 
doubles  du  faisceau  en  involutjon  formé  par  les  deux  couples  de  diamè- 
tres conjugués.  Il  suit  de  là  que  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
divisent  hannoniijuement  l'angle  des  asymptotes  et  qu'aucun  couple  de 
diamètres  conjugués  n'est  se/jo/*' par  aucun  autre.  EnBn,  de  deux  dia- 
mètres conjugués,  l'un  rencontre  réellement  la  courbe  et  l'autre  ne  la 
rencontre  pas  (11 4i). 

Les  portions  AK,  AE'  {fîg.  589)  d'une  tangente  comprise  entre  l'Iijr- 
pe.rbole  et  ses  asymptotes  sont  égales;  car  les  asymptotes  Ok  et  Qv,  le 
diamètre  OA  jr  et  son  conjugué  Oj  forment  un  faisceau  harmonique,  et 
la  Ungcnto  EAE',  étant  parallèle  au  rayon  0/  de  ce  faisceau  (11  in),  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  les  autres  rayons.  11  suit  de  là  que,  si 
l'on  mène  AP  et  AP'  parallèles  aux  asymptotes,  P  est  le  milieu  de  OE  et 
P'  le  milieu  de  DE';  dùnc,  lorsqtCon  prend  les  «symptates  pour  aj:es  de 
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^-iangcnie  OE'  est  double  de  t'iibsc, 


c  OV  (lu  /xiinl 


coordonnées  , 
de  eonlact. 

Les  portions  gm  et  g' m'  d'une  séeante  gg',  compiises  entre  l'hyper- 
bole et  ses  asymptotes,  sont  égales.  En  effet,  soit  EAE'  la  tangente  paral- 
lèle è  gg',  et  OA  le  diamètre  qui  passe  au  point  de  contact  ;  ce  diamètre 
divise  la  corde  mm'  de  l'hyperbole  en  deux  parties  ini  et  im'  égales  enlre 
elles;  mais,  puisque  A  est  le  milieu  de  EE',  /  est  évidemment  le  milieu 
de  la  parallèle  g^;   donc  ig  =  ig',  et,  par  suite,  /i;—  '"(  ou  gni  est 

Une  langenie  quelconque  EAE',  lorsque  son  point  de  contact  A  se  dé- 
place sur  la  courbe,  trace  sur  les  asymptotes  (H30)  deux  divisions  lio- 


inographiques;  et,  comme  le  point  0  correspond  évidemment  à  l'infini 
dans  l'une  et  l'autre  division,  le  produit  OE.OE'  est  constant;  il  en  est 
donc  de  même  de  l'aire  du  triangle  OEE'  et,  par  suite,  de  l'aire  du  paral- 
lélogramme OPAP',  qui  est  la  moitié  de  ce  triangle.  On  voit  par  laque,  si 
l'on  désigne  par  x  etjles  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de  Fhy- 
perbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Oh  et  Oc,  on  a  pour  l'équation  de 
cette  courbe  xy  =  const, 

1149.  AOA'  étant  un  diamètre  transverse  quelconque  de  l'hyperbole, 
menons  les  tangentes  en  A  et  A'  qui  coupent  les  asymptotes,  la  première 
en  Eet  E',  l'autre  en  F  et  F'.  Les  triangles  OAE,  AO' F',  sont égaun,  puis- 
qu'ils ont  leurs  angles  respectivement  égaux  et  que  OA  =  OA';  donc 
AE  =  AT'  ;  par  suite,  les  droites  EE',  FF',  sont  égales,  et,  comme  elles 
sont  parallèles  (-1143),  la  figure  EFF'E'est  un  parallélogramme  dont  0 
est  le  centre.  Soient  B  et  B'  les  points  où  le  diamètre  yOy'  conjugué  de 
OA  rencontre  EF  elE'F';  B  est  le  milieu  de  EF,  B'  celui  de  E'F',  les 
droites  AB',  A'B,  sont  parallèles  à  l'asymptote  Oc,  et  les  droites  AB  et 
A'B'  à  l'asymptote  O". 

Cela  étant,  posons  OA  =  (j',  OB—  b',  et  prenons  les  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  OAj^,  OBj,  pour  a\es  des  coordonnées;  m  étant  un 
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point  quelconque  de  l'hyperbole,  les  deux  cordes  sopplémeniaires  Am, 
A'm,  déterminent  sur  le  diamètre/Oy  deux  points  net n' qui  engendrent 
une  involulion  (1117)  dont  B  et  B'  sont  évidemment  deux  points  hoaio- 
iogues.  On  a  donc 

On.O«'=OB.OB'  =  -6". 

Dès  lors,  tous  les  raisonnements  faits  et  les  résultats  obtenus  pour  l'el- 
lipse subsistent,  en  changeant  i''  en  —  b"  ou  b'  en  b' )/  —  i.  Ainsi  : 
1°  L'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  a  pour  équatio:i 


l'our  j;  =  o,  on  a  j=  r^i/yj—  i  ;  de  là  le  nom  de  lon^aciir  du  demi- 
diumètre  non  transverse  attribué  à  OB  =  b' . 

«  et  6  étant  ies  longueurs  des  deux  ânes,  on  a,  en  prenant  ces  droites 
[lour  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 


Les  triangles  semblables  giO,  EAO,  donnent 
gi      VA      h' 


Oj    "  UA 


S'  =ri!U 


on  a  d'ailleurs,  par  l'équation  de  l'hyperbole, 

donr,  en  retranchant, 

gi  -  m!  =  b" 


ainsi  le  produit  des  srgmmts  d'une  sécante,  compris  entre  un  point  de 
la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parai- 

2°  La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  demt-diaméti'es 
conjugués  eit 


suivant  qu'on  prend  pour  axes  do  coordonnées  les  dcmi-diamèlres  con- 
jugués a'  et  b'  ou  les  demi-axes  «  et  6  de  la  courbe. 
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3°  Les  coordonnées  du  l'extrémilé  d'un  demi-diaméire  s'e^pri[ncr 
fonction  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  demi-diami'Lre  conjugué 
Il's  formules 

„      ^,_ ^__  _,       ,  _  _  h/~~-'J  ., 

qui  sontdues  à  M.  Chasies  {/ipercn  historir/iie,  elc). 

4"  La  différence  des  rarrés  des  projections  de  deiij:  demi-Uin, 
conjugués  sur  un  axe  est  constante.  La  difféi-ence  des  carrés  de  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  constante,  ainsi  que  traire  du  pand- 
lètogramme  construit  sur  ces  diamètres. 

La  relation  a"^b"—  a'—b'  montre  que,  sioest  différent  de  b,  a' est 
différent  de  //'  ;  l'hyperbole  n'a  donc  pas  de  lUamétres  conjugués  égaux. 

Si  «  =  i,  on  a  II"  —  b',  c'esl-à-dire  que  tout  diamètre  est  alors  égal  it 
son  conjugué,  et  l'hyperbole  est  dile  équilatére.  Le  parallélogramme 
EE'F'F  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  dans 
et;  cas  un  losange,  et  les  asymptotes  qui  en  sont  les  diagonales  sont  alors 


Nous  avons  vu  (H48)que  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptoles  a 
pour  équation  ^j—  K'  ;  en  supposant  que  ddnsla_/%,  58i)  les  droites  OA 
et  OB  soient  les  axes  n  et  é  de  la  courbe,  le  parallélogramme  OA  E'  B'  sera 
un  rectangle,  et  les  coordonnées  OP'  et  P'A  du  sommet  A  par  rapport 
aux  asymptotes  seront  l'une  et  l'autre  égales  d  \d  muitié  de  la  diagonain 
)/  II'  -+-  li'  de  ce  rectangle  ;  on  a  donc 

pourune  hyperbole  quelconque,  et,  en  particulier  pour  l'hyperbole  équila- 
tére, K.'  =  -  a'.  On  donne  souvent  à  celte  constante K',  nue  nous  venons 
d'exprimer  en  fonction  des  axes,  le  nom  de  puissance  dePhyperbole. 
THÉORÈME. 
IISO.  Dans  l'elUpie  et  dans  l'hyperbole  : 

i°Deux  diamètres  conjugues  quelconques  interceptent  sur  une  tangente 
fixe  ST  deux  segments  CT  et  GS  dont  le  produit  est  constant, 

■2'  Une  tatigente  TMT'  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  et  paral- 
lèles deux  segments  CT,  C'V  dont  le  produit  est  constant  (fy.  5go). 
En  effet  : 

1"  Le  faisceau  involutif  formé  par  les  divers  couples  de  diamètres  con- 
jugués détermine,  sur  la  tangente  lise  SCT,  une  involution.  Le  point  de 
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coniaet  C  est  le  point  central  de  celte  iuvolution,  puisque  son  horau- 
iogue  est  à  l'iiiflni,  attendu  que,  lorsque  S  vieul  eu  C,  T  est  sur  le  dia- 
mètre OD  conjugué  de  OC,  c'est-à-dire  parallèle  à  CT.  Le  produit  Cï.CS 
est  donc  constant. 

2°  Lea  droites  OT  el  OT'  étant  respectivement  les  diamètres  des  cordes 
parallèles  à  MC  et  à  MC  sont  deux  diamètres  conjugués,  puisque  tes 
cordes  sont  supplémentaires;  d'ailleurs,  S  désignant  le  point  où  T'O 


prolongée  rencontre  la  tangenle  CT,  los  deus  segmcnls  CT'  et  CS,  sy- 
métriques par  rapport  au  centre,  sont  égaux  et  de  signe  cantruire; 
un  a  donc 

CT.C'Ï'^=    -CT.CS=  const. 

1131.  Le  faisceau  involutif  des  diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons 
doubles  dans  l'ellipse,  tandis  qu'il  a  pour  rayons  doubles  les  asymptotes 
dans  riiyperbole.  Donc  le  produit 

CÏ.CS 

(■.i(  négatif  dans  l'ellipse  et  positif  dans  l'hjperbnli:.  Quant  à  sa  valeur 
absolue  elle  est,  pour  l'une  et  l'autre  courbe,  égale  au  carré^du  demi- 
diamètre  OD  parallèle  à  la  tangente  SCT.  En  efTet,  supposons  ijue  CT 
soilégal  à  OD;  alors,  dans  l'ellipse  {fig.  iigoj,  DT  étant  parallèle  à  OC, 
C'V  et  son  égal  SC  sont  égaux  à  OD;  dans  l'hyperbole  (fg-  SKei, 
T  est  alors  en  0  sur  l'asymptote,  en  vertu  de  la  défmition  (1144)  de  la 
longueur  du  demi-diamètre  non  Iransverse  OD,  et  comme  c'est  le  point 
double  de  l'involulion,  S  est  aussi  en  fl  et  par  suite  CT  comme  CS  est 
égal  à  OD. 
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1152.  Voici  quolques  problèmes  usuels  i-elalifs  a  l'ellipse  et  ù  l'Ii;- 
perbole. 

["  Construire  une  hyperbole  connaissant  les  tisj  mploles  O.c  ei  Oj  et 
un  point  E  ijg.  591). 

Ed  menant  par  le  point  (Jotiné  E  une  droite  quelconque,  prenant  les 
points  d'intersection  H  et  H'  de  cette  droite  avec  les  asymplolos,  puis 
portant  H'K'  =  EH,  on  aura  un  nouveau  point  E'  de  la  courbe  (lliS). 
La  tangente  E'T  en  ce  point  s'obtiendra  en  menant  E'K  parallèle  à  Of, 
puis  en  prenant  KT  =  OK  (11(8).  On  obtiendra  ainsi  autant  de  points 
que  l'on  voudra  de  l'hyperbole  el  les  tangentes  en  ces  poinls. 


Les  axes  seront  dirigés  suivant  les  bissectrices  Oa  et  0  fi  des  angles  des 
asymptotes.  Le  point  E  et  par  suiie  la  courbe  étant  ici  situés  dans  l'angle 
j  O.r  des  asymptotes  el  dans  son  opposé  par  le  sommet,  ce  sera  sur  la 
bissectrice  O-n  de  l'angle  jOj^  que  sera  l'axe  transverse.  En  menant 
par  E  la  parallèle  à  Op  jusqu'à  ses  rencontres  It  et  S  avec  les  asym- 
ptotes, et  construisant  !a  moyenne  proportionnelle  Ee  entre  les  seg- 
ments RE,  ES,  on  aura  (1149)  la  demi-longueur  b  de  l'axe  non  trans- 
\ersc;  on  portera  celte  longueur  de  0  en  B,  sur  0^;  puis,  en  menant 
M  parallèle  à  Qx,  on  obtiendra  sur  Oale  point  A  qui  donnera  la  demi- 
longueur  OA  de  Taxe  tranaverso. 

On  pourrait,  si  l'on  voulait,  commencer  par  déterminer  a  en  menant 
par  E  une  parallèle  à  Oa. 

■t°  Construire  les  axes  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse  connaissant 
en  grandeur  cl  position  un  ^stéme  de  diamètres  conjugués. 

Pour  l'hyperbole,  il  faut  indiquer  en  outre  quel  est  celui  des  deux 
demi-diamètres  donnés  qui  est  transverse;  l'exlrémité  de  ce  demi-dia- 
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mèlre  est  alors  on  point  donné  de  la  courbe,  et,  comme  les  diago- 
jiales  du  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres  conjugués  donnés 
sont  les  asymptotes,  on  voit  qu'on  est  ramené  au  problème  procc- 
denl. 

Pour  l'ellipse,  on  déterminera  par  le  procédé  du  n°  11191e  couple  0*^, 
0/  de  rayons  homologues  rectangulaires  dans  le  faisceau  involulif  Tormé 
d  une  part  par  le  couple  donné  OC  et  OD  de  diamèlrcs  conjugués  et 
d  autre  paît  par  le  couple  dirigé  snivant  les  diagonales  OE  ei  01  du 
parallélogramme  construit  s«r  le  premier  couple.  Puis,  pour  avoir,  par 
exemple,  la  longueur  de  laxe  dirigé  suivant  Oj^,  on  observera  que  ta 
projection  P  de  E  sur  0-c  esl  le  pied  de  la  polaire  du  point  T  où  le 
côté  DE,  c'eat-a-dire  la  tangente  en  E,  coupe  0^,  en  sorte  que  la  lon- 
gueur cherchée  sera  la  moyenne  proportionnelle  entre  DP  et  OT. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  celte  construction;  nous 
avons  déjà  donné  (1071)  une  autre  solution  du  même  problème. 

3°  Trouver  le  diamètre  conjugué  d'un  d'uimètrc  donné  OM,  coiin(th~ 
saut  en  grandeur  et  en  position  un  premier  couple  de  diimiètres  coii- 
iiigués  AA',  BB'  {_fig.  ôg'î). 

La  solution  est  Irèa-simple  pour  l'hyperbole.  En  menant  les  diago- 


nales du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  diamètres  .4.1'  et  BB', 
on  3  les  asymptotes  OC  et  OD.  Or,  le  diamètre  cherché  ON  est  le  con- 
jugué harmonique  du  diamètre  donné  OM  par  rapport  à  l'angle  COD 
des  asymptotes  ;  ou  aura  donc  un  point  K  de  ce  diamètre  ON,  en  menant 
une  parallèle  à  OD,  et  en  portant  sur  cette  ligue,  à  partir  du  point  I  où 
elle  coupe  OC,  un  segment  IK  égal  et  opposé  au  segment  IG  intercepté 
dans  l'angle  COM. 

Pour  l'ellipse,  on  opère  do  même.  Seulement,  après  avoir  trouvé 
le  point  K,  on  mène  par  ce  point  une  parallèle  à  OA,  jusqu'à  sa  ren- 
contre H  avec  OB,  et  l'on  prolonge  KH  d'une  quantité    égale    HK'. 
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(IK'  sera  k:  diamolre  conjugua  de  OM.  En  efll't,  prenons  pour  axes 
coordonnés  les  droites  OA  et  OB,  el  soient  .r  et  j' lûs  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  OM,  .r,  et  ji  les  coordonnées  du  point  K,  j:'  etj  ' 
les  coordonnées  du  point  K'.  Puisque  OK  est  le  conjugué  do  OM  dans 
l'hyperbole  qui  a  pour  diamètres  conjugués 


OA  r-,  ^,' 

OU  --  1/ 

.■lation 

lll-'i 

nise  (ios  égalités  éviclenies 


OK'  et  OM  sont  donc  conjugués  par  rapport  A  l'ollipse  ayan)  OA  el  OB 
pour  diamètres  conjugués. 

PROBLÈME. 

H'>3.  Consiriùre  dain  l'ellipse  on  dans  t'Iijperbu'e  tut  cuiiplc  de  dia- 
mètres conjugués  faimiit  entre  eti.j:  un  nngle  donné. 

A  laide  d'un  cercle  C  passant  par  le  centre  0  et  conformément  aux 
prescriplionsdun°H19,  on  construira  le  point  to  relatif  au  faisceau  învù- 
lutif  formé  par  les  divers  couples  de  diamètres  conjugués;  il  suffira  pour 
cela  de  connaître  deux  premiers  couples,  par  exemple  les  deux  asym- 
ptotes dans  l'hyperbole,  et  dans  l'ellipse  les  axes  elles  diagonales  de  leur 
rectangle.  Il  restera  à  mener  par  lo  une  sécante  détachant  dans  le  cer- 
cle «no  corde  pq  qui  soit  vue  du  point  o>  sous  l'angle  donné  6  ;  0/)  el 
{Sq  formeront  alors  le  couple  cherché.  Or  le  tracé  de  la  sécante  en 
question  revient  à  inscrire  dans  C  un  triangle  ayant  l'un  de  ses  angles 
égal  à  9,  puis  à  mener  par  le  point  tu  une  tangente  à  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  C  et  tangent  au  côté  du  triangle  qui  est  opposé  à 
l'angle  6.   ■ 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  les  constructions  el  de 
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faire  !a  discussion  qui  est  fdvile  el  intéressante  et  qui  nioiitre  luio  fois 
do  plus  l'utilité  de  l'involulion. 

H54.  La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  son  centre,  qui 
est  le  pôle  ou  le  point  dt'  contact  de  cette  tangente,  disparait  à  l'infini. 
Donc,  tous  les  dianiètrex  ar,  nu,  AX,  ...,  sont  parallèles,  el  cette  courbe 
n'a  iju'un  axe  AX  à  distance  finie.  Le  point  A,  où  eut  axe  rencontre  la 
courbe,  est  le  sommet  {fig.  593  j  de  la  parabole. 

Fis-  5o3. 


Une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  d'une  conique 
deux  divisions  homographiquos  (1130);  dans  la  parabole,  ces  deux  divi- 
sions homographiques  sont  semblables  (1102),  puisque,  la  droite  de  l'infini 
étant  une  des  positions  de  la  tangente  mobile,  les  pointa  à  l'infini  dans 
les  deux  divisions  sont  bomologues.  Donc,  toutes  les  tangentes  à  la  parn- 


n  parties  proportionnelles \  et  récipro- 
/  divisées  en  parties  proportionnelles, 
t  les  points  homologues  est  une  pnra- 
s.  Cette  propriété  est  très-utile  dans 


fe  dipisenl  deux  ti^ngentes  fixe 
quement,  si  deux  droites  fixes  son 
l'enveloppe  des  droites  qui  joignen 
baie  tangente  aux  deux  droites  fixe 
les  applications. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  quelconque  ax  et  la 
tangente  07  à  son  extrémité  n  ;  met  n  étant  deux  points  quelconques  de 
la  parabole,  menons  les  ordonnées  mr  et  nq,  la  droite  an  et  le  diamètre 
im  qui  coupent  respectivement  mr  en  c  et  en  c'.  On  a  (Hi7) 
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En  d'aulres  termes,  l'expression  '—  est  constante  ;  en  la  désignant  par  2p, 
l'équation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  de  coordonnées  n-r  et  «j  est 

La  valeur  de  p  varie  avec  la  position  du  point  a  de  la  courbe,  que  l'on 
prend  pour  origine.  Au  sommet  A,  les  axes  deviennent  rectangulaires,  et 
la  valeur  correspondante  de  la  constante  p  est  ce  qu'on  appelle  le  para- 
mèire  de  la  parabole. 

Soit  nt  la  tangente  en  n  qui  coupe  ax  en  (;  rrtj  est  la  polaire  du 
point  (  (H3S);par  suite,  les  quatre  points/,  «,7,03  ,  forment  un  système 
harmonique;  on  a  doncoi=  —  «î,  d'où  ii/  =  itii.  Ainsi,  ihti.<  la  pain- 
bolr,  lu  sous-tangente  [c'est-à-dire  la  portion  tq  du  diamètre  ax  comprise 
entre  les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  tangente)  est  doublede  l'abscisse 
du  point  de  contact. 


1195.  On  jyommç  foyer  tout  point  du  plan  d'une  conique  autour  duquel 
chaque  droite  est  perpendiculaire  à  sa  conjuguée. 

Un  Toyer  ne  peut  se  trouver  que  sur  un  ase;  car,  pour  tout  autre  point 
du  plan,  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point  et  la  parallèle  au  conju- 
gué de  ce  diamètre  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  non  rectan- 
gulaires. 

Pour  prouver  qu'un  point  F  d'un  axe  est  un  foyer,  il  suffît  de  démon- 
Irer  qu'on  peut  mener  par  ce  point  F  un  couple  de  deux  droih'S  conju- 
guées rectangulaires  et  non  parallèles  aux  axes  ;  car  l'axe  proposé  et  la 
parallèle  à  l'autre  axe  menée  par  le  point  F  formeront  un  second  couple 
de  droites  conjuguées  rectangulaires,  et  l'on  sait  (1119)  qu'autour  d'un 
point  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires  dès  que 
deux  couples  le  sont. 

Cela  posé,  considérons  Vellipse.  —  Soient 0,  le  centre;  0«  et  Oc,  les 
directions  des  deus  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs  par 
aet§;01  et  Op,  les  directions  des  diagonales  du  reclangle  construit  sur 
les  axes;  F,  un  point  quelconque  de  l'axe  Ou,  et  GDP,  )a  polaire  du 
point  F  par  rapport  à  l'ellipse  [fig.  594)-  Menons  YQ  parallèle  à  01.  Le 
pôle  de  FQ  sera  sur  la  polaire  GD  de  F  ol  sur  la  polaire  du  point  à  i'in- 
Bni  de  FQ  ou  de  OX,  c'est-à-dire  sur  le  diamètre  Op  conjugué  de  01: 
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a  donc  le  point  P  commun  à  GD  et  à  Ofj,  do  sorle  que  FI'  sera 
Fi;;,  bvj,. 


/■''/' 

■^ 

0      1i 

la  conjugut'e  rJe  FQ.  Donc,  pour  qire  F  soit  un  fover,  il  faut  et  il  sulîit  que 
l'angle  QFP  soitdroit,  c'esl-à-direqu'onait 


FD  =PD.DQ^[)G.DO- 


DO_DG_p         ,  ,     DG.DQ      (i' 
FÛ    'OU      -/  FD.Od""  «'■ 


(>) 


OF  _ 
UD 


v/^^-T- 


D  ailleurs,  puisque  G?  esl  la  polaire  de  V,  on  a 

(2)  0F.OD^a^ 

liîi  multipliant  (1)  et  (?],on  obliont 

Oy  =  a'-f.',     d'où    Of---±: 

Il  y  a  donc  sur  0«  deux  foyers  qui  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant 
quea  est  supérieur  ou  inférieur  â  p.  Ainsi,  l'ellipse  a  deux  foyers  réels  sur 
le  grand  aie  et  deux  foyers  imaginaires  sur  le  pelit  axe;  et,  si  l'on  dé- 
signe par  a,  b,  c,  le  demi-grand  axe,  le  demi-pelit  axe  et  la  demi-distance 
focale  OF,  on  a 

Considérons  maintenant  Vhyperbule.  —  Soient  0  le  centre;  Ou  et  Ou 

)î.  et  LE  L.  —  Tr.  de  Geom.  (il-  Parlie).  27 
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les  direclioliË  des  deux  ases  doni  nous  désignerons  ies  demi-longueurs 
(1149)  par  2  el  p  ;  Oi  une  asymplole;  F  un  [joint  quelconque  de  l'ase 
Ou,  et  GD  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à  1  hyperbole  [fig.  5g5).  Me- 
nons FO  pjrallèle  à  0"a;  le  pôle  de  FQ  sera  sur  la  polaire  GD  de  F  et 


fur  lapolairedu  point  à  l'infini  de  FQ  ou  de  Ol,  c'est-à-dire  sur  OJ  puis- 
qu'une asymptote  est  sa  propre  conjuguée;  ce  sera  donc  le  point  G  com- 
mun à  Oi  et  à  GD,  de  sorte  que  FG  sera  la  conjuguée  de  FQ.  Dune, 
pour  que  le  point  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  i!  suffit  que  l'angle  GFQ  soit 
droit,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

Dt''=---DG.QD, 


Mais  ou  a 


QD  _  DG  ^  ^ 


d'où 

[I) 


D'ailleurs,  puisque  GD  est  la  polaire  de  F,  c 


le  signe  convenable  étant  -i-  si  Ou  est  l'axe  transverso,  et 
l'axe  non  Iransverse.  En  multipliant  (1)  et  (1),  on  obtient 

ÔF'=±(ï'+f')     d'où    0F=. 
Ainsi,  l'hyperbole  a  deux  foyers  réels  s 


r  l'axe  transverse  et  deux 
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foyers  imaginaires  sur  l'axe  non  transversc.  En  désignant  ri 
par  cr,  //,  <■,  le  demi-axe  Iransverse,  le  tiemi-ase  non  Iransvei 
distance  focale  01',  on  a 


Utië.  Dans  le  plan  d'une  conique  à  cenire,  considérons  deux  droili-s 
conjuguées  reclanguiaires  quelconques  i.rel  Al  {fig.  5i,Gl, 


Soient  n  e(  «'  les  points  oîi  ces  deux  droites  rencontrent  le  dia- 
mètre OC  relatif  aux  cordes  parallèles  à  kt,  m  et  i»'  les  points  où  elles 
coupent  l'un  des  axes  de  la  conique,  et  enfin  F  et  F'  les  foyers  situés  sur 
cet  axe.  En  menant  par  F  des  parallèles  à  l.s  et  à  kt  jusqu'à  leurs  ren- 
contres p  et  p'  avec  le  diamètre  OC,  on  a 


0»; 


OF       Om 


OF 


doîi,  en  multipliant, 


0«.0«' 


Or  les  dénominateurs  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  OC ,  puistjue  n  et  n' 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  aussi  bien  que  />  et  /)'.  Les  nu- 
mérateurs doivent  donc  être  égaux,  et  l'on  a 


(1) 


0«.Ow'=c 


Donc  le  segment  compris  entre  les  deiix  foyers  situés  sur  un  même  eixe 
est  divisé  liarmoniquemciit  pur  tout  couple  <le  droiles  conjuguées  rectan- 
gulaires, ou,  en  d'autres  termes,  tes  divers  couples  de  droites  conjuguées 
rectangulaires  déterminent  sur  chacun  des  axes  de  ta  conique  une  invo- 
liition  d'iiit  le  point  central  est  le  cenire  de  la  conique,  et  dont  les  points 
doubles   sont   les  foyers  réels   ou  imaginaires  appartenant  à  cet  axe. 
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1157.  Quand  nou*  parlerons  désormais  des  deus  foyers  d'une  conique, 
il  s'agira,  à  moins  d'avertissement  contraire,  des  deux  foyers  rt^els. 

Les  (/eux  droites  conjuguées  recla/igulaires  //ni  passent  par  un  point 
quelconque  du  plan  d 'une  conique  sont  les  bissectrices  des  angles  fnrniés 
par  les  droites  qui  unissent  ce  point  aux  deux  foyers.  Car  ces  quatre 
droiles,  divisant  harmoniquement  l'axe foca),  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, et,  comme  les  deux  premières  sont  rectangulaires,  elles  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  autres. 

En  particulier,  si  le  point  considéré  appartient  à  la  conique,  les  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  ce  point  sont  la  tan- 
gente et  la  normale.  Donc,  dans  toute  conique  à  centre,  lu  tangente  et  lu 
normale  sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  deux  rayons  vec- 
teurs menés  de  ce  poûii  aux  deux  foyers. 

Dans  l'ellipse  comme  dans  l'hyperbole,  les  deux  foyers  réels  sont  à  l'in- 
térieur de  la  courbe;  cela  résultedesformulesdun'USS,  Quant  au  centre, 
on  sait  qu'il  est  intérieur  pour  l'ellipse  et  extérieur  pour  l'hyperbole.  — 
Il  suit  de  là  que,  si  M  est  un  point  de  la  conique,  et  si  F  et  F  sont  res 
foyers,  le  triangle  MFF' est  intérieur  à  l'ellipse,  (andis  que  pourl'liyper- 
holeil  est  en  partie  intérieur  et  en  partie  extérieur.  Donc,  si,  parlant  du 
point  M,  on  veut,  en  se  déplaçant  un  peu  sur  les  droites  MF  et  MF,  rester 
à  l'intérieur  de  la  courbe,  il  faudra  se  déplacer,  pour  l'ellipse,  dans  le 
si'usdeMFet  de  MF',  et,  pour  l'hyperbole,  dans  le  sens  de  funo  de  ces 
droites  et  dans  le  sens  opposéà  l'autre. 

Comme,  dans  tous  les  cas,  la  tangente  en  SI  est  extérieure  à  la  courbe, 
on  voit  que  dans  l'ellipee  la  tangente  est  en  dehors  de  l'angle  FMF'  des 
deux  rayons  vecteurs,  tandis  que  dans  l'hyperbole  la  tangente  est  exté- 
rieure à  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  par  le  prolongement 
de  l'autre  ;  en  d'autres  termes,  la  bissectrice  de  l'angle  FMF'  est  dans 
l'ellipse  la  normale  en  M,  et  dans  l'hyperbole  la  tangente  au  même  point. 

1138.  La  polaire  d'un  foyer  prend  le  nom  de  directrice. 

L'ellL[)se  et  l'hyperbole  ont  donc  chacune  deux  directrices  DHD,, 
D'H'D'|(/'^,  597l,qui  sont  perpendiculaires  à  l'axe  A'OA  qui  contient  les 
foyers  réels;  elles  sont  situées  de  part  et  d'autre  et  à  égale  dislance  du 
centre,  extérieurement  à  la  courbe,  puisque  les  foyers  réels  qui  en  sont 
les  pôles  sont  intérieurs  (1138).  Les  points  A',  F,  A,  11,  formant  un  sys- 
tème harmonique,  on  a 

ÔÂ'  -  OF.OII, 
d'où  l'on  déduit 
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ni'  la  déiinition  même  du  foyer  et  de  la  directrice,  i!  résulte  que  la 
palinrc  TT'  <Vuit  point  quelconque  I  de  la  directrice  DD,  paKe  par   le 
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foyer  F  et  Cil  perpendiculaire  .mr  ta  droite  qui  joint  le  point  I  iiu  Ji/J  ci; 
Par  suite ,  si  l'on  prolonge  une  corde  quelconque  MN  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  directrice,  la  droite  IF 
(■(  Ui  polaire  FT  du  point  I  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
rayons  vecteurs  V^  et  FN;  car,  d'après  la  définition  même  delà  polaire, 
le  faisceau  {FI,  FN,  FT,  FM|  est  harmonique,  et  nous  venons  de  voir 
que  les  deux  rayons  FT  et  FI  sont  reci angulaires. 

Dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  le  rapport  des  distances  MF  et  MP 
iPiui  /mini  quelconque  M  de  la  courbe  au  foyer  V  et  à  la  directrice  cor- 
respondante DD,  est  constant.  Car,  si  N  est  un  autre  point  quelconque  de 
la  courbe,  et  I  le  point  où  la  corde  MN  rencontre  la  directrice,  la  droite  FI 
est  bissectrice  de  l'angle  NFG;  on  a  donc 


MF__M1 
NF~"  Ni 


MP 


Pour 


.MF    , 


r  trouver  la  valeur  constante  du  rapport  rrp'  il  suffît  de  considérer 
le  point  B;  sa  distance  au  foyer  est  égale  à  o,  et  sa  dislance  à  la  direc- 
Irice  est  OH  —  —  :  le  quotient  est  -  ;  on  le  désigne  habifuellement  par  e, 
et  on  lui  donne  le  nom  A' excentricité;  il  est  moindre  c/ue  un  pour  l'ellipse 
et  plus  grand  que  un  pour  l'hyperbole. 

■1159.  Dans  l'ellipse  ta  somme,  et  dans  l'hyperbole  la  différence  des 
rayons  vecteurs  MF  <?(  MF,  qid  joignent  un  point  quelconque  H  de  la 
cntirbe  aux  deux  foyers,  est  constante. 

Car,  des  relations 


MF'_ 
MP'" 
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déduit 

MF 
Jîï'" 

-h  MF' 

-:,  « 

MF 

-MF' 
-  MP'  " 

'  u' 

à^m  l'ellipse. 

,MP 

-1-  MP'  : 

----  Hir  =  a 

-; 

donc,  en 

vertu  do  la  premiéru 

égalités  (0, 

MF  ^  MF' 

=  ., 

is  riiyperbolo 

,  MP 

-HP' 

=  Hll'--= 

./Jl. 

donc,  e 

n  verlu  de  la 

seconde 

égalités  (,), 

On  retombe  ainsi  sur  les  définitions  élémentaires  de  ces  courbes,  et 
l'on  peut  dès  lors  regarder  comme  acquises  les  propriété.^  et  les  con- 
structions établies  aux  §§  I,  II,  IV  du  Livre  Vllt. 

U('û-  Considérons  maintenant  la  parabole. 

Le  centre,  qui  est  le  point  central  de  l'involution  tracée  sur  l'axe  AX 
l_fig.  5g3]  parles  pieds  des  divers  couples  de  droites  conjuguées  reciangn- 
laires,  étant  à  l'inRni,  l'involution  a  l'un  de  ces  points  doubles  à  l'infini,  et 
l'autre  point  double  est  le  yo/eruniquede  la  parabole.  1/  (lime  en  deux 
parties  égales  {1114)  le  segment  intercepté  sur  le  grand  axe  par  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  quelconques,  et  en  parliculier/)or  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  /juekonqiie  ilii  ta  parabole;  d'où  l'on 
conclut  (339)  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  jmint  quelconque  de 
la  parabole  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  la  parallèle  n  l'axe 
menée  par  ce  point  et  le  rayon  vecteur  mené  de  ce  point  au  foyer. 

La  directrice  ou  polaire  du  foyer  est  perpendiculaire  à  l'axe,  et  exti^- 
rieure  à  la  courbe,  puisque  son  pôle  est  intérieur  comme  doit  l'êlre  tout 
foyer  réel  {H^)S).  Le  foyer  et  la  directrice  sont  d'ailleurs  à  égale  distance 
du  sommet  (1158). 

On  voit,  comme  au  numéro  précédent,  que  :  i°  la  polaire  d'un  point 
quelconque  de  la  directrice  est  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  ce 
point  au  foyer;  a"  la  droite  qui  joint  le  foyer  h  l'intersection  de  la  direc- 
trice et  d'une  conle  quelconque  de  la  parabole  est  la  bissectrice  du  sup- 
plément de  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points  ou  la  corde 
coupe  la  parabole. 

On  en  déduit  que  le  rapport  des  dislances  d'an  point  quelconque  de  la 
parabole  au  foyer  cl  à  la  directrice  est  constant  ;  ciimme  le  sommet  est 
équidistanl  du  foyer  et  de  la  directrice,  la  constante  est  égale  à  un  ;  donc 
tout  point  de  la  parabole  est  éqtiidislant  du  foyer  et  de  la  directrice.  On 
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retombe  ainsi  sur  la  définition  de  la  parabole  donnée  au  n°  1027,  el  nous 
pouvons  alors  regarder  comme  acquises  toutes  les  propriétés  et  toutes  les 
constructions  données  dans  les  g§  III  el  V.  En  particulier,  le  paramètre  p 
représente  la  distance  du  Foyer  à  la  directrice;  il  est  aussi  égal  àlawwj- 
normale  comptée  sur  l'axe,  c'est-à-dire  à  la  partie  de  l'axe  comprise  entre 
les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  normale,  [Il  importe  de  remarquer  qur, 
lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  el  à  la  lan- 
genie  correspondante,  la  sous- tangente  est  toujours  double  de  l'abscisse, 
mais  la  sous-normale  n'est  plus  conslante  et  égale  au  paramètre;  celle 
dernière  propriété  n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  la  parabole  est  rap- 
[wrlée  à  son  ase  et  à  la  langonte  au  sommet.  ) 

1161 .  Lorsque  plusieurs  coniques  ont  les  deux  mêmes  foyers,  on  dit 
qu'elles  sont  cnnfoealex. 

^  Deux  coniques  confocales  ont  le  même  centre,  et  leurs  axes  sont  di- 
rigés suivant  les  mêmes  droites;  elles  ont  aussi  les  mêmes  systèmes  de 
droites  conjuguées  rectangulaires  (U.'^S). 

Deux  ellipses,  deux  hyperboles,  une  ellipse  el  une  hyperbole  peuvent 
être  confocales  ;  mais  une  parabole  ne  peut  être  confocale  que  d'une  pa- 
rabole. 

Si  par  un  point  on  mène  ueiix  tnnge,i«:>  a  «w  conique  el  deux  twi- 
génies  à  une  conique  confocale,  les  angles  îles  deux  premières  tangentes 
et  les  angles  des  deux  autres  ont  les  deux  mêmes  bissectrices. 

Par  un  />oinl  P  du  plan  d'une  ennique,  on  peut  mener  deuj:  coniques 
confocales  enec  la  première;  ce  sont  une  ellipfc  el  une  hyperbole  si  lii 
conique  primitive  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  ce  sont  deux  para- 
boles de  sens  opposés  si  la  première  conique  est  une  parabole.  -  Ces 
deux  coniques  se  coupent  orthogonateinent,  car  leurs  tangentes  au  point  P 
sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  droites  menées  de  ce 
point  P  aux  denx  foyers  de  la  conique  primitive. 

1162.  Les  foyers  jouissent  de  propriétés  caractéristiques  autres  que 
celle  qui  nous  a  servi  à  les  définir,  et  qui  méritent  d'être  rapportées,  non- 
seulement  parce  qu'elles  sont  très-utiles  dans  les  recherches  géomé- 
triques, mais  encore  parce  qu'elles  permettent  de  généraliser  l'idée  de 
foyer  et  d'étendre  celte  conception  aux  courbes  d'ordre  quelconque. 

1°  Considérons  une  conique  quelconque  C,  intersection  d'un  cône  de 
révolution  par  un  plan  P  et  une  sphère  inscrite  dans  ce  cône.  Soient 
0  le  plan  du  cercle  do  contact  de  la  sphère  et  du  cône,  ■/  le  cercle  inter- 
section de  la  sphère  et  du  plan  P,  et  D  la  droite  commune  aux  plans 
Pet  0-— D'abord,  il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle  7  passe  par  les  points 
letl  (réels  ou  imaginaires)  où  la  droite  D  rencontre  la  conique  G;  en 
effet,  les  points  I  et  1'  appartiennent  d'une  part  au  plan  P,  et,  d'autre 
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part,  à  la  sphère,  puisque,  faisaril  partie  à  la  fois  du  tone  et  du  plan  Q. 
ils  sont  sur  le  cercle  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère.  —  Eu  second 
lieu,  la  conique  C  et  le  cercle  7  se  touchent  en  I  el  en  T;  eneflei,  la  lan- 
geiile  en  I  à  la  conique  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan  tangent  au 
cône  ;  la  tangente  au  cercle  7  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan  lan- 
gent en  là  la  sphère;  or,  le  point!  étant  sur  le  cercle  de  contact  du  cône 
et  de  la  sphère,  les  deux  plans  tangents  en  question  coïnciflonl. 

En  résumé,  le  cercle  7  a  un  double  contact  (réel  ou  iniaginairej  avec 
la  conique  C,  et  la  droite  des  contacts  est  la  droite  D.  —  Faisons  mainte- 
nant varier  la  sphère  inscrite  jusqu'à  ce  qu'elle  touche  le  plan  P;  le 
rayon  du  cercle  deviendra  nui,  ce  cercle  se  réduira  à  un  point  qui  est 
(I08B)  un  foyer,  et  la  droite  D  deviendra  la  directrice  relative  â  ce 
foyer.  On  est  ainsi  conduit  à  regarder  le  Jo^er  d'une  conU/uc  comme  nu 
cercle  de  rayon  nul  doiililcment  tangent  à  la  roniqiie  ;  la  conte  îles  con- 
tacts est  la  directrice  relative  ii  ce  joyer. 

2°  On  sait  (  I  lil  )  que  «i  l'on  a  dan^  un  même  plan  dps  angle*  d'une 
même  grandeur  et  placésid  unemanieiequelconque.pourMiquiUsoieni 
formés  dans  It  même  -ens  de  roi  mon  leurs  côté-  tracent  sur  la  droite 
à  l'infini  deux  dni=ïions  liomographiques  dont  le  points  doubles  sont, 
quelle  que  soit  la  grandeur  commune  de  ce=  an-'lis  les  points  cjciiques 
du  plan.  Si  les  angles  sont  droit»  les  deu\  d\i-Lon-  homogra^ hique= 
forment  une  involulion  donc  ks  points  cj cli  jiie  d'nn  plan  dimeni 
harmnmquement  le  segment  intercepte  iir  la  Iroile  a  l'infini  pai  nu 
angle  ilroil  situe  d'une  manière  qaelcon/jiie  dans  ce  plan 

Cela  posé,  considérons  plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  ibsuls 
d'un  même  point  du  plan  d'une  conique  ;  ces  divers  couples  forment  (H38) 
un  faisceau  involutif  dont  les  rayons  doubles  sont  les  langenles  réelles  ou 
imaginaires  menées  h  la  conique  par  le  point  considéré.  Si  ce  point  est 
un  foyer,  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires,  et, 
par  suite,  d'après  l'alinéa  précédent,  les  rayons  doubles  du  faisceau, 
c'est-à-dire  les  tangentes  imaginaires  menées  à  la  conique  par  le  foyer, 
passent  par  les  points  cycliques  du  plan.  Ainsi,  on  peut  considérer  les 
foyers  comme  des  points  tels  que  les  tangentes  à  la  conique  uieiices  />ar 
ces  points  passent  i>ar  les  points  cycliques  du  plan. 

Des  deus  points  cycliques  on  peut  mener  à  la  conique  deux  couples 
de  tangentes,  dont  l'ensemble  forme  un  quadrilatère  imaginaire  circon- 
scrit à  la  courbe;  les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  axes,  et 
ses  quatre  sommets,  dont  deux  réels  et  deux  imaginaires,  sont  les  foyers. 
La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  un  toyer  réel  est  à  l'in- 
fini, les  deux  foyers  imaginaires  sont  les  points  cycliques,  et  il  ne  reste 
plus  qu'un  foyer  réel  à  distance  finie. 

Il  résulte  de  là  :   1"  que  deux  coniques  qui  ont  un  foyer  c       ""' 
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fh:iix  tnns,cntc:i  coinmi'nci  jms'ant  far  ce  jiyer,  le  soni  les  droite:j  i|ui 
vont  de  ce  foyer  aux  points  cycliques  du  plan  les  eordos  de  contact 
sont  les  directrices  de  l'une  et  de  1  aulre  conque  relatives  à  ce  foyer  ; 
2°  que  deux  amiijues  amfoeales,  cest  a  dire  qui  ont  deux  foyers  com- 
muns, sniil  inscriles  ilans  le  même  quadrilatère  imaginaire . 

Celte  notion  très-féconde  des  foyers  considérés  comme  des  points  tels 
que  les  tangentes  correspondantes  passent  par  les  points  cycliques 
du  plan  est  due  au  géomètre  Pliicker  {Journal  de  Crelle,  t.  X  ),  qui  a 
aiosi  pu  étendre  l'idée  de  foyer  aux  courbes  algébriques  d'ordre  quel- 
conque :  on  appelle  foyers  d'une  eourbe  plane  d'ordre  qnelconijue  /ex 
points  communs  aux  l/Mgenles  menées  à  la  combe  par  les  points  cjcUrjHes 

il63.  Voici  quclqres  formules  utiles  : 

i''ConsidéronsHnet//7)îcrapportfeà  son  centre  0  et  à  ses  axes  OA  —  avi 
flB  =  6(_/îg-.  598)  ;  M  étant  un  quelconque  de  ses  points,  soient  x  etj  ses 
coordonnées  OP  et  MP,  p  et  0'  les  deux  raj  ons  vecteurs  MF  et  MF',  et  h' 
la  longueur  du  demi-diamètro  conjugué  de  OM.  Menons  la  tangente  TMT' 
et  la  normale  S1NN',  la  perpendiculaire  MD  sur  la  directrice,  elles  perpen- 
dicurairesOE,FK,  F'K',  abaissées  du  centre  et  des  foyers  sur  la  tangente. 

On  a 


(3)0N=^^^.T,  ON'.--^,r,  PN=p.c, 

(,1)  MN-^V^'  =  '^',    <m'^^."iy;.?'=^"^,    MN.MN'=//% 

La  première  des  formules  (1)  résulte  de  la  relation 
FM=--^e.MD  =  (T(OU-OP), 
La  troisième  des  formules  ;i)  s'obtient  on  faisant  la  somme  des  carrée 
des  valeurs  (8)  du  n"  M4/,  et  en  ayant  égard  à  la  position  du  puintMsur 
l'ellipse.  —  Les  formules  {%)  sont  une  conséquence  de  la  théorie  des 
piles  et  polaires.  ■—  La  première  formule  (3)  résulte  de  la  théorie  de? 
foyers,  et  la  seconde  de  la  similitude  des  triangles  OMN',  NPM.  —  On 
obtient  la  première  formule  (  4  )  en  appliquant  la  formule  du  n°  238,  et 
la  seconde  résulte  de  !a  similitude  des  triangles  ONN',  KPM.  —  Enfin, 
les  deux  premières  formules  (S)  s'obtiennent  à  l'aide  du  théorème  du 


,  Google 


'|'îl>  GÉOMÈTRrE   DANS   L'eSPaCIÎ. 

""993  et  de  !h  gimililude  des  irianglesFMK,  PMK',  qui  donnele  rapport 
de  FK  à  F'K';  la  iroisiéme  s'en  déduit  en  prenant  la  domi-sommo. 
2"  En  changeant  />'  en  —ù\  on  a  dos  formules  analogues  pour  IVy- 

t'iS-  59«.  Vit;.  5ni. 


f 

À/     :      \ 

* 

y  r        P         N         r 

\ 

3°  Considérons  une  parabole  rapportée  à  son  axe  A^'  et  à  la  lati- 
gente  Aj  au  sommet  (jf^.  Sg^i).  M  élanl  un  quelconque  de  ses  poînis, 
soient  J7et  j  ses  coordonnées  APet  MP,  p  lu  rayon  vecteur  MF,//  le  pa- 
ramètre Fil---=  aAF,  et  D  l'inclinaison  de  la  tangente  JIT  sur  l'axe.  Me- 
nons la  normale  MN,  et  abaissons  la  perpendiculaire  FK  du  fover  sur  !a 
tangente  MT. 

Onu 

Tl':.2.r,     l'N.---:p,     T.\=/,+.r,     p  =  t'l-.-TN  =  ^^^. 
Le  triangle  jfcEangle  FIK  donne  ensuite 


liniin,  diins  le  triangle  r 


!ng'y  = 


FM" 


MN 


/'.'' 


Nous  avons  vu  que  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  Ma' 
été  la  tangente  correspondante  Myavait  pour  équatioiiy=  a/>'j-'.  Piur 
évaluer/)',  menons  AI  parallèle  à  MT,  de  manière  à  figurer  les  coordon- 
nées .i^=  MI,_7'=  —  AI  du  sommet  A  par  rapport  au\  axci/M-i;';  nous 
aurons  alors 


P    =J7 


MT 


MT 
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OU  encore,  daprèa  te  qui  précètlp, 

Remarquons  que  le  paramètre /<  de  la  parabole,  exprimaiil,  la  distanco- 
du  foyer  à  la  directrice,  est  égal  à  l'ordonnée  du  foyer.  On  donne  égale- 
ment le  nom  de  paramètre,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  à  l'ordon- 
née du  foyer;  pour  avoir  sa  valeur  en  fonction  des  asea  a  et  h,  il  suffit 

(le  multiplier  par  f  ou  -  Ui  dislancy c  du  foyer  à  la  directrice,  ce  qui 


COMPLÉIIENT    DE    LA    MÉTHODE   DES    POLAIRES    HÉCLPROOrES. 

416i.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  de  compléter  et  do 
généraliser  la  théorie  que  nous  avons  exposée  aux  n"*  348  et  suivants. 

Nous  rommerons  origine  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  par  rapport 
auquel  on  prend  les  pôles  et  les  polaires,  et  nous  désignerons  par  R  son 

La  polaire  réiiprorpie  d'un  cercle  C  siltié  d'une  manière  quelconque 
[Hir  rapport  au  cercle  auxiliaire  0  est  une  conique  qui  a  pour  foyer  l'ori- 
gine 0  et  pour  directrice  la  polaire  MM'  du  centre  G  du  cercle  proposé 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  {Jîg.  fioo). 


Fig.  fioo. 


En  effet,  désignons  parp  le  rayon  du  cercle  proposé  G  et  par  o  la  dis- 
tance OC  de  son  centre  à  l'origine.  TP  étant  une  tangente  quelconque 
du  cercle  C  et  Q  son  pôle  par  rapport  au  cercle  0,  on  a  (351,  a"),  en 
désignant  par  QN  la  diâlance  du  point  Q  à  la  droite  MM', 

OQ  _  OC  _  J 
QN  ^  GP  ~  f  ■ 
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Le  rapport  (les  distances  du  point  variable  Q  au  point  fixe  0  et  à  la  droite 
fixe  MM'  est  donc  conslant. 

L'excentricité  -  de  la  conique  obtenue  est  inférieure,  supérieure  ou 
P 
égale  à  un,  suivant  que  S  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  p.  Doue,  Iti 
conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suii'ant  que  l'ori- 
gine O  est  intérieure,  extérieure  ait  cercle  proposé  C  ou  située  sur  la  cir- 
confèrenre  île  re  cercle. 

Cette  proposition,  combinée  avec  le  principe  du  n'SSO;  permet  de  dé- 
duire de  toute  propriété  du  cercle  une  propriété  focale  des  coniques. 

Comme  exemple,  iransformons  la  propriété  de  l'angle  inscrit  ;  L'angle 
^AR,  formé  enjoignant  un  point  -eariable  d'une  circonférence  de  cercla 
à  deux  points  fixes  de  cette  circonférence,  est  constant  et  égal  h  la 
moitié  de  l'angle  au  centre  ACB  correspondant.  Au  cercle,  répondra  une 
conique  ayant  pour  foyer  l'origine  0  et  pour  directrice  la  polaire  7  du 
pointe  par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0;  aux  points  A,  B,  M,  répondront 
deux  tangentes  fixes  «  et  6,  et  ime  tangente  variable  jj  de  la  conique.  Les 
poinis  d'intersection  de  [i  et  «,  dej^et  S,  dey  et  y.,  de  7  et  S,  seront  res- 
pectivement les  pôles  des  droites  MA,  MB,  CA,  CB,  et  par  suite,  en  vertu 
du  principe  du  n°  350,  on  aura  ce  théorème  ;  L'angle  sous  Ic/uel  on  voit 
dujiyyer  0  d'une  coiit(/ne  la  portion  d'une  tangente  mobile  fi  comprise 
entre  deux  tangentes  fixes  a  et  S,  est  conslant  et  égal  h  la  miiitié  de 
Vangle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  portion  de  la  directrice  ■/  comprise 
cuire  les  deux  tangentes  fixes  ■net  p. 
Voici  d'autres  exemples  : 

Deux  tangentes  d'un  cercle  sont  La  droite  qui  jint  le  foyer  d'une 

rgalemeiil  inclinées  sur  la  corde  des  conique  n  l'intersection  de  deux 
tangentes  divue  m  deux  parties 
(gales  l'angle  sous  lequel  on  vnii 
dufoyerla  coide  discontaits 

Si  une  cordt  d  une  section  coni 
que  est  vue  du  foyer  ioiis  un  angle 
constant,  cette  corde  envelopjie  une. 
section  conique  ayant  même  foyer 
et  même  directrice  que  la  proposée  ; 
le  point  de  concours  des  tangentes 
aux  CTtrémités  de  cette  corde  décrit 
une  section  conique  ayant  aussi 
même  foyer  et  même  directrice  que 
la  proposée . 

Le  lieu  du  sommet  d'un  anglede 
grandeur  constante  ci 


Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  à  un 
cercle  est  un  cercle  concentrique, 
ft  la  corde  des  contacts  em'elnppe 
un  cercle  aussi  concentrique. 
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fixa  A  lie  ht    circnrifércnec-,  celle 
torde  eni'doppc  un  rercte  conceii- 

Les  projections  d'an  point  A 
tt'iiiic  lircoiiférencc  de  cercle  sur 
les  côlés  d'un  triangle  inscrit  ijuel- 
ximifue  sont  en  ligne  droite. 


parabole  est  une  conique  ayunt 
même  fojcr  et  la  même  direelrii 


Si,  par  les  sommets  d'un  triangle 
circonscrit  à  une  parabole,  on  élève 
des  perpendiculaires  sur  tes  droites 
qui  joignent  ces  sommets  au  foyer  F, 
les  trois  perpendiculaires  concourent 

Duns  les  deux  derniers  exemples,  on  a  pris  pour  origine  le  point  A  ;  et, 
comme  ce  point  est  sur  la  circonférence,  lu  transformée  de  celle  circon- 
férence est  une  parabole-  Observons,  en  outre,  qu'en  verlu  du  dernier 
tliéorème  oblenu,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  FI  comme  diamètre,  ce 
cercle  passera  par  les  sommets  du  triangle  circonscrit  ;  de  lu  celte  propo- 
sition ;  Le  lien  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  ttvis  ilroitcs  fixes 
est  le  cercle  circonscrit  au  triante  formé  par  ces  trois  droites. 


H65.  Lai>ol<i 
mxilraire  0  est  i. 


•e  réciproque  d'une  conique  C  par  rappnrt 
le  conique  C. 


^rcte 


En  effet,  la  conique  C  peut  être  considérée  (II'IO)  comme  l'enveloppe 
des  droites  mm'  qui  joignent  les  points  liomologues  ™  et  m'  de  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  deux  tangentes  fixes  LetL'.'Or, 
soient  *,  X',  fi,  les  pôles  des  tangentes  fises  L  et  L'  et  de  la  tangente 
mobile  mm';  tes  droites  lu,  Vji,  décriront  deux  faisceaux  homograpbiques. 
Car  les  droites  issuee  de  X  répondant  an liarm uniquement  aux  poinls  de 
la  division  L,  et  les  droites  issues  àeV  aux  points  de  la  division  L'  (1108), 
quatre  droites  quelconques  issues  de  1  auront  même  rapport  anharmo- 
iiique  que  les  quatre  droites  bomologues  issues  de  V,  attendu  que  quatre 
points  quelconques  de  la  division  L  ont  même  rapport  anharmonique  quu 
les  quatre  poinls  homologues  do  L'.  Donc  le  lieu  des  points  u  est  une 
conique  qui  passe  par  les  points  i  el  À' (1101,  a"). 

A  chaque  propriété  des  coniques  en  répondra  dés  lors  une  autre  par 
la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Voici  des  exemples  ; 


le  lieu  des  somme 

Is  des  angles 

L'enveloppe  des  cordes  d'une  co- 

droits circonscrits  à  i. 

ne  ellipse  ou 

nique,  qui  sont  vues  sous  un  itnj^ie 

il  une  hyperbole  est  u 

1  cercle. 

droit  d'un  point ^xe  du  plan  de  la 
conique,  est  une  autre  conique  dont 
ce  point  fxe  est  le  foyer. 

Le  lieu  des  projeiti 

ns  d'un  foyer 

Si  par  ckaqite  point  d'un  certie 
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sur  les   tangentes  d'une  cUipsc  ou  j  on  élève  une  i/crpeniliciduii'e  fur  la 

d'une  hyperbole  est  un  rercle,  \  droite  qui  joint  ce  point  à  un  point 

J'-re,  l'enveloppe  de  ces perpendicu- 

hiires  est  une  conique  dont  ce  jioiiit 

L  fxe  est  le  foyer. 

i  1C6.  Ileportons-noiis  au  Ihéorème  du  n"  353,  Si,  sans  rien  changer  au 
raisonnement,  on  avait  pris  pour  origine  de  la  Iran sforma lion  un  point 
quelconque  au  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  on 
aurait  obtenu  pour  théorème  corrélatif  : 

Dans  tout  quadriliitère  circonscrit  à  une  conique,  le  proiluil  des  dis- 
tances de  deux  sommets  opposés  à  une  tnngente  quelconque  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets 
à  la  même  tangente. 

Cette  dernière  proposition,  transformée  à  son  tour  par  la  méthode  des 
polaires  réciproques,  donne  alors  ; 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ii  une  conique,  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  conique  à  deux  calés  opposés  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux 

Ce  théorème  est  attribué  à  Pappus.  On  doit  remarquer  la  manière  dont 
nous  l'avons  obtenu  et  qui  consiste  dans  une  double  application  de  la 
miihode  des  polaires  réciproques. 

Les  explications  données  au  n°  353  permettront  au  lecteur  de  voir  lui- 
même  comment  ces  théorèmes  peuvent  se  généraliser  et  s'étendre  à  des 
polygones.  Nous  appellerons  ici,  au  contraire,  l'attention  sur  un  cas  par- 
ticulier. Lorsque  deus  côtés  opposés  du  quadrilalêre  inscrit  deviennent 
tangents  à  la  conique,  les  deux  autres  se  confondent  avec  la  corde  de 
contact,  et  le  théorème  de  Pappus  devient  le  suivant:  Le  produit  des 
distances  d'un  /xiint  quelconque  d'une  conique  mtxdeux  côtés  d'un  angle 
circonscrit  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance  du 
même  point  h  la  corde  de  contact.  Le  théorème  corrélatif  s'énonce  ;  Le 
ptniluit  des  distances  de  deux  points^fixes  d'une  conique  à  une  tangente 
variable  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance  de 
l'intersection  des  tangentes  aux  deux  points  fixes  à  la  même  tangente 
variable;  il  résulte  immédiatement  delà  propriété  des  quadrilatères  cir- 
conscrits, lorsque  l'on  suppose  que  deus  côtés  adjacents  du  quadrilatère 
viennent  se  confondre  avec  les  deux  autres. 

1167.  On  peut  généraliser  toute  celle  théorie  en  substituant  au  cercle 

ausiliaire,  par  rapport  auquel  on  prend  les  pôles,  une  conique  auxiliaire  : 

La    courbe  polaire    réciproque  d'une  conique    quelconque  par  rap- 
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p'irt  à  une  conique  auj:iliaire  est  encore  une  coiiî'/w.  La  (lômonstraliun 
liu  n"  lHiiî  s'appliquû  sans  modiQcations. 

La  méthode  ainsi  généralisée  se  prête  avec  la  rnûme  facilité  à  la  lians- 
formalion  des  propriétés  descriptives;  mais  il  n'en  est  plus  de  môme  pour 
les  propriétés  métriques,  et,  quand  il  s'agit  de  transformer  de  telles  pro- 
priétés, il  convient  de  prentlre  un  cercle  auxiliaire. 

La  Iransformalion  par  polaires  réciproques,  avons-noua  dil  au  n°  34il, 
laisse  ignorer  comment  on  pourrait  démontrer  directement  les  proposi- 
tions que  l'on  découvre  de  la  sorte.  Ce  reprocbe  ne  s'adresse  qu'à  la 
manière  dont  on  applique  ordinairement  la  méthode,  en  se  bornant  à 
transformer  les  énoncés;  mais,  en  réalité,  comme  l'a  montré  M.  Mannlieim 
(Tronsformatinn  des  propriétés  métriques,  iSS^),  la  méthode  se  prête  à 
la  transformation  des  démonstrations.  Une  démonstration  n'est,  en  effet, 
qu'une  chaîne  de  propositions  qu'il  suffît  de  transformer  une  à  une  pour 
avoir  les  anneaux  successifs  de  la  chaîne  qui  constitue  la  démonsirafion 
directe.  C'est  ainsi  que  nous  avons  procédé  en  définitive  au)4  n°"  32<i 
et  327,  328  et  359,  etc. 

1163.  Deux  courbes  polaires  réciproques  sont  telles,  que  chacune 
d'elles  est  coupée  par  une  droite  quelconque  en  autant  de  points  (réels 
ou  imaginaires)  qu'on  peut  mener  de  tangentes  (réelles ou  imaginaires)à 
l'autre  par  un  point  donné  quelconque.  On  nomme  classe  d'une  courbe 
algébrique  le  nombre  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut 
mener  à  cette  courbe  d'un  point  quelconque.  D'après  cela,  on  peut 
énoncer  la  propriété  précédente  de  cette  manière  plus  concise  :  Quand 
ileii-c  courbes  sont  poltiires  i-éciproques,  Cordre  de  l'une  csl  égal  à  la 
classe  de  l'aittre. 

Les  coniques  sont  des  courbes  de  la  seconde  classe,  et,  inversement, 
toute  courbe  de  ta  seconde  classe  est  une  conique. 

D'après  ta  définition  que  nous  avons  donnée  au  n"  1 162  des  foyers  des 
courbes  pi  a  nés  d'ordre  quel  conque,  oa  \oil  qu' une  coiaie  de  la  classe  nj>os' 
mfc  n'/oj-cK,  puisque  l'on  peut  mener  à  cette  courbe /i  tangentes  de 
chacun  des  deut:  points  cycliques,  et  que  ces  deux  faisceaux  de  n  droites 
ontn'  points  communs,  dont  n  seulement  sont  léels  ;  ce  sont  ceux  qui  sont 
fournis  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées. 

Si  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  le  point  de  contact  à 
rinfini  est  un  foyer  réel,  el  il  n'y  a  plus  que  n  —  i  foyers  réels  à  distance 
finie.  Quant  aux  foyers  imaginaires,  il  y  en  a  (  «  —  i  )'  —  [n  ~  i  ),  outre 
les  deux  points  cycliques  qui,  par  conséquent,  tiennent  iiou  chacun  de 
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11C9.  Nous  avons  expliqué  (104i)  comment  un  système  de  deux  quan- 
lilés  réelles  x  et  /,  dites  aïonlonnêcs,  détermine  la  posilion  d'un  point 
du  plan;  ce  point  est  dit  réel.  Par  analogie,  on  dit  que  deux  qudnlilés 
imaginaires,  x'  tif,  c'est-à-dire  deux  quanliiés  de  la  forme 

uù  a,  b,  II',  b' ,  désignent  des  nombres  réels  et  '  le  symbole  )/—  r,  déler- 
minent  un  piiint  imnginaire  dont  elles  sont  les  coordonnées.  Deux  points 
sont  appelés  im/iginiiires  conjugués  lorsque  leurs  coordonnées  sont  res- 
pectivement imaginaires  conjuguées;  ainsi  le  point  imaginaire  conjugué 
de  celui  que  déterminent  les  valeurs  (ij  a  pour  coordonnées 

Nousavon^i  vu  (1131)  qu'une  équalion  du  premier  degré 

(3Î  A.c  +  By-r  C  =  o, 

dunl  les  coefficients  A,  B,  C,  sont  réels,  représente  une  ligne  droite,  co 
qui  veut  dire  que  le  lieu  des  points  réels  dont  les  coordonnées  salisfontà 
a'ile  équation  est  une  ligne  droite.  Par  analogie,  on  nomme  droite  ima- 
ginaire l'eniemble  des  systèmes  de  valeurs  imaginaires  de  x  slAt  y  qui 
îialiîfont  à  une  équation  du  premier  dpgré  à  coefficienls  imaginaires 

( 4 ;  ( A'  +  A"/\  .V  +  ( It'-(-  Iî"i  !  r  +  C'-F C'(  =  o. 

Deux  droites  sont  appelées  imaginaires  con/iiguêes  lorsque  les  cneffi- 
lients  do  leurs  équations  sont  respectivement  imaginaires  conjugués; 
ainsi,  la  droite  imaginaire  conjuguée  de  celle  qui  a  pour  équation  (4)  est 
représentée  par  t'équatiou 

De  ces  définitions,  résultent  les  conséquences  suivantes  ; 

i"  Toute  droite  réelle  contient  [outre  une  infinité  de  junnts  réels]  une 
infinité  de  points  imaginaires;  car,  pour  toute  valeur  imaginaire  attri- 
buéeà  .r,  réquation(3)  donne  une  valeur  imaginaire  correspondanlede^. 

i"  Une  droite  réelle  qui  contient  un  point  imaginaire  contient  aussi  son 
conjugué;  car,  si  l'on  exprime  que  les  valeurs  (ij  ou  les  valeurs  (2)  satiïfont 
à  l'équation  (3),  on  trouve  dans  les  deux  cas  les  deuxmèmes  conditions 

A-<4-Bt  +  C  =  o,    A«'H-Bi'=o. 
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Rfciproquement,  la  d/w'le  qui  contient  deux  points  imaginaires  conju- 
gués est  récite;  en  effet,  l'équation 


représente  la  droite  qui  passe  par  les  points  réels  ou  imaginaires  dont  1er 
coordonnées  sontjr'  et  y,  a:"  etj",  attendu  que  cette  équation  est  du  pre- 
mier degré  et  qu'elle  est  satisfaite  soit  par  j:  =  j:'et  j  =  x',  soit  par 
x  =  x°elf—y.  Or,  si  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués,  c'est- 
à-dire  sia:"  ety,  x"  et,)"  ont  respectivement  les  valeurs  (i]et  (2),lasub- 
stitulion  de  ces  valeurs  réduit  l'équation  à  la  suivante  : 

qui  a  ses  coefficients  réels. 

.  3°  Toute  droite  imaginaire  contient  un  point  réel  et  un  seul,  qui  oppar 
tient  aussi  à  sa  conjuguée;  Car,  pour  iju'un  couple  de  valeurs  réelles  de.-' 
et  de  j  satisfasse  à  l'équation  (4  )  ou  à  l'équation  {5],  il  faut  et  il  suffit  qu  ■ 
ces  valeurs  vérifient  le  système 

(61  A'j;  H- B>  +  C  =  o,     X''^^B-y+C."  =  o. 

Or  ces  équations,  étant  du  premier  degré,  donnent  pour  3:  et  j  un  couple 
unique  de  valeurs  réelles  ;  l'une  des  coordonnées  ou  les  deux  peuvent  ôtre 
infinies;  on  dit  alors  que  le  point  est  à  l'infini.  Mais  le  système  ne  peut 
être  indéterminé,  car  on  voit  immédiatement  que,  si  les  équations  (6) 
avaient  leurs  coefficients  proportionnels,  la  droite  (4)  serait  réelle. 

4°  Les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  Joint  deux  points  réel' 
{x',y],  (x",}'"),  ont  pour  expression 

(7}  i=^j^^-  +  ^"i     r..-'-{r+y'). 

Par  analogie,  quand  les  points  {jr',  y),  {■':",  y  ),  sont  imaginaires,  on  dif 
encore  que  le  point  dont  les  coordonnées  ?  et  ii  sont  exprimées  par  ce? 
formules  (7}  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points.  On  voit 
immédiatement,  par  la  substitution  des  valeurs  (1)  et  (2),  que  le  point  mi- 
lieu est  réel  si  les  deux  points  considérés  sont  imaginaires  conjugués;  il 
serait  imaginaire  si  les  deux  points  étaient  imaginaires  non  conjugués. 

5°  L'intersection  de  deux  droites  réelles  est  le  point  réel  dont  les  coor- 
données sont  les  valeurs  de  a;et  de  j  fournies  par  la  résolution  des  équation^ 
des  deux  droites.  L'intersection  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées 
est  avB.-i\  un  point  réel;  carie  système  de  leurs  équations  (4)  et  (5)  peut, 
par  addition  et  soustraction,  être  remplacé  par  le  système  (C),  qui  esta 
coefficienls  réels.  —  Mais  deux  droites  peuvent  évidemment  se  coupei 

R.  tl  Of,  C.  —  Tr.  r!e  Géom.  (Il'  P.irlîe).  28 
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en  un  point  réel  sans  être  réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  par 
exemple,  les  deux  droites  imaginaires  non  coftjnguées  j-=  (a-t- pijj-, 
y=  [y +  ^()a;  passent  l'une  et  l'autre  par  l'origine. 

Telles  sont  les  notions  fondamentales  sur  lesquelles  repose  l'introduction 
des  imaginaires  en  Géométrie.  Il  serait  vain  <Je  vouloir  le  déguiser  : 
c'est  l'Analyse  qui  fournit  ces  principes;  puis,  la  Géométrie  s'en 
empare  et  en  développe  les  conséquences  avec  les  moyens  qui  lui  sont 
propres,  comme  nous  allons  le  voir  dans  l'étude  de  la  question  suivante. 


1 170.  Dciix  coniques  i/uelconques,  situées  i/ni/s  un  même  j'inii,  ont  : 

i"  Quatre  points  commun'  réels  ou  imaginaires  conjugués; 

2°  Trois  systèmes  de  deux  cordes  communes,  dont  l'un  mi  moins  est 

En  effet  : 

1°  En  éliminant  j'  entre  les  équations  du  sacond  degré  qui  repré- 
senlent  les  denx  coniques,  on  obtient  une  équation  où  j  ne  figure  qu'au 
jiromier  degré  et  que  nous  désignerons  par  (/);  puis,  en  substituant  celte 
valeur  de  /dans  l'une  des  deux  équations  primitives, on  trouve  uneéqua- 
tion  du  quatrième  degré  en  j:,  que  nous  désignerons  par  {x),  et  dont  les 
racines  sont  les  abscisses  des  points  communs  aux  deuï  courbes.  Si 
l'équation  (j:]  a  ses  quatre  racines  réelles,  l'équation  {y)  donne  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  ^  une  valeur  réelle  dej;  et,  psr  swle,  les  deux 
coniques  ont  quatre  points  communs  réels.  —  Si  l'équation  [x]  a  deux 
racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (conjuguées),  l'équation  [y] 
donne  pour  7  deux  valeurs  réelles  et  deux  valeurs  imaginaires  (conju- 
guées) ;  et,  par  suite,  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  et 
deux  imints  communs  imaginaires  (conjugués).  —  Enfin,  si  l'équation  [x) 
a  sesqoatre  racines  imaginaires  (conjuguées  deuxà  deux),  l'équalion  [j] 
donne  pour  j  quatre  valeurs  imaginaires  (conjuguées  deuit  à  deux)  ;  et, 
par  suite,  les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires 
[conjugués  deux  h  deux). 

2°  Si  les  deux  coniques  ont  qiuitre  points  communs  réels  a,  b,  c,  d 
(fig.  6oi),  les  trois  couples  ab  etcd,  ac  et  bil,  ad  et  bc,  de  cordes  com- 
munes sont  évidemment  réels. 

Si  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  a  et  b,  et  deux 
points  communs  imaginaires  conjugués  c  et  d,  la  corde  commune  oh  esl 
évidemment  réelle;  cd  l'est  aussi,  puisqu'elle  unit  deux  points  imaginaires 
conjugués.  Les  autres  cordes  communes  ac  et  bd,  ad  et  bc  sont  imaginaires; 
car,  si  la  droite  ac,  par  exemple,  était  réelle,  le  point  d'intersection  des 
rieuï  droites  réelles  ac  et  cd  serait  réel.  —  Il  convient  d'observer  que  les 
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deux  droiLes  imaginaires  d'un  môme  couple  nr  cl  M  ou  nd  et  bc  ne  sont 
pas  conjuguées  ■,car,  si  ne  et  bil  l'étaient,  leur  point  d'inferiection  j/  serait 
réel,  et  ciiacune  de  ces  droites,  ayant  deux  points  réels  a  cl  p'  onè  eVp', 
sérail  réelle,  La  conjuguée  de  fc  est  évidemment  nrf,  et  celle  de  bil 
est  br. 

Si  les  (Icht:  coniques  oni  quati-e  points  communs  imaffiiaires  conjuguée 
deux  h  lieux  a  cXb,  e  et  d,  les  cordes  communes  ab  et  cd  sont  réelles, 
puisque  chacune  aura  deux  points  imaginaires  conjugués  ;  les  mitres  eoi-des 
communes  ac  et  bd,  ad  ol  bc,  sont  imaginaires  ;  car  si,  par  exemple,  ac 
était  réelle,  les  points  a  et  c  où  elle  coupe  respectivement  les  droites 
réellesrtt  et  crf seraient  réels.  Ici,  les  droites  imaginaires  d'un  même  couple, 
lie  et  bd  ou  ml  et  bc,  sont  conjuguées  ;  car  on  passe,  par  exemple,  de  "'' 
à  b:l  en  remplaçant  a  par  son  conjugué  &  et  c  par  son  conjugué  d. 

En  transformant  la  proposition  précédente  par  la  mélliode  des  polaires 
réciproques  et  donnant  le  nom  d'omhî/îe  à  tout  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  communes,  on  voit  que  : 

Deux  eoniques  ont  : 
1°  Qiintiv  tangentes  communes  réelles 
a"  Tro/s  systèmes  de  deux  ombilics,  i 
étmit  réel. 
Si  les  ijiiaire  tangentes  communes  v.,  S,-/,  S, 


fmnginnires  conjuguées; 
an  moins  de  ces  systèmes 


it  réelles,  les  lififs  couples 


d'ombilics  sont  réels  {Jig.  601).  En  désignant  le  point  commîin  â  deux 
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(Iroiles  L  et  L'  par  la  notalion  (L,  L'),  le  premier  couple  est  formé  pnr 
A  ou  (a,  p)  et  A,  ou  (7, 1^),  le  second  couple  par  B  ou  («,7)  et  B,  ou 
{P,  S],  le  Iroisifeme  par  C  ou  (a,  S)  el  C,  ou  {p,  7). 

Si  le  quadrilatère  circimscrit  a  deux  côtéx  réels  3.  et  ^  et  deux  imaginaires 
cnnjngiiés  y  el  S,  ou  encore  si  le  quadrilatère  n  ses  r.ôtèi  imaginaires  con- 
jugués deux  à  deux  a  et  p,  y  el  â,  il  a'y  a  qu'un  couple  crombilics  réels; 
c'est  !o  couple  A  ou  {a,  6)  et  A,  ou  (7,  S). 

1171.  On  nomme  pd/(?  double  lout  point  du  plan  de  deux  coniques  qui 
a  la  même  polaire  par  rapporta  ces  deux  courhes  {_fîg.  6o[). 

Soient  /'  le  point  commun  aux  cordes  ab  et  «/,  p  le  point  d'intersec- 
tion de  ac  et  de  bd,  et  //  le  point  de  rencontre  de  ad  et  bc.  Chacun  des 
sommets  du  triangle  pp'f^  est  évidemment  le  p6le  du  côté  opposé  par 
rapport  aux  deux  coniques.  Ainsi,  fôK(/)0(fl(rf'(nte/-j'eir«'off  de  deux  cordes 
communes  est  un  pok  double  (ou  un  point  commun  aux  deux  coniques^. 
Réciproquement,  tout  pôle  double  est  l'intersection  de  deux  cordes  con:- 
inunes;  en  effet,  soit /?,  un  pôle  double,  et  a,  a' les  points  où  p,n  rencontre 
pour  la  seconde  fois  chacune  des  coniques;  le  point  p,  devant  avoir  le 
même  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  deux  segments  ny.  et  ay.',  il 
faut  que  a  et  'j.'  coïncident,  c'est-à-dire  se  confondent  avec  l'un  des  points 
b,  c,  d,  avec  c  par  exemple  ;  ainsi  le  point  p,  est  sur  ne;  on  verrait  de 
même  qu'il  est  sur  bd\  il  est  donc  à  la  rencontre  de  deux  cordes  com- 
munes. 

Les  trois  seuls  pâles  doubles  sont  donc  les  sommets  du  triangle  pp'p". 
Ils  sont  év'iài,iaia&a\,réeh  tous  les  lrois,si les  quatre  points  n,  b,  c,d,  com- 
muns aux  deux  coniques  sont  tous  les  quatre  réels.  Ils  le  sont  aussi  quand 
les  points  a,  b,  c,  c/,  sont  tous  imaginaires,  car,  alors,  les  deux  cordes  d'un 
même  couple  sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Mais,  si  les  points 
a  et  b  sont  réels,  et  c  et  d  imaginaires  conjugués,  le  pôle  double  p  est 
leseul  réel;  il  est  réel  parce  qu'il  appartient  aux  deux  cordesréellesnSct 
cd\  et  //  et  //  sont  imaginaires,  car,  si  //,  par  exemple,  était  réel,  la 
droite  ap  ou  ac  serait  réelle.  Observons  enfin  que  chacun  des  pôles 
doubles  est  (e  centre  d'un  faisceau  harmonique  formé  par  les  deux 
côtés  du  triangle  et  les  deux  cordes  communes  qui  passent  par  ce  point. 

On  nomme  polaire  double  toute  droite  qui  a  le  même  pôle  par  rapport 
aux  deux  coniques,  Toula  polaire  double  est  la  polaire  d'un  pûlo  double,  et 
rcciproquemcnt  ;  il  n'y  a  donc  que  trois  polaires  doubles,  dont  une  tou- 
jours réelle  ;  ce  sont  les  côtés  du  triangle  pp'p',  auquel  on  donne  le  nom 
de  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  coniques. 

Les  trois  diagonales  P,  P',  P",  du  quadrilatère  complet  formé  par  les 
quatre  tangentes  communes  a,  p,  7,  S,  aux  deux  coniques,  sont  réelles  si 
les  quatre  droites  a.,  p,  y.  S,  sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires 
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(conjnguêes).  Si  deux  de  cre  tangentes  a  et  p  sont  réelles,  et  les  deux 
autres  7  et  5  imaginaires  conjuguées,  la  diagonale  P  est  seule  réelle. 

Ces  diagonales  P,  P',  P°,  sont  évidemment  des  polaires  doubles;  elles  ne 
diffèrent  donc  piis  des  côtés  du  triangle  pp'/>".  En  outre,  il  résulte  immé- 
diatement de  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux 
droites  que  les  deux  ombilics  et  les  deux  pâles  doubles  si  tui^ssur  un  même 
côté  du  triangle  autopolaire  pp'p'  forment  un  sysième  harmonique. 

En  résumé  : 

Si  le  triangle  autcipfilairc  pjj'p'  eit  entièrement  réel,  les  deii,::  romiptcs 
ont  : 

Sailijnatre  points  rn/ninans  réels  et  quatre  tangentes  eomtnnnes  réelles; 

Soi  l  quatre  points  communs  imaginnires  et  quatre  tangentes  d 
imaginaires  ; 

Soit  quatre  points  communs  réels  et  ipiatre  tangente. 

Soit  quatre  points  communs  imaginaires  et  quatre  tangci, 
réelles; 

Et  11"  le  triangle  autofiolalre  n'a  de  réels  qiCaii  sommet  p  et  tu  câté  op- 
posé P,  les  deux  coniques  ont  : 

Deux  points  eommtms  réels  et  deux  points  eommuns  imaginaires,  et 
fia  même  temps  tieax  tangentes  communes  réelles  et  deux  tangentes  com- 

Dansle  troisième  cas,  l'une  des  coniques  au  moins  est  hyperbolique. 

H72.  Si  lieux  points  pris  sur  une  corde  commune  sont  conjugués  par 
rapport  à  l'une  des  coniques,  iV(  le  sont  aussi  par  rapport  h  l'autre.  Car, 
puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  première  conique,  ils  divisent 
harmoniquement  la  corde  commune,  et,  par  suite,  ils  sont  conjugués  par 
rapport  à  la  seconJe  conique. 

Réciproquement,  si,  sur  une  droite  située  dans  le  plan  de  deux  coniques, 
il  existe  deux  couples  de  points  a  et  a'.,  b  et  b\  tels  que  les  deux  points 
d'un  même  couple  soient  conjugués  à  la  jois  par  rap/mrl  aux  deux  coni- 
ques, cette  droite  est  une  corde  commune  aux  deux  coniques.  Car  les 
]ioints  de  chacune  des  deus  coniques  situées  sur  la  droite  sont  les  deux 
points  réels  ou  imaginaires  qui  divisent  harmoniquement  le  segment  ««' 
et  le  segment  bb'. 

Les  propositions  corrélatives  s'énoncent  de  la  manière  suivante  ; 

Si  deux  droites  issues  d'un  ombilic  sont  conjuguées  par  riippnrt  h  l'une 
des  coniques,  elles  le  sont  aussi  par  rapport  à  l'autre. 

Si  par  un  point  du  plan  tie  deux  coniques  passent  deux  couples  de 
droites  A  et  A',  B  et  B',  situées  dans  ce  plan  et  telles  que  lesdeux  droites 
de  chaque  couple  soient  conjuguées  par  rapport  aux  deux  coniques,  ce 
point  est  un  ombilic 


,  Google 


■V'^  GÉoiiifiTnir:  D.iss  l  espace, 

cuMouEs  cmcor^scRiTEs  ov  l^scnlTËS  a  vn  ot-'adimiatère. 

H73,  Quiintl  plusieurs  coniques  ont  quatre  poinls  communs  [réeLi  nu 
iitwginaires),  il  existe  sur  une  droite  quelconque  rie  leur  plan  deux 
imints  conjugués  par  rapport  à  toutes  ces  coniques.  Car  les  segments 
inlerceptés  sur  la  droite  par  les  diverses  coniques  forment  une  involu- 
lion  (H72);  les  points  doubles  (réels  ou  imaginaires)  de  cette  involulion 
divisent  ha rm uniquement  chacun  de  ces  segments  et,  par  suite,  sont 
conjugués  par  rapport  à  chacune  des  coniques. 

Dans  !e  cas  particulier  où  la  droite  est  à  l'infini,  on  a  ce  théorème  : 
Toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  donnés  ont  un  système 
(réel  ou  imaginaire)  de  diamètres  conjugués,  painllàles  entre  eux. 

Le  théorème  corrélatif  sur  les  coniques  langentes  it  quatre  droites 
s'énonce  :  Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadri- 
latère (  réel  ou  imaginaire  ) ,  il  passe  par  chaque  point  de  leur  plan  deu.e 
droites  (réelles  ou  imaginaires)  qui  sont  conjuguées  par  rapport  à  Ionien 

im.  Quand  plusieurs  coniques  ont  quatre  points  communs  (réels  ou 
imaginaires),  les  polaires  d'un  point  Jïxc  quelconque  P  de  leur  plan  par 
nippon  à  ces  courbes  passent  par  un  même  point  (Lamé,  Examen  des 
différentes  mét/ioilcs...;  1818). 

Soit  P'  le  point  commun  aus  polaires  de  P  par  rapport  à  deux  A  et  U 
l'es  coniques  considérées  ;  les  points  P  el  P'  sont  conjugués  par  rapport 
à  A  et  B  et,  par  suite, d'après  le  tliéorème  précédent, par  rapporta  toute 
conique  C  du  groupe  ;  donc  le  point  P'  est  sur  la  polaire  de  P  par  rapport 
à  la  conique  C. 

Dans  !e  cas  particulier  où  le  point  P  est  à  l'infini,  on  a  cette  proposi- 
lion  :  Quand  plasieuis  coniques  passent  par  quatre  points  donnés,  les 
diamètres  de  ces  courbes,  conjugués  à  une  même  direction,  passent  par 
un  même  /wint. 

Les  théorèmes  corrélatifs  s'énoncent  ; 

Quaml  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère, 
Its  pâles  d'une  droite  quelconque  de  leur  plan  par  rapport  à  ces  courbes 
sont  en  ligne  droite. 

Le  lien  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est 
;;ne  droite  passant  j/ar  les  milieux  des  diagonales  (Newton). 

117S,  Les  bissectrices  de  tout  système  de  deux  conles  communes  à  un 
cercle  et  à  une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  ta  conique. 

En  effet,  si  pDr  le  point  commun  aux  deux  cordes  C  et  C  on  mène  des 
parallèles  L  et  L'  aux  ases  de  la  conique,  les  droites  L  et  L'  sont  évidem- 
ment parallèles  au  système  des  diamètres  conjugués  qui  sont  communs  en 
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direction  au  cercle  et  i,  la  conique  (Hf6);  ces  deux  droiiea  rencontrent 
donc  la  droite  a  l'intini  eD  deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  aux 
deux  courbes,  et  par  suite  aussi  conjugués  par  rapport  aux  cordes  com- 
munes C  et  C  ;  donc  L  et  L'  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  C 
et  à  C,  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  divisent  en  deux  parties 
égales  les  angles  formés  par  ces  cordes. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  ijiie  ikux  coniques  se  coupent  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercle,  il  faid  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient 
parallèles  ou  perpendiculaires. 

Lorsque  trois  des  quatre  points  communs  à  ua  cercle  et  à  une  conique 
se  réunissent  en  un  seul  M,  on  dit  que  le  cercle  est  osculateur  de  la  eu- 
nique  au  point  M.  La  tangente  en  M  et  la  corde  MN  qui  joint  le  point  de 
contact  M  au  point  de  section  N  des  deux  courbes  sont  alors,  d'après  te 
théorème  précédent,  également  inclinées  sur  un  quelconque  des  axes  de 
la  conique.  Cette  propriété  permet  de  déterminer  le  point  N  et,  par  suite, 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  M  d'une  conique. 

On  calcule  aisément  le  rayon  de  ce  cercle  a  l'aide  d'un  théorème  élé- 
gant dû  à  Mac-CuUagh,  Dublin,  i836  :  Le  rayon  R  du  cercle  qui  passe 
par  trois  points  M,  N,  P,  d'une  ellipse  est  égal  au  produit  des  demi-dia- 
mètres m,  n,  p,  parallèles  aux  côtés  du  triangle  formé  par  ces  trois 
points,  divisé  par  le  produit  ab  des  denii-aj:es.  En  effet,  en  divisant  l'éga- 
lité (i^S) 

NP.PM.StN 
"       4  MNP 
par  l'égalité  analogue 

N'P'.P'M'.M'N' 


4M'N'P' 
relative  aux  points  correspondants  M',  N',  P',  du  cercle  doiU  l'ellipse  est 
la  projection,  on  a 

5  -  M'^"'P'    I^P   .^    MN  _ 

a  ~     MNP     NT'  P'M'  M'N'' 

mais  le  premier  rapport  du  second  membre  est  égal  à  t  (ÎOO,  10S6)  et 

les  autres  sont  égaux  respectivement  à  '—,  -■,  -■>  puisque  deux  droites 
parallèles  sont  entre  elles  comme  leurs  projections.  La  relation  précédente 
se  réduit  donc  à 


Si  les  points  N  et  P  se  réunissent  en  M,  les  quantités  m,  «,  />, 
deviennent  égales  au  demi-diamctre  £  parallèle  à  la  tangente  en  M,  et  l'on 
a  pour  le  rayon  du  cercle  osculateur  eu  M  l'expression  —,  ou  encore,  en 


,  Google 


'\'\  >  GËOnËTniE  DANS  L'ESPACË. 

vertu  (lu  fécond  théorème  d'Apolionius ,  l'cspression  —  ;  dans  laquelle 
p  désigne  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  à  la  tangente  au  point  M. 
Celte  expression  se  réduit  ù  —  ou  à  y  quand  le  point  considéré  est  l'ex- 
trémité du  grand  axe  ou  du  polit  axe. 


1176.  Coniques  tangentes.  —  Quand  doux  coniques  se  touchent  en  un 
point  a,  ce  point  est  la  réunion  de  deux  poinls  communs  a  et  i,  et  il  ne 
reste  plus  que  deux  autres  points  communs  c  et  d,  qui  sont  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués. 

La  tangente  en  a  et  la  droite  cd  forment  un  couple  de  cordes  com- 
munes ;  ce  couple  est  réel.  Quant  aux  deux  autres  couples,  ils  se  confon- 
dent en  un  seul  ac  et  fid,  qui  est  réel  si  c  et  d  sont  réels  et  imaginaire  si 
c  et  d  sont  imaginaires. 

Outre  la  tangente  en  a,  il  n'y  a  plus  que  deux  tangentes  communes 
réelles  ou  imaginaires  ;  leur  point  d'intersection  et  le  point  a  forment  un 
système  d'ombilics  réels,  et  il  n'y  a  plus  qu'un  autre  couple  d'ombilics  ;  ce 
sonlles  poinls  réels  ou  imaginaires  où  la  tangente  en  «  rencontre  lesdeux 
autres  tangentes  communes. 

Coniques  bitangentes,  —  On  dit  que  deux  coniques  sont  bittingenies 
ou  ont  un  double  contact  lorsqu'elles  se  touciient  en  deux  poinls  ;  nous 
désignerons  ces  deux  points  par  g  et  h,  et  le  point  d'intersection  des  tan- 
gentes en  g  et  h  par  k. 

11  n'y  a  plus  encore  ici  quedeuxsyslèraesde  cordes  communes;  le  pre- 
mier est  formé  par  les  tangenles  f-ge^  W,  et  le  second  par  la  droite 
double  ou  corde  de  contact  gk.  Les  points^  et  h  forment  un  couple  d'om- 
bilics, et  le  point  k  forme  à  lui  seul  le  second  couple. 

Quant  à  la  réalité,  il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  double 
contact  des  deux  coniques  est  réel  ou  imaginaiie,  c'est-à-dire  suivant  que 
les  points  gQl  h  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Dans  le  premier 
cas,  les  cordes  communes  et  les  ombilics  que  nous  venons  d'énumérer 
sont  tous  réels.  Dans  le  second  cas,  la  corde  de  contact  gh  forme  le  seul 
couple  de  cordes  communes  réelles  et  son  pôle*  forme  le  seul  couple  d'om- 
bilics réels. 

Quand  deux  conii/ues  ont  an  double  contact  : 

1°  Les  polaires  d'un  point  quelconque  M  de  leur  plan  se  coupent  sur 
la  corde  de  contact ;caT  elles  doivent  se  couper  (117i)  sur  la  polaire  do 
M  par  rapport  aux  systèmes  des  doux  cordes  communes  confondues  avec 
la  corde  de  contact,  polaire  qui  coïncide  avec  cette  dernière  corde. 
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a"  I^s  pôles  d'une  droite  qiulcom/iie  A  sontcn  ligne  droite  avec  le  pôle 
de  la  corde  de  contact  qu'on  nomme  pôle  de  contact;  c'est  la  proposition 
coi'rélative  de  la  précédente. 

3°  Tout  point  k  de  la  corde  de  contact  est  un  pôle  double,  car,  pour 
chacune  des  coniques,  la  polaire  de  X- contient  lepôle  de  contact  et  le  point 
^■' conjugué  liarmonique  de  k  par  rapport  aux  deux  points  de  contact.  Nous 
trouvons  ainsi  un  cas  d'exception  à  la  proposition  :  deux  coniques  n'ont, 
en  général,  que  trois  pâles  doubles. 

Coniques  oscidatrices.  —  On  dit  que  deux  coniques  sont  nsadalriccs 
ou  qu'elles  ont  un  contact  du  second  ordre  lorsque  trois  de  leurs  points 
communs  sont  réunis  en  un  seul  que  nous  appellerons  u.  Elles  ont  alors 
un  quatrième  point  d'intersection  r/qui  est  toujours  réel,el,  outre  la  tan- 
gente en  w,  une  tangente  commune  réelle  S;  soit  /  le  point  où  îa  tangente 
en  w  rencontre  la  tangente  d. 

Il  n'y  a  qu'un  système  de  cordes  communes  ;  il  est  réel  et  formé  par  la 
tangente  at  et  par  la  corde  w^A  II  n'ya  aussi  qu'un  couple  d'ombilics  : 
ce  sont  les  points  réels  «  et  (, 

On  dit  que  deux  coniques  ont  un  contact  du  troisième  ordre,  lorsque 
leurs  quatre  points  communs  sont  réunis  en  un  seul  a.  Los  quatre  tan- 
gentes communes  sont  alors  confondues  en  une  seule  qui  est  la  tangente 
w(  au  point  w.  Cette  même  droite  wr  est  la  seule  corde  commune  et  le 
point  M  le  seul  ombilic. 

CONIQUES    HOilOLOGlQUES. 

1177.  Lajîgure  homologique  d'un  cercle,  lorsqu'on  prend  le  centre  du 
cercle  pour  centre  d'homohgie,  est  une  conique  qui  a  ce  centre  pour 
foyer;  car  si,  dans  l' avant-dernière  formule  du  n°  730,  Om'  est  constant, 
il  en  est  de  même  du  rapport  — ^j  par  suile,  le  rapport  des  distances 

d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  cherchée  au  point  fixe  0  et  à  la 
droite  fixe  I  est  constant. 

Par  suite,  une  conique  étant  donnée,  on  voit  qu'il  faut  placer  le  centre 
d'homologie  0  à  l'un  des  foyers  pour  que  la  figure  homologique  soit  un 
cercle  de  centre  0. 

C'est  cette  propriété  que  M.  Chastes  prend  pour  définition  des  foyers 
dans  son  Traité  des  Sections  coniques.  La  marche  que  nous  avons  suivie 
(n"  Hgg  et  suivants)  esta  la  fois  plus  directe  et  plus  simple. 

1178.  Za  figure  homologique  d'une  conique  C  esl  une  conique  C. 

En  effet,  P  et  0  étant  deux  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  la 
conique  donnée  C,  et  m  un  point  variable  de  cette  conique,  les  droites 
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Pm,  Qni,  engendrent  deux  faisceaux  liomograpliiqiies  (UUO).  Or,  si  F. 
(y,  /«',  sont  les  homologues  de  P,  Q,  m,  le  faisceau  engendré  par  Vin' 
tournant  autour  du  point  fixe  P'  sera  homographique  du  faisceau  en- 
geudré  par  P«  (^31);  de  même,  le  faisceau  décrit  par  Q'm'  sera 
liomographique  du  faisceau  décrit  par  Qw.  Donc  les  faisceaux  engendrés 
|iar  P'wj'  et  Q'/ti'  sont  liomographique  s,  et  (1131)  le  lieu  du  point  m' est 
une  conique.  —  ^  un  point  p  et  à  sa  /wlaire  L  reliitifs  h  la  première 
conique  C,  rcponilciit  dans  la  seconde  conique  un  point  p' et  sa  jwlaire  L'. 
(^lar  aux  quatre  points  harmoniques  p,  a,  q,  b,  situés  sur  une  transversale 
issue  du  point /j,  et  qui  coupe  la  conique  C  en  «  et  6  et  la  polaire  L  en 
y,  répondent  quatre  points/»',  r/,  î',  6', qui  sont  aussi  harmoniques  (731). 
On  voit  par  là  qu'A  deux  points  ou  à  deux  droites  conjuguées  relative- 
ment à  la  conique  C  répondent  deux  points  ou  deux  droites  conjuguées 
relativement  à  la  conique  G'.  —  L'axe  d'homologie  XX'  est  une  corde 
commune  aux  deux  coniques  C  et  C.  En  effet,  les  points  communs  à  la 
conique  C  et  à  l'axe  XX' sont  lespoinlsdoublasdes  deux  divisions  homo- 
graphiques  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux  générateurs  Pw  et  Q/n  di- 
cette  conique.  De  même,  les  points  communs  à  la  conique  Cet  à  XX' sonl 
les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux 
Pm'  et  Q'/h';  mais  les  rayons  homologues  des  faisceaux  P  et  P'  se  ccu- 
pent  sur  l'axe  XX' ,  aussi  bien  que  les  rayons  homologues  des  faisceaux 
Q  et  0'.  Donc  les  points  doubles  sonl  les  mêmes  pour  les  deux  divisions . 
—  Enfin  on  voit,  soit  par  un  raisonnement  corrélatif  du  précédent,  soil 
en  appliquant  à  la  propriété  précédente  i a  transformation  par  polaires 
réciproques,  que  le  centre  d'iiomnlogie  S  est  un  ombilic  des  deux  co- 
niifues. 

Réciproquement,  ileiix  coniques  quelconques  C  et  G'  sont  deux 
figures  komologiques  dans  lesquelles  l 'axe  d'homologie  est  une  corde 
commune  et  le  centre  d'homologie  un  ombilic  correspondant  à  cette  corde. 
Considérons  le  trianglepp'/i'.dontchaque  sommet  est  le  pôle  du  côié  op- 
posé par  rapport  auxdeux  coniques  [fig.  6oi)  ;  par  chaque  sommet  pas- 
sent deux  cordes  communes,  et  sur  chaque  côté  sont  situés  deux  om- 
bilics ;  nous  appelons  omliilics  correspondant  à  une  corde  commune  les 
deux  ombilics  placés  sur  le  côté  du  triangle  pp'/ opposé  au  sommet  qui 
est  situé  sur  la  corde  commune  considérée.  Cela  étant,  soient  XX'  uni- 
corde  commune  aux  deux  coniques  proposées,  qui  les  coupe  ene  et/,  et  S 
l'un  des  deux  ombilics  correspondants  ;  a  étant  un  point  quelconque  de 
la  conique  C,  la  droite  Sa  rencontre  la  conique  C  en  deux  points  :  dési- 
gnons par  a'  celui  de  ces  deux  points  qui,  lorsque  la  sécante  Su  tourne 
autour  de  S,  vient  se  réunir  avec  a  au  point  c.  Si,  en  prenant  S  pour 
centre  d'homologie,  XX' pour  axe  et(rt,-î')  pour  un  couple  do  points 
homologues,  on  construit  la  figure  homologique  de  C,  on  trouve  une 
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conique  C,  qui,  ayant  on  commun  avec  la  conique  C  les  points  «',  e,/,  et 
!cs  deux  langcnles  issues  (le  S,  ne  diffère  pas  de  la  cooique  C.  Donc  Cet 
C  sont  homologiques. 

H  faut  cependant,  d'après  la  démonslralion  même,  que  les  deux  coni- 
ques soient  placées  de  (elle  l'açon,  que  toute  transversale  issue  de  l'om- 
bilic S  rencontre  les  deux  courbes  en  des  points  qui  soient  à  la  l'ois  réels 
ou  â  la  fois  imaginaires  pour  les  deux  coniques. 

De  plus,  comme  il  peut  y  avoir  six  cordes  communes,  et  qu'à  chacune 
d'elles  répondent  deux  ombilics,  on  voit  que  tieux  conîi/ues  peuvent  être 
Uomohgiques  de  douze  manières  différenles. 

Parmi  les  nombreux  corollaires  de  cette  réciproque,  nous  citerons  les 
deux  suivants  : 

Lorsque  deux  coniques  se  touchent  en  un  point  A  et  se  coupent  en  deux 
autres  points  B  et  C  réels  ou  imaginaires,  le  point  A  est  un  centre  d'Iio- 
mologie,  et  la  corde  commune  BC,  qui  est  toujours  réelle,  est  l'axe  d'iiomo- 
iogie  correspondant. 

Lorsque  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  le  foyer  est  un  cenln^ 
d'homologle,  puisqu'il  est  le  point  do  concours  de  deux  tangentes  com- 
munes imaginaires  (1162). 

1 179.  Voici  quelques  applications  do  la  ihéorie  de  Thomologie  aux  co- 
niques ; 

i"  Considérons  une  conique  C  et  un  cercle  C  ayant  un  foyer  F  de  la 
conique  pour  cenire.  Ces  deux  courbes  sont  homologiques,  et  F  est  le 
centre  d'homologie.  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  F 
(ommo  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle  enveloppe  un 
cercle  concentrique  au  premier  ;  donc  la  corde  inlerceptée  daiisia  conique 
enveloppe  une  seconde  conique  C.  D'ailleurs,  deux  cercles  concen- 
triques ont  un  double  contact  sur  [adroite  de  l'infini;  donc,  les  coniques 
C  et  C  ont  un  double  contact  (imaginaire)  sur  la  directrice  correspon- 
danl  au  foyer  F,  attendu  que  cette  directrice,  étant  la  polaire  du  foyer, 
correspond  à  la  droite  de  l'infini  dans  le  cercle,  laquelle  est  la  polaire  du 
centre.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  i/ii 
foyer  d'une  conique  comme  sommet,  ta  corde  qu'il  intercepte  dans  la 
conique  enveloppe  une  nouvelle  conique  doublement  tangente  à  la  pro- 
posée sur  la  directrice  relative  au  foyer  considéré. 

2"  Soient  une  conique  C  et  un  cercle  C  tangent  enS  à  cette  conique.  Ces 
deux  courbes  sont  homologiques,  et  S  est  le  cenire  d'iiomologie.  Si  un 
angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  S  comme  sommet,  la  corde 
interceptée  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc,  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  C  double- 
ment tangente  à  la  première,  suivant  la  parallèle  à  l'axe  d'homologie  qui 
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répond  à  l'infini  du  cercle.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  ^ramleur  coiutuntc 
tourne  autour  tFiiii  point  d'une  conique  comme  sommet,  la  corde  intcr- 
ccptéedans  la  conique  enveloppe  une  autre  conique  qui  a  un  double  con- 
tact avec  la  pi-endèrc. 

En  particulier,  ai  l'angle  est  droit,  la  corde  interceplÉe  dans  le  cercle 
passe  par  le  centre  de  cb  cercle,  c'est-à-dire  par  un  point  Gxe  situé  sur 
la  normale  commune  aux  courbes  C  et  C  au  point  S.  Donc,  quand  un 
angle  droit  i>im!e  autour  d'un  point  S  d'une  conique  comme  sommet,  la 
corde  imerccplèe  dans  la  conique  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la 
normale  en  S  à  la  conique.  C'est  le  lliéorème  de  Frégier,  que  nous  avori 
déraonlrédéjà  directement  au  n"  11^!). 

3°  La  transformation  homologique  permet  de  ramener  les  questions 
graphiques  relatives  aux  coniques  à  de  simples  questions  du  même  genre 
relatives  au  cercle.  Tout  consiste  à  tracer  dans  le  plan  de  la  conique  un 
cercle  et  à  déterminer,  d'après  les  conditions  qui  déSnissent  la  conique, 
lu  centre  et  l'axe  d'homologie  de'la  conique  el  du  cercle.  On  aura  alors 
tout  ce  qa'il  faut  pour  résoudre,  sans  peine  el  à  i'aide  de  la  règle  seule, 
les  diverses  questions  graphiques  relatives  à  la  conique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  déterminer  le  centre  et  les 
axes  d'une  conique  donnée  par  quatre  points  0,  «,  b,  c,  el  par  la  tan- 
gente 0'  au  point  0. 

On  tracera  un  cercle  quelconque  langent  en  Ci  la  droite  0(;  ce  cercle 
sera  homologique  de  la  conique  par  rapport  au  centre  d'homoiogie  0.  En 
jiiignant  le  pointO  aux  points  a,  b,  c,  on  aura,  par  les  intersections  des 
droites  Oa,  06,  Oe,  avec  le  cercle,  tes  points  «',  b\  c",  homologues  de 
</,  b,c.  On  se  trouvera  alors  dans  les  conditions  du  n"  729  (i°),  et  l\n 
saura  trouver  le  point  de  la  figure  F  qui  répond  à  un  point  pris  à  volonté 
dans  la  figure  F',  ce  qui  permettrait  de  tracer  la  conique  par  points.  Oa 
déterminera  (730) la  droite  limite  J'  de  la  figure  F';  cette  droite  pourra 
rencontrer  le  cercle  en  deux  points  ■>.',)  ',  ou  le  toucher  en  un  seul  point 
s',  ou  être  extérieur  à  ce  cercle. 

Dans  le  premier  cas,  la  conique  aura  deux  points  à  l'infini ,  placés  sur 
Ox'etOy;  ce  sera  donc  une  hyperbole,  dont  on  aura  les  asymptotes  en 
cherchant  les  homologues  des  droites  p'x', !''.)',  qui  touchent  le  cercle 
aux  points  a:'  et/. 

Dans  le  deuxième  cas,  la  conique  n'aura  qu'un  point  à  l'iniini  situù 
sur  Oz'  ;  ce  sera  une  parabole  dont  l'axe,  d'ailleurs  parallclo  ii  Oî',  s'ob- 
I  icndra  en  prenant  la  polaire  du  point  situé  à  l'infini  sur  la  direction  per- 
pendicukiie  à  Oa'. 

Dans  le  troisième  cas,  la  conique  n'ayant  aucun  point  à  l'infini  spra  une 
elhpse,  dont  on  aura  le  centre  en  prenant  l'homologue/^  du  pôle  p'  de  X 
par  rapport  au  cercle. 


,  Google 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  des  droites  Ox'  et  Oy  qui  sont  les  directions  asympto tiques.  Mais 
on  peut  obtenirces  parallèles  aux  axes  sansfaire  intervenir  lesdroiteiO  x' 
et  Oj',  de  manière  à  avoir  une  construction  qui  s  applique  au  cas  de 
l'ellipse,  dans  lequel  Oi/  et  0/  sont  imaginnires  II  suffit  de  tracer  le 
diamètre  du  cercle  qui  passe  par  le  point  p';  les  directions  dtmand^e-. 
seront  celles  des  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  exlremitéi  df  ce 
diamètre. 


^180.  On  sait  que  deux  fisiires  homo  thé  tiques  no  sont  antre  chose 
que  deux  flgnres  iiomologiques  dont  l'ase  d'homologie  est  à  l'infini  (732). 
!i  suit  de  là  el  des  propriétés  démontrées  au  n°  1178  que  In  f^ure 
honmthétique  d'une  conU/iie  est  une  conique,  et  qne  deiix  coniques  liomo' 
théliques  "itt  une  cnrde  commune  à  l'infini.  Réciproque  ment,  lonqur 
ta  limite  de  l'infini  est  une  corde  commune  à  deux  coniques  C  et  C,  ces 
couHies  sont  homotbétiqiies.  En  efîet,  si  deux  points  de  la  droite  de  l'in- 
fini sont  conjugués  par  rapport  à  l'une  des  coniques,  ils  sont  conjugués 
par  rapport  à  l'autre  ;  par  suite,  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
delà  courbo  C  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe  C 
Cela  posé,  soient  AB  et  A'B'  deux  diamètres  parallèles  des  coniques  C 
et  C;  Mêlant  un  point  quelconque  de  C,  AM  et  BM  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  C,  et,  par  suite,  les  parallèles  A'M'  et  B'M' 
à  AMelà  BM  se  coupent  en  un  point  M' de  la  conique  C.  Or  (360),  les 
points  M  et  SI'  ainsi  déterminés  décrivent  deux  figures  homothétiquss 
dont  le  rapport  de  similitude  est  tt^- 

Il  résuite  de  là  que  toute  conique  passant  par  les  deux  jminls  cycliqiiei 
de  son  plan  est  un  cercle,  car,  ayant  la  droite  de  l'infini  pour  corde  com- 
mune avec  un  cercle  quelconque  de  ce  plan,  elle  est  homothétique  à  co 
cercle, 

1181.  Deux  coniques  homntkétique.i  et  concentriques  ont  un  double 
contact  sur  la  droite  de  l'infini.  En  effet,  soient  s  et  o  les  points  com- 
muns aux  deux  coniques  et  à  la  droite  de  l'infini.  Les  tangentes  en  e  et  v 
à  la  première  conique  doivent  passer  par  le  pôle  de  sf,  c'est-à-dire  par 
le  centre  0  de  eelfe  conique;  de  m&me,  les  tangentes  en  e  et  ly  à  la 
deuxième  conique  doivent  passer  par  0  ;  donc  les  deux  coniques  ont  Icis 
mêmes  tangentes  en  s  et  ^ .  Réciproquement,  deu3:  coniques  qui  ont  un 
double  contact  sur  la  droite  de  l'in(îm  sont  homollictiqiics  cl  concen- 
triques ;  car  d'abord  elles  sont  homothétiques,  puisque  la  droite  de  l'in- 
âni  est  une  corde  commune,  et,  d'autre  part,  le  centre  de  chacune  d'elles 
doit  être  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  qui  est  le  même  pour  les  deux 
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coniques,  puisque  c'est  le  point  de  concours  des  iangenles  communeû 
nn  3  et  y. 

1182.  Deu^î  figures  semblaLles  ne  diffèren t en  définilivequepor l'échelle 
à  laquelle  elles  sont  construites,  de  sorte  qu'un  simple  cliangcment  d'é- 
chelle les  rendrait  égales.  Donc,  pour  trouver  les  conditions  de  similitude 
de  deux  courbes  de  même  espèce,  il  suffit  de  distinguer,  d'après  la  défi- 
nition des  courbes  de  cette  espèce,  les  dunnées  distinctes  et  ind6pen- 
(îanles  relalives  à  la  forme  des  données  relatives  à  la  position.  Par 
exemple,  si  la  connaissance  d'une  seule  grandeur  suffit  pour  déterminer 
la  forme  d'une  courbe  d'une  cerlaine  espèce,  toiiles  les  courbes  de  cotte 
espèce  sont  semblables,  car  un  simple  changement  dVclielle  permet 
de  leslàire  coïncider.  Ainsi  tous  les  cercle:*  sont  semblables,  toutes  les 
paraboles  sont  semblables.  Si  la  forme  de  la  courba  dépend  de  plusieurs 
données  distinctes  et  indépendantes,  il  faut  que  les  données  angulaires 
homologues  soient  égales  et  les  données  linéaires  homologiics  proportion- 
nelles ;  car,  le  changement  d'échelle  no  permettant  de  rendre  égaux  que 
deux  éléments  linéaires  homologues,  l'égalité  des  autres  éli'ments  linéaires 
homologues  doit  résulter  de  celle  des  deux  premiers.  C'est  ainsi  que  la 
similitude  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles  consiste  dans  la  pro- 
porlionnahté  de  leurs  axes. 

Quand  deux  pnrnboles  ont  leurs  axes  parallèles,  elles  snnt  himwthé- 
tiques ;enBS  touchent  la  droite  do  l'inrini  au  même  point  :  c'est  lo  iu'int 
situé  sur  leurs  axes  parallèles. 


H83.  Nous  avons  dit  que  c'était  surtout  à  propos  des  coniques  qu'ap- 
paraîtrait la  poitée  de  celle  méthode,  dont  nous  avons  exposé  les  pre- 
miers prmcipes  aux  n°"72b  726  et  727. 

Voici  un  premier  exemple  important  par  lui-même  et  par  la  facilité 
avec  laquelle  la  méthode  s  y  applique  : 

Un  triangle  ABC  étant  traeé  dans  le  plan  d'une  coni/fiie  qui  ren- 
contre ses  côlét  conseculijs  AB,  BC,  CA,  en  trois  couples  de  points  (c,  c"), 
(ii,fi)  (b  b)  Its  icgnienls  que  ces  points  ferment  sur  les  câtés  ont 
cm  II  eiii  In  relation 

kl    M     C^-Cn'    Br.lir'  _ 
Lb.Lb    B<--.Brt''Ac.A.:'       '' 

En  effet,  celte  relation  est  projective  ;  car,  lorsqu'on  a  chassé  le  déno- 
minateur, on  voit  qu'elle  salisfaitaux  conditions  prescrites  dans  le  n°727. 
D'ailleurs,  elle  est  évidente  sur  le  cercle,  à  cause  de  la  propriété  des  se- 
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cantes  ;  donc  elle  convienL  à  une  seclion  conique  quelconque,  puisqu'une 
telle  courbe  pDut  toujours  être  projetée  suivant  un  cercle. 

Ce  théorème,  dû  à  Carnet  { Géométrie  île  fiosUion,  p,  437  ) ,  est  la  géné- 
ralisation de  celui  de  Ménélaiis  (310).  Il  a  de  nombreuse^  conséquences, 
Par  exemple,  si  le  sommet  B  du  triangle  MSC  est  à  l'infini,  la  relation 
précédente  devient 

AJ.Ai'      C//.ai- 


Or,  si  par  un  point  quelconque  D  de  la  droite  Cnn'  on  m&ne  u 
•rallèle  à  AC,qui  rencontre  la  conique  en  cet  e\  on  aura  de  mcm 

De. De'      CI>X.b- 


d'où,  en  rapprochant  les  deux  équations  précédentes, 

Xb.kb'  _hc.{)c' 
Ac.àf'~U'i.D«'' 

Donc  ;  Si  dans  le  plan  d'une  conique  onmène  pnr  un  point  qitehorKjue  l^ 
deua:  droites  parallèles  à  deux  axes  fixes,  le  rapport  des  pnxlidls  des 
segments  [réels  ou  imaginaires)  que  la  courbe  détermine  sur  ces  droites  à 
partir  de  leur  point  commun  K  est  constant .  Ce  théorème  est  dû  à  Newton 
(Énumération  des  courbes  du  troiiiéme  irtlie). 

1184.  Pour  montrer  toute  la  fécondité  de  cette  méthode  relativement 
à  la  recherche  des  propriétés  des  sectionsconiques,  ilFautéUiblirquelques 
nouveaux  principes. 

i"  On  peut  projeter  une  comque  C  de  telle  sorte  qu'une  droite  L  de 
son  plan  passe  à  l'infini,  tl  qu'un  point  f  de  ce  même  plan  se  projette  au 
foyer  de  la  nouvelle  conii/ue  C.  —  Le  point  F  doit,  d'après  cela,  ôtre  à 
l'intérieur  de  la  conique  C.  Par  suite,  l'involution  déterminée  sur  la  droite  L 
par  teus  les  couples  de  droites  conjuguées  issues  du  point  F  a  ses  points 
doubles  imaginaireslHiO),  de  sorte  qu'il  existe  de  part  et  d'autre  de  L 
deux  points  P  et  P'  de  chacun  desquels  on  voit  sous  un  angle  droit  les 
divers  segments  de  l'involution.  Plaçons  le  sommet  S  du  cône  sur  la  cir- 
conférence décrite,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  conique  C, 
sur  PP'  comme  diamètre,  et  prenons  pour  plan  de  projection  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  du  sommet  S  et  de  la  droite  L.  De  cette  façon,  la  droite  L 
passera  à  l'infini  dans  la  projection ,  et  c!iaque  couple  de  droites  conju- 
guées issues  du  point  y  deviendra  en  projection  un  couple  de  droites 
rectangulaires  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  C.  La  projection  du 
point/sera  donc  (HS5)  un  foyer  de  cette  nouvelle  courbe  C  Ajoutons 
que  celle  conique  C  sera  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole, 
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suivant  que  la  droilo  L  coupera  la  conique  primilive  C  en  deux  points 
réels,  imaginaires  ou  coïncidents. 

Le  pôle  o  de  ia  droite  L,  par  rapport  è  la  coniquo  C,  deviendra  en  pro- 
jection io  centre  de  la  conique  C  (1112).  On  /wui  donc  prcjcler  uni:  cli- 
nique C  de  manière  que  deux  points  f  et  o  de  son  plan  dcciennent,  en 
projection,  l'un  le  foyer,  l'autre  le  centre  de  la  nouvelle  conique  C. 

En  particulier,  si  /coïncide  avec  le  pôle  o  de  la  droite  L  par  rapport 
à  la  conique  C,  le  mèma  point  sera  en  projection  le  centre  et  le  foyer  de 
la  nouvelle  conique  C,  qui  dès  lors  sera  un  cercle.  On  peut  donc  projeter 
une  conique  suivant  un  cercle  de  telle  snrle  qu'un  point  de  son  plan  se 
projette  au  centre  du  ceivle  ou  qu'une  droite  de  son  plun  passe  à  l'infiniT 

2'  On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  cercles,— W  faut  évidemment  que  les  deux  coniques  proposées  aient 
au  plus  deus  points  communs  réels  ;  il  existe  alors  une  corde  commune 
réelle  qui  rencontre  les  deux  coniques  en  deux  points  imaginaires 
(1170,  3°).  En  projetant  de  telle  sorte  que  l'une  des  coniques  devienne 
un  cercle  et  que  cette  corde  commune  passe  à  l'inllni,  l'autre  conique 
donnera  aussi  un  cercle,  car  les  deux  courbes  ayant  en  projection  une 
cordecoDimune  à  l'infini  seront  homothétiqnes  (1180),  et  la  figure  homo- 
tliétique  d'un  cercle  est  un  cercle. 

Si  les  deux  coniques  proposées  ont  un  double  contact  imaginaire,  on 
peut  les  projeter  suivant  deux  cercles  concentriques.  Car,  en  projetant 
l'une  des  coniques  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  la  corde  de  con- 
tact passe  à  l'infini,  l'autre  conique  donnera  un  cercle  de  même  centre, 
puisque  les  deux  courbes  en  projection  ayant  un  double  contact  sur  h 
droile  de  l'infini  devront  être  homolhétiques  et  concentriques. 

Les  doux  droites  qui  joignent  le  foyer  d'une  conique  aux  points  circu- 
laires à  l'inBni  sont  tangentes  à  la  conique  (1162),  et  la  corde  de  contarl 
est  la  polaire  du  foyer,  e'est-à-dire  la  directrice.  Donc,  deuj^  coniques  qui 
ont  même  foyer  et  même  directrice  peui'ent  être  projetées  suivant  deux 
cercles  concentriques,  attendu  qu'elles  ont  un  double  contact  imaginaire 
sur  la  directrice  commune. 

3°  On  peut  projeter  une  conique  C  de  telle  sorte  que  deux  points  [in- 
térieurs] de  son  plan,  f  et  f' ,  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de 
la  nouvelle  conique  C.  —  En  effet,  en  désignant  par  a  et  a'  les  points  cù 
la  droite  ff  coupe  ia  conique  C,  et  par  k  et  k'  les  points  qui  divisent  i\ 
la  fois  liarmoniquement  les  segments  W  et  ff,  il  suffit  de  projeter  de 
telle  sorte  que  /  et  k  deviennent  l'un  le  foyer,  l'autre  le  centre  de  la  nou- 
velle conique  C',  Alors  la  projection  de/'  sera  évidemment  l'autre  foyer. 

On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  coniques  confocales.  —  Ces  deux  coniques  doi\ont  avoir  un  sen! 
couple  d'ombilics  réeLi,  et  ces  deux  ombilics  doivent  être  intérieurs  à 
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i'une  et  à  l'autre  courbe.  Cela  étant,  il  suffit  de  projeter  de  manière  que 
ces  deus  ombilics  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de  l'une  des 
courbes;  lisseront  par  cela  mémo  les  deux  foyers  de  l'autre  (H61). 

Voici  des  applications  : 

Dans  tout  quadrihitèrc  inscrit  à  une  conique,  l'intersection  des  deux 
diagonales  est  te  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côté-' 
'  pposés;  tes  diagonales  de  ce  quadrilatère  et  celles  du  quadrilatère  don! 
!:-s  célès  sont  les  tangentes  à  lu  conique  menées  par  les  sommets  du  qan- 
drilatère  inscrit  se  coupent  au  même  point  et  forment  un  faisceau  har- 
monique. Car,  en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle,  de  telle  sorte  que 
!a  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  passe  à  l'inQni,  le  tbéorème  devient  évident. 

Quand  deux  coniques  ont  un  ilouble  contact,  toute  conte  de  l'une  qui 
est  tangente  à  l'autre  est  divisée  harmoniquement  par  le  point  de  contact 
et  parte  point  où  elle  rencontre  la  conle  de  contact  des  deux  coniques. 
Car,  en  projetant  les  deux  coniques  suivant  deus  cercles  concentriques, 
on  transforme  cette  proposition  dans  la  suivante,  qui  est  évidente  :  Toute 
corde  d'un  cercle  tangente  à  un  cercle  concentrique  a  son  milieu  au  point 
de  contact.. 

Si  deux  côtés  d'un  triangle  inscrit  A  une  conique  passent  cimcun  par 
un  point  fixe,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique  qui  a  un  double 
contact  avec  la  première  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes.  Car, 
en  projetant  la  conique  suivant  uncercie  de  telle  sorte  que  les  deux  points 
fixes  passent  à  l'infini,  on  retombe  sur  ce  théorème  :  Si  deux  côtés  d'un 
triangle  inscrit  dans  un  cercle  sont  parallèles  à  deux  droites  données,  le 
troisième  côté  enveloppe  un  cercle  concentrique,  ce  qui  est  évident  puis 
que  l'angle  au  sommet  du  triangle  est  constant 

On  voit  immédiatement  que  h  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent 
par  un  point  fixe  et  qtd  touc/ient  une  dr>ue  fixe  eU  une  parab  le  d  nt 
te  point  fixe  est  le  foyer.  En  transformant  pir  projection  ce  théorème 
et  remarquant  que  le  point  fixe  ou  fojer  et  les  deux  points  cycliques 
forment  un  triangle  circonscrit  a  la  piribole  on  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Étant  donnes  un  triangU  et  une  dioite,  \i  l  m  conc  t 
toutes  les  coniques  circonscrites  a  ce  II  langle  et  tangentes  a  cette  droilt 
le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  a  deux  des  sommets  du 
triangle  est  une  conique  inscrite  dans  ce  triangle 

Nous  avons  démontré  {1H>4)  que  le  cercle  circonscrit  a  tout  triangle 
formé  par  trois  tangentes  a  la  parabole  paue  par  le  foyer  en  remar 
quant  que  le  foyer  et  les  deux  poinLs  cjcliques  forment  un  second 
triangle  circonscrit  à  la  parabole  et  transformant  i.ar  projection  on 
arrive  à  ce  théorème  :  Si  d<ux  triangles  sont  ciiLOUScnls  a  une  conique 
leurs  six  sommets  sont  situes  sur  une  conique. 

R.  et  m  C.  -   Tr.  de  Géam    (  !!■  l'ailif).  29 
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H8o.  La  solution  générale  du  problème  de  la  transformation  des  rela- 
tions aiigiiliiires  est  due  à  M.  Laguerre  [JSoiwellcs  Amudcs,  i853).  Elle 
repose  sur  le  principe  suivant  ; 

Le  rappoH  ari/ianiionigitc 

oiii^g'  '  iiiii'u/i 

du.  faisceau  formé  par  les  côtés  d'un  an^le  uo'-  =  9  ci  par  tes  droites  qui 

joignent  son  sommet  aux  points  cjcliques  g  et  h  du  plan  est  égal  à 

gi)i/^_  En  effet,  m  élant  un  point  d'un  cercle  ayjnt  v  pour  centre  et  R 

pour  rayon,  on  a,  en  menant  mp  parallèle  à  oe  jusqu'à  sa  rencontre 

avec  ou., 

— -       — ■                            „       „,        ,     &\nHom  pm 

"I'   -^  J>"i    -^  lop.pmcos'j  =^K.       cl     -V ==  — ' — , 

d'où,  en  désignant  par  z  ce  rapport  de  sinus, 

~  op- 
Or,  si  tn  est  l'un  des  points  g  ou/i,  op  est  infini,  et  l'on  voit  que  le  rap- 
port anharmonique  a  bien  la  valeur  énoncée,  puisqu'il  est  égal  au  quo- 
tieDt  des  racines  de  l'équation 


Cela  posé,  soit  «oc  =  9  un  angle  quelconque,  UOV  sa  projection,  G  et  H 
les  projections  des  points  cycliques  g  et  A  du  plan  uov;  en  désignant  parp 
et  nommant  rapport  nnhnrmonique  relatif  à  l'angle  UOV  le  rapport  (i), 
dans  lequel  on  remplace  chaque  lettre  par  la  lettre  majuscule  correspon- 
dante, on  a,  en  vertu  de  la  projeclivité  du  rapport  anharmonique, 

e''''"'  =  p,    d'où    'i  ~- — -.iz^lugû. 

Telle  est  la  relation  entre  -an  angle  et  sa  projection.  Donc  enfin,  à  une 
relation  quelconque 

/(»..«...■.,'.;=" 

entre  les  anglesS,,  .  -  -,0„  d'une  figure  répond,  entre  les  angles  '/, ,  ..  .,<.[^ 
de  la  figure  projection ,  la  relation 

où  p,  désigne  le  rapport  anharmonique  relatif  à  l'angle  Sj. 

Eemarquons  que,  dans  ie  cas  particulier  de  S  —  -!  ona  p  =  (;''>^  =  — i; 
donc,  à  tout  angle  droit  d\mc  Jîgurc  répond,  dans  la  fgure  projection, 
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in  anç;lc  dont  les  cotés  divisent  /inrii!tini(jaemeiit  les  dn 
!omiiiet  niix  pmjccthnx  des  jioi/its  cycliques . 

Voici  quelques  applications  : 

Deux  rniiiques  confocalus  s 
icnl  iirlh'igonalenient  (H  il). 


Le  lieu  des  angles  droits  c/rcon- 
srrlls  à  uni;  ellipse  on  à  une  Itfpcr- 


Le  lieu  des  angles  droits  circo/i- 
srrits  h  une  parabole  est  la  direc- 
trU-e[\(itë). 


du  c 


du. 


Si  deux  eoniijucs  sont  inscrites 
dans  te  même  ijuadrilatére,  les  deux 
tangentes  à  l'un  des  points  com- 
muns divisent  liarntoniqiiemenl  une 
diagonale  quelconque  de  ce  quadri- 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conique,  dont  les  côtés  divisent 
harmoniquement  une  ligne  droite 
donnée  ab,  est  une  conique  passant 
par  les  points  a  et  b. 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conique,  dont  les  côtés  divisent 
harmoniquement  une  tangente  ab 
à  cette  conique,  est  la  droite  qui 
]  tnt  les  jioints  de  contact  des  tan- 

Si  autour  d'un  point  fixe  on  fuit 

l  ilirner  deux  rayons  foni/ant  rlciix 

homographiques  dont  fe.v 

doubles  soient  les  tangentes 

a  une  conique,  la  cinle  interceptée 

i  dans  laconique  enveloppe  une  autre 

1   conique  qui  a  avec  la  première  un 

double   contact   sur   Ut  polaire  du 

poiHtf.cc, 
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1189.  Construire  une  conique  connaissant  : 

1°  Cinq  points  a,  b,  e,  d,  e.  —  abcd  forme  un  quadrilatère  inscril 
dans  la  conique  cherchée.  Par  le  point  e,  on  mènera  une  droite  quel- 
conque ef,  et  l'on  cherchera  le  point  /conjugué  du  point  e  dans  l'invo- 
lution  déterminée  sur  cette  droite  par  les  poinls  où  elle  rencontre  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère.  Le  point  /  appartiendra  à  la  conique. 

Si  l'on  veut  trouver  la  tangente  bt  en  b,  on  regardera  acbt  comme  un 
quadrilatère  inscrit,  dont  deux  sommets  sont  infiniment  voisins  en  b,  ot 
la  droile  ed  comme  une  transversale  de  ce  quadrilatère.  Celle  transver- 
sale coupe  les  côtés  opposés  ba,  be,  en  a,  7,  la  courbe  en  e  el  d,  et  les 


1  cercle  , 
'imme  commet  on  ja/t  tourner  un 

mgle   de   grandeur  constante,   la  ' 

•  idequ  d  intercepte  d mç  le  cercle  I 

;mcloppe  un  cf.irk  tonrenlrique.  \ 
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côU's  opposés  (ic,  bt,  en  S  et  x.  Ces  six  poirils  formant  une  involution, 
ca  déterminera  le  point  ^,  et  par  suite  ia  tangente  ùi. 

2"  Cinq  langenlcx,  A,  B,  C,  D,  E,  —  Quatre  des  tangentes  données  for- 
ment un  quadrilatère  circonscrit.  Qu'on  prenne  sur  la  cinquième  un 
1  ûint  quelconque  a  et  qu'on  le  joigne  aux  quatre  sommets  du  quadrila- 
lôre;  le  sixième  rayon,  conjugué  à  !a  cinquième  tan};ente  dans  l'involution 
que  ces  quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  du  point  n. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  point  de  contact  de  la  langente  B. 
On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  A,  C,  B,  dont  deux 
côtés  se  confondenten  un  seul  suivant  B,  et  dont  (A,C),  (A,  B),  (B,  C) 
01 1  sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  /  est  inconnu,  mais  les  six  rayons 
qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de  D  et  E,  savoir  :  D,  E,  1  (A,  B), 
!  (B,C),  1  [A,  C),  11,  sont  en  involution,  et  cinq  sont  connus.  Il  sera 
donc  facile  de  déterminer  le  sixième  et,  par  suite,  le  point  cherché  (. 

Dans  ie  cas  de  la  parabole,  la  cinquième  tangtnte  est  donnée  implici- 
tement; c'est  ia  droite  de  l'infini.  Les  quatre  qui  sont  données  forment 
uti  quadrilatère.  Par  les  sommets  de  ce  quadrilatère,  on  mènera  quatre 
parallèles  dans  une  direction  arbitraire;  on  les  coupera  par  une  trans- 
versale quelconque,  sur  laquelle  on  cherchera  le  point  central  de  l'inv:^- 
lution  qu'elles  y  déterminent,  et  la  parallèle  aux  autres  droites  meni'o 
par  ce  point  sera  une  cinquième  tangente. 

3°  Quatre  pninis  et  une  tangente. —  Soient  abcd  le  quadrilatère  donné 
et  e  le  point  de  contact  inconnu  de  la  langente.  Soient  a,  a',  et  p,  p', 
les  points  où  celte  langente  rencontre  successivement  les  câiés  opposés 
du  quadrilatère.  Ces  points  déterminent  une  involution  dont  e  est  un 
point  double.  Il  sera  donc  facile  de  le  trouver.  On  voit  que  la  question  a 
deux  solutions. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  est  à  l'inûni.  Soit  S  le  point 
de  concours  des  côtés  opposés  ad  et  bc  du  quadrilaière  donné.  Qu'on 
mène  Se',  Srf',  parallèles  respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés; 
en  a  quatre  rayons  Se",  Sit,  Se,  Srf,  issus  du  point  S,  qui,  conjugués 
deux  à  deux,  déterminent  une  involution.  Chacun  des  deuïrayoïistloubles 
de  celle  involution  est  parallèle  à  l'axe  d'une  parabole  qui  satisfait  à  la 
question. 

4  Q  atre  tange  te  et  un  po  ni  —  On  trou  e  une  nqu  en  e  la  ^en  e 
n  cl  ercl  ant  les  nj  ons  doubles  de  I  n  olul  on  qu  et  déterm  née  par 
lea  quatre  r  yon'*  eut]  ^ués  deux  a  deux  qu  on  ob  ent  en  jo  "nant  le 
p  nt  donné  aux  n  mets  du  q  adrlaère  f  rn  e  par  les  qua  re  la 
ne  e  do  nées  Lhac  n  des  deux  ayons  do  b  es  est  u  e  tangente  a  la 
con  que    0    a  donc  deux  solut  ons  d     ncle 

Pour  la  pa  aboie   on  donne  u    po  ni  et   ro  s  tangente     la  quatr  eme 
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est  a  rinfîni.  La  solution  est  la  même;  deux  des  ravons  de  l'involution 
soDt  parallèles  respectivement  à  deux  des  tangentes  donnéâs. 

5°  Trots  imints  et  deux  tangentes.  —  Soient  il,  b,  c,  les  trois  points 
donnés,  T  et  T' les  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  0  et  qui  touclient 
respectivement  la  courbe  aux  deux  points  <l  et  e  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. On  peut  regarder  la  corde  de  contact  de  comme  représentant  un 
quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  en  (/  et  les  deux  autres  en  e, 
La  corde  hc,  considérée  comme  une  transversale  du  quadrilatère  et  de 
la  courbe,  fournit  une  relation  d'involution,  en  vertu  du  théorème  de 
Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe  ks  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère et  la  courbe.  Ces  points  se  réduisent  ici  à  cinq,  savoir  ;  (,  (', 
sur  les  tangentes  dQ,  eO,  respectivement;  s,  sur  les  deux  autres  côtés 
opposés  qui  se  confondent  en  un  seul  de;  et  enfin  b,  e,  sur  la  courbe. 
Le  point  t  est  donc  un  point  double  de  l'involution  déterminée  par  les 
segments  bc,  tt'.  —  Si  l'on  prend  aè  comme  transversale  au  lieu  de  bc,  on 
trouvera  de  même  un  point  f  appartenant  à  la  corde  de  contact  de,  qui 
sera  ainsi  déterminée  par  les  deux  points  s  et  f.  Mhîs  comme  chacune 
des  deux  relations  d'involution  fournit  deux  poinis  doubles  s  et  s',  f  et  ^', 
on  obtiendra  quatre  positions  distinctes  de  la  corde  de,  savoir  -.  ^f,  e/, 
î'cp,  t'f\  c'est-à-dire  quatre  solulions  du  problème  propesé. 

Dans  le  cjis  de  la  parabole  où  l'on  ne  donne  qu'une  langente  et  trois 
points, on  obtient  de  même  quatre  solutions.  La  tangente  T'  est  à  i'inGnî, 
ainsi  que  le  point  t';  donc,  le  point  (  qui  lui  est  conjugué  dans  l'invo- 
lution est  le  point  centra!  de  cette  involution,  dont  on  connaît  en  outre  le 
segment  bc  et  dont  il  s'agit  de  trouver  les  points  doubles.  Chacune  des 
quatre  cordes  de  contact  e^  est  un  diamètre  d'une  parabole  satisfaisant 
aux  conditions  proposées. 

6°  Trois  tangentes  et  rfm.r /m/nM.  —  Nous  allons  déterminer  deux  nou- 
velles tangentes  à  la  courbe  aux  poinis  donnés  a  et  b.  Soient  AB,  BG,  CD, 
celles  qui  sont  données.  Désignons  par  O  le  point  de  contact  inconnu  des 
deux  tangentes  cherchées;  si  l'on  regarde  l'angle  bOa  comme  un  qua- 
drilatère circonscrit  driGb  dont  les  côtés  adjacents  se  sont  confondus 
deux  à  deux  en  nnseul  OnouOi,  enverra  que  la  droite  BO  est  un  rayon 
double  de  l'involution  formée  par  les  deux  couples  de  rayons  conjugués  Ba 
et  B6,  BÂ  et  BC.  PareillemeDt,  CO  est  un  rayon  double  de  l'involution  Co, 
Ce,  CB,  CD.  Donc,  le  point  0,  intersection  des  rayons  BO  et  CO,  est  dé- 
terminé. Mais,  comme  chacune  des  invoiutions  comporte  deux  tels  rayons, 
on  obtient  quatre  positions  distinctes  du  point  O,  et,  par  conséquent,  le 
problème  admet,  comme  le  précédent,  quatre  solulions. 

S'il  s'agit  d'une  parabole,  l'une  des  trois  tangentes  données  est  à  l'infini, 
BC  par  exemple.  La  construction  reste  la  même  en  principe  ;  mais  ici  les 
deux  faisceaux  de  rayons  en  involution  se  composent  de  droites  parallèles, 
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pviipque  leurs  rayons  respectifs  B  et  C  sont  à  riiiQni.  Coupons-les  par  une 
transversale  quelconque.  On  aura  sur  cette  droite,  relativement  au  pre- 
mier faisceau  ;  deux  points  «,  p,  intersections  des  rayons  conjugués  oB, 
6B;  un  point  w,  intersection  du  rayon  AB  dont  le  conjugué  CB  est  à  l'in- 
ûni,  ce  qui  est  cause  que  &)  est  le  point  central  de  l'involutîon;  enfin  un 
point  double  jc,  intersection  du  rayon  BX,  et  qu'il  s'agit  de  délerminer. 
ftelativomcnt  au  second  faisceau,  on  aura  de  même  deux  poinis  conju- 
i^ués  d'une  involulion  a',  S',  un  point  central  u',  et  l'on  déterminera  un 
point  double/.  Les  droites  j'O,  j-O,  parallèles  respectivement  aux  (\e-,.x 
tangentes  données  AB,  DC,  se  couperont  au  sommet  0  de  l'angle  circun- 
scrit  à  l'arc  ab  de  la  parabole,  et  l'on  aura  encore  quatre  solutions,  parce 
que  l'on  obtiendra  deux  positions  du  point  j:  et  deux  positions  du  poini  j. 

U87.  Les  solutions  précédentes,  qui  sont  extraites  d'un  cxcc'Ieut 
article  de  M.  de  Jonquières,  publié  dans  le  tome  XVI  des  Lfiiim/ie.i 
Ànntilfs  {\"  série)  ,  sont  fondées  sur  le  théorÈme  de  Desargues  et  b 
théorème  corrélatif. 

Les  autres  théorèmes  généraux  (proposition  fondamentale  du  n°  1131, 
théorème  de  Pascal,  théorème  de  Carnot,  etc.)  fourniraient  de 'nouvelles 
solutions. 

Beprcnons,  par  oxemjile,  le  premier  cas,  c'est-à-dire  celui  où  l'on 
donne  cinq  points  «,  b,  c,  il,  e,  el  appliquons  la  proposition  fondamen- 
tale du  n"  1131.  On  prendra  deux  des  poinis  donnés  d  el  e  comme  som- 
mets des  deux  faisceaux  homographiques  dont  on  aura  alors  trois  couples 
[da,  en),  (ilb,  cb),  (de,  ce)  de  rayons  homologues,  L'iutersection  d'une 
droile  <■/,■»  menée  à  volonté  par  d  et  do  son  homologue  em  sera  un  nou- 
veau point  de  la  conique,  —  La  tangente  au  point  cl  sera  l'homologue  du 
rayon  cel  considéré  comme  appartenant  au  faisceau  (e),  et  celle  con- 
struction donnera  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  conique,  car 
il  suffira  de  considérer  ce  point  comme  le  sommet  de  l'un  des  faisceaux 
générateurs.  —  Les  poinis  où  une  droite  donnée  L  rencontre  la  conique 
seront  les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  cette  droite  par 
!es  deux  faisceaux.  —  Les  directions  des  asymptotes  s'obtiendront  en 
iransportant  le  faisceau  (e)  parallèlement  à  lui-même  au  sommet  d,  et 
prenant  les  rayons  doubles  du  faisceau  [ri]  et  du  faisceau  (  e]  ainsi  trans- 
porté; car  ces  rayons  doubles  sont  les  rayons  du  faisceau  (d)  dont 
les  homologues  dans  (e)  sont  parallèles.—  Enfin,  une  fois  les  deux  points 
à  l'inlîni  u  et  «'  ainsi  déterminés,  on  aura  les  asymptotes  elles-mêmes 
en  menant  les  tangentes  en  ces  deux  points,  ce  qui  se  fait  en  considérant 
la  conique  comme  engendrée  par  deuxfaisceauxayant  «et  w' pour  centres 
et  prenant  dans  chaque  faisceau  l'homologue  de  !a  droite  à  l'infini  «u'. 
Voici  le  détail  de  ces  opérations  :  par  a,  b,  c,  on  mrne  des  parallèles  a  a, 
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«3,  CYi  et  fia',  6p',  Cf',  aux  droites  déjà  trouvoDS  dm,  dm';  soient 
a,  ^,  -j,  a',  f!',  -j\  les  points  oii  ces  droites  rencontrent  une  iransver- 
sale  quelconque  L;  la  droite  lotu'  rencontre  L  à  Tinfini;  on  détermi- 
nera les  points  I  et  J'  conjugués  de  l'infini  dans  les  deux  divisions  dé- 
terminées par  les  trois  couples  (a,  a'),  (p,  P').  ('h  y');  les  droites 
menées  par  I  para  Hèle  me  ni  à  </w  et  par  J'  parallèlement  à  doi'  seront 
les  asymptoles. 

Indiquons  maintenant  la  solution  fondée  sur  le  théorème  de  Pascal.  — 
Pour  avoir  le  point/où  une  droite  quelconque  menée  par  a  rcnconlio 
la  courbe,  on  considérera  l'hesagono  inscrit  dont  les  sommets  seraient 
/r,  b,  c,  d,  e,  /  (fig.  -212),  On  prendra  le  point  n  commun  aus  côlés 
opposés  rt/et  cd,  le  point  /  commun  à  ab  et  de;  la  droile  ni  contiendra 
le  point  de  concours  du  côté  bc  et  du  côté  inconnu  ef;  on  aura  donc  ce 
point  de  concours  m  par  la  rencontre  de  bc  et  de  tn.  Dès  lors,  les  droites 
n/et  ffit  donneront  le  point  demandé/.  —  On  obtient  la  tangente  en  a 
en  considérant  le  pentagone  cibcde  comme  un  hexagone  abcdef  dont 
deux  sommets  voisins  a  et  /  seraient  confondus;  le  côté  «/est  alors 
remplacé  par  !a  tangente  en  a,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  A  cet  effet,  on 
prendra  l'intersection  /de  iû/et  de  de,  l'intersection  m  de  ic  et  defo; 
la  droite  m/ sera  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  couples  de 
cûlés  opposés  ;  elle  contiendra  donc  le  point  de  concours  de  cd  et  de  la 
tangente  en  a;  ce  point  sera  donc  à  la  rencontre  n  de  cd  et  de  ml,  et 
in  sera  la  tangente  cherchée.  Ces  constructions  sont,  au  fond,  d'une 
grande  simplicité. 

La  tangente  en  a  une  fois  connue,  on  peut  trouver  les  éléments  de  la 
courbe  par  la  théorie  des  figures  homologiques,  comme  nous  l'avons 
eîpliqué  au  n"  1J79,  3°. 

Nous  devons  faire  connaître  ici  une  généralisation  remarquable 
du  théorème  de  Pascal ,  qui  est  due  à  M.  Aubert  {Nouvelles 
Annales,  3'  série,  tome  Vllt)  et  qui  donne  neuf  points  en  ligne 
droite. 

La  proposition  de  M.  Aubert  peut  s'énoncer  ainsi  ; 

Si  deux  triangles  ABC,  A'D'C  inscrits  dans  une  conique  sont 
homologiques,  et  si  l'on  prend  un  point  I  sur  la  conique,  les  points 
de  concours  a,  P,  Y  '^"^  droites  BC  et  lA',  CA  et  IB',  AB  <:'t 
!C'  sont  situe's  sur  une  même  droite  h  passant  par  le  centre  d'hu- 
mologie  D. 

En  effet,  considérons  les  trois  hexagones  lA'ABCC,  IB'BCAA', 
IC'CABB';  ils  ont  un  sommet  commun  I  et  chacun  des  autres  som- 
mets se  déduit  de  ceux  de  l'hexagone  précédent  par  une  permutation 
circulaire  effectuée  sur  les  lettres.  Les  trois  droites  de  Pascal  corres- 
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sont 

aD-;,     ^l):t,     -,'1)3. 

Cliacune  d'elles  ayant  deux  points  communs  avec  chacune  des  deiiN 
autres,  ces  trois  droites  coïncident  et,  par  suite,  les  points  a,  ^,  •;,  D  sont 
en  ligne  droite. 

Ce  théorème  a  de  nombreuses  conséquences  ous  **  gmlerons  seule- 
ment sou  application  à  la  construction  d'une  con  q  f  do  ee  par  cinq 
pointa  I,  A,  B,  A',  B'. 

Par  le  point  de  concours  D  de  AA'  et  BB  i  e  on'*  lo  droite  quel- 
conque L  et  soient  a,  p,  y  les  points  où  L  re  oi  I  e  1\  IB  el  AB-  Les 
droites  aB  et  pA  donnent  un  point  C  de  la  conique,  et  ks  dioitesCDct 
[■{  en  donnent  un  autre  C. 

En  conservant  le  même  point  I,  on  peut  éclianger  soit  simnltanémeni, 
soit  séparément,  les  lettres  A  et  A'  d'une  part,  B  et  B'  de  l'autre.  Avec 
chacune  de  ces  nouvelles  combinaisons  de  points,  la  même  droite  1. 
lournit  deux  nouveaux  points  de  la  conique  ;  on  obtient  donc  huit  points 
(le  la  conique  à  l'aide  de  cette  droite  L, 

IIS8.  On  a  souvent  à  di^termitier  une  conique  par  des  conditions 
autres  quo  cel[cs  de  passer  par  des  points  ou  du  loucher  certaines 
droites. 

On  dit  qu'une  condition  est  simple  lorsque  la  reciierclie  d'une  conique 
assujetlîe  à  remplir  celte  condition  et  à  passer  on  oiilrc  |>ar  quatre 
points  est  un  problème  déterminé. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  donner  un  point  ou  une  tangente 
équivaut  ù  une  condition  simple  (J186),  et  qu'il  faut  cinq  conditions 
simples  pour  déterminer  une  conique. 

Une  tangente  et  son  point  de  conlacl  \  aient  de\ix  conditions  ;  par  suilo, 
il  en  est  de  même  d'une  asymptote;  une  parallèle  à  une  asymptote  ne 
vaut  qu'une  condition,  puisque  cela  revient  à  donner  un  point  situé  à 
l'infini  sur  cette  parallèle. 

Un  point  p  du  plan  et  sa  polaire  P  \sleT\l  deux  conditions;  car,  si  l'on 
donne  en  outre  trois  points  n,  b.  c,  de  la  conique,  on  aura  trois  nouveaux 
points  a',  b\  c',  de  la  courbe  en  prenant  les  conjugués  harmoniques  de 
a,  b,  c,  par  rapport  aux  segments  interceptés  sur  les  droites  pa,  pb.  pc, 
entre  le  point/*  et  sa  polaire  P.  —  Un  point  du  plan  et  un  point  de  sa 
polaire  équivalent  à  une  seule  condition. 
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Le  centre  vaut  deux  oon(iili  iia   puisque  c'est  le  pôle  do  la  droite  do 

Un  foyer  vaut  aussi  deux  conditions  puisque  les  droites  qui  joignent 
ce  point  aux  deux  points  cvcliquea  du  plan  sont  tangentes  à  la  conique. 
On  peut  aussi  remarquer  qu  an  fojor  f  et  trois  points  n,  h,  c,  déter- 
minent la  conique  h  directrice  coupe  en  effet  la  droito  afi  soi-  la  bis- 
sectrice du  supplément  de  l'angle  ir//'  (HS8),  etc. 

Un  axe  vaut  deux  conditions,  puisque,  si  l'on  doiino  en  outre  trois 
points  de  la  conique,  on  a  trois  nouveaux  points  de  celte  courbe  en  pre- 
nant les  symétriques  des  premiers  par  rapport  à  l'axe.  Il  résulte  de  ià 
qu'un  sommet  équivaut  à  deux  conditions,  car,  si  l'on  donne  en  outre  la 
tangente  en  ce  point,  on  aura  par  là  même  un  axe  et  un  point,  e'esl-à- 
dire  trois  conditions. 

Dire  qu'une  coittque  est  une  parabole  équivaut  à  une  condition, 
puisque  c'est  donner  une  tangente  (la  droite  de  l'infini).  —  Dire  que 
la  conique  est  un  cercle  équivaut  à  deux  conditions,  puisque  c'est 
donner  deux  points  de  la  courbe  (les  deux  points  cycliques  du  plan). 
—  Savoir  qu'une  conitjue  est  une  hyperbole  équilatére  équivaut  à  une 
condition;  cela  résulte  de  ce  que  deux  points  A  et  B  et  une  asymptote  L 
(c'est-à-dire  quatre  conditions)  déterminent  une  hyperbole  équilatère- 
En  effet,  le  théorème  des  sécantes  donne  le  point  où  la  corde  AB  coupe 
l'autre  asymptote  qui  est  dès  lors  déterminée  puisqu'elle  est  perpendi- 
culaire à  la  première. 

H89.  À  tout  sysième  de  quatre  conditions  simples  répondent  une  infi- 
nité de  coniques  formant  un  groupe.  Soient  (a  el  u  les  nombres  des  co- 
niques du  groupe  qui  remplissent,  outre  les  quatre  conditions  données, 
celle  de  passer  par  un  point  dcnné  ou  de  toucher  une  droite  donnée.  Les 
nombres  [*  et  v  ont  reçu  le  nom  de  caractériniiqucs  du  groupe  considéré. 

Il  résulte  des  solutions  données  aux  a- 1186  et  suivants  que  les  groupes 
de  coniques  passant  par  quatre  points,  passant  par  trois  points  et  tou' 
chant  une  droite,  passant  piir  deux  points  et  touchant  deux  droites,  pas- 
sant paru»  pointettouehant  trois  droites,  touchant  quatre  droites,  ont 
respectivement  pour  caractéristiques 

(P  =  i,  v=2},     [ï,  4),    (4,  4),    (i,  ^).    (a,  0- 

Les  propriétés  d'un  groupe  de  coniques  dépendent  essentiellement  des 
caractéristiques  de  ce  groupe,  et  l'étude  de  celte  dépendance  constitue 
une  belle  Ihéorie  créée  tout  récemment  par  M.  Chastes  et  par  ses  conti- 
nuateurs, de  .Tonquièrcs,  Zeuthen,  etc.  Nous  ne  saurions  exposer  même 
les  principes  de  cette  théorie  sans  sortir  dn  noire  cadre  ;  nous  nous  bor- 
nerons à  offrir  au  lecteur  un  exemple  très-simple. 

Le  lieu  des  pâles  d'une  droite  fixe  L,  par  rapport  aux  toniques   /lu 
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groupe  qui  a  pour  Cfiriiclérisliqucs  [*  ri  v,  est  une  ligne  de  Pordre  v.  lîn 
effet,  la  tiroilc  L  ne  peul  rencontrer  le  Heu  qu'autant  qvi'elle  contient  ^on 
pôle,  c'est-à-dire  que  lorsqu'elle  touche  l'une  des  coniques  du  syslèmo  ; 
or  le  nombre  des  coniques  du  groupe  qui  touchent  une  droite  quelconque, 
et  par  suite  !a  droite  donnée,  est  par  hypothèse  égal  à  n. 

Ou  conclut  de  là,  en  supposant  la  droite  L  à  l'inEni,  que  le  lieu  des 
ic/itres  des  coniques  passant  par  quatre  points  donnés  est  de  l'ordre  2, 
c'est-à-dire  est  une  eoniqite,  et  que  !e  lieu  des  centres  des  coniques  tan- 
gentes à  quatre  droites  est  de  l'ordre  i ,  c'est-à-dire  est  une  ligne  drvite; 
nous  avons  déjà  trouvé  ces  deus  théorèmes  par  une  autre  voie. 

1 190.  Construire  les  points  communs  à  deux  coniques  2  et  "L'. 

On  commencera  par  cherciior  les  pôles  doubles  (1171).  Pour  cela,  on 
consfruira  une  conique  auxiliaire  G,  lieu  des  points  de  rencontre  des  po- 
laires par  rapport  à  2  et  à  S'  des  divers  points  d'une  droite  L  choisie  à 
volonté.  On  construira  de  môme  une  seconde  conique  auxiliaire  G',  définie 
de  la  même  manière  relativement  à  une  seconde  droite  L'  prise  aussi  ar- 
Lutrairemenl.  Ces  deux  coniques  G  et  G'  auront  évidemment  en  commun 
le  point  w  d'intersection  des  polaires  par  rapport  à  ï  et  à  2"  du  point  de 
rencontre  des  droites  L  et  L'  ;  elles  auront  donc  trois  autres  points  com- 
muns; ces  points  seront  les  pôles  doubles/),  p',  //,  En  effet,  soit  m  l'un 
de  ces  points  communs  ;  puisfiu'il  appartient  à  la  conique  G,  i!  sera  à  la 
rencontre  des  polaires  d'un  certain  point  «  Je  I,  et,  par  suite,  inverse- 
ment, les  polaires  de  m  passeront  par  /;;  de  même,  puisque;»  appartiriit 
à  la  conique  G',  ses  polaires  passeront  par  un  certain  point  n'  delà  droite 
ï/;  donc  les  polaires  du  point  m  coi'ncideronl  l'une  et  l'autre  avec  ia 
droite  un',  ce  qui  démontre  que  m  est  un  pôle  double. 

Cela  posé,  deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

Si  les  coniques  auxiliaires  G  et  G'  n'ont  que  deux  points  communs  réels 
uet/>,  il  n'y  aura  qu'unpôledoubleréel. On  détermineraalorslesdeus  cordes 
communes  qui  passent  par  ce  point;  leurs  intersections  avec  l'une  des 
coniques  seront  les  points  demandés  ;  deux  d'entre  eux  seulement  seront 
iéels(l  171),  Pouravoirles  deux  cordes  communes,  on  prendra  deux  points 
;i  volonté  K  et";  on  cherchera  le  point  commun  n' aux  deux  polaires  de  « 
et  le  point  commun  v'  aux  deux  polaires  de  v  ;  les  cordes  communes  de- 
mandées diviseront  harmoniquement  les  deux  angles  upn  i/yv  en 
effet,  la  polaire  de  «  par  rapport  au  système  des  deux  cordes  communes 
passe  (H7i)  par  u'  ;  cette  polaire  est  donc  pu',  et,  par  suite  pu  et  pu 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  cordes  communes 

Si  les  coniques  ausiliaires  G  et  G'  ont  quatre  points  communs  réels 
'■',  p,p\p",  il  y  a  trois  pôles  doubles  réels /),//,/>";  par  chacun  deuxpas'-e 
un  couple  de  cordes  communes,  et  l'un  de  ces  coupl&s  au  moms  est  réel  ; 
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on  le  déterminera  comme  ci-dessus,  et  l'on  prendra  les  inlersrctions  des 
droites  du  couple  avec  l'une  des  coniques;  les  quatre  points  seront  tous 
réels  ou  tous  imaginaires. 

On  voit  que  la  solution  consiste  à  réduire  la  question  à  la  recherche 
analogue  pour  deux  autres  coniques  qui  passent  par  un  point  connu.  On 
remplace  ainsi  un  problème  du  quatrième  degré  par  un  problème  du 
troisième;  au  fond,  on  ne  fait  pas  autre  cliose  en  Géométrie  analytique, 
puisqu'on  y  raraène  la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  connue  sous  le  nom  d'éqaaiion  en'i. 

La  recherche  des  tangentes  communes  s'effectue  par  des  tracés  corré- 
liitifs  des  précédents  et  qu'il  suffit,  dès  lors,  d'indiquer  d'une  manière 
rapide. 

Autour  d'un  point  pris  à  volonté,  on  fait  tourner  une  droite  dont  on 
prend  les  pôles  par  rapport  à  ï  et  à  i'  ;  la  droite  qui  joint  ces  pôles  enve- 
loppe une  conique  auxiliaire.  Un  second  point,  choisi  aussi  d'une  manière 
iirbitraire,  donne  d'une  manière  analogue  une  seconde  conique.  Ces  deux 
coniques  auxiliaires  touchent  l'une  et  l'autre  la  droite  n  passant  par  les 
pôles  de  la  ligne  qui  unit  les  deux  points  choisis  ;  elles  ont  donc  trois 
liutres  tangentes  communes,  dont  l'une  au  moins  est  réelle:  ce  sont  les 
iralaires  doubles  P,  F,  P". 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  ces  polaires  doubles  en  déterminant 
d'abord  les  pôles  doubles  />,  p',  p°,  comme  au  problème  précédent,  puis 
prenant  leurs  polairespar  rapport  à  l'une  des  coniques  données  2  et  S'. 

Cela  posé,  il  peut  se  présenter  deux  cas  ; 

Si  une  seule  P  des  polaires  doubles  est  réelle,  on  déterminera  les  deux 
ombilics  placés  sur  cette  droite,  et  par  ces  ombilics  on  mènera  à  l'nne 
des  coniques  données  des  tangentes,  dont  deux  seulement  seront  réelles. 
Pour  trouver  ces  ombilics,  on  prend  deux  droitesarbitraires  U  etV,  on 
cherche  la  droite  U'  qui  joint  les  pôles  de  U  et  la  droite  V  qui  joint  les 
pôles  de  V;  les  deux  ombilics  devront  diviser  harmcniquement  chacun 
des  deux  segments  interceptés  sur  P  par  U  et  D'  et  par  V  et  V. 

Si  les  trois  polaires  doubles  P.P',?",  sont  réelles,  chacune  d'elles  con- 
tiendra un  coupled'ombilics;  l'un  au  moins  deeescouplessera  réel,  et  on 
le  déterminera  comme  ci-dessus;  puis,  de  ces  points,  on  mènera  à  l'une 
des  coniques  données  des  tangentes  qui  seront  toutes  les  quatre  réelles 
eu  toutes  les  quatre  imaginaires. 

H9I.  Mener  une  normale  à  une  noniiiuc  C  pnr  un  point  P  donné  dans 

m  plan  (Je.  im). 

MT  étant  une  tangente  à  la  conique  et  CM  le  diamètre  qui  aboutit  au 
pointde  contact  M,  abaissons  du  point  P  la  perpendiculaire  sur  MT,  et 
prenons  le  poiut  0  où  cette  perpendiculaire  rencontre  OM.  Quand  le  point 
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M  décrit  la  conique,  la  perpendiculaire  qui  tourne  autour  de  P  et  le  dia- 
mètre 0.\1  qui  tourne  autour  du  centre  0  de  la  conique  décrivent  deux 
faisceaux  qui  sont  homografiliiques,  puisque  chacun  d'eux  est  homogra- 
phîque  du  faisceau  formé  par  ia  rotation  du  diamètre  conjugué  de  OM,  Le 
lieu  du  point  Q  est  donc  une  conique  H  (1131)  qui  passe  par  les  points  0 
et  P,  qui  louche  au  point  P  le  rayon  homologue  de  OP,  c'est-à-dire  la 
Fie.  ''""■ 


pETpendi  cul  aire  abaissée  de  P  sur  la  tangente  à  la  conique  C  au  point  où 
OP  rencontre  cette  conique,  et  qui  touche  au  point  0  le  rayon  homologue 
de  PO,  c'est-à-dire  le  diamèfre  qui  aboulit  au  point  de  contact  de  la  tan- 
gente perpendiculaire  à  PO.  Enfin,  cette  conique  H  est  une  hyperbole  équi- 
latère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique  C;  on  voit 
en  effet  que,  quand  OM  coïncide  avec  l'un  des  ases,  le  point  Q  passe  à 
l'infini  sur  cet  axe.  Cela  posé,  si  M,  est  le  pied  d'une  normale  menée  du 
pointP  sur  Li  conique  C,  PM,  est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point 
M|  ;  ce  pied  M,  appartient  doncau  lieu  H.  On  aura  donc  les  pieds  des  nor- 
males en  cherchant  les  points  communs  à  la  conique  proposée  C  et  à  l'hy- 
perbole H,  qui  est  bien  déterminée,  puisqu'on  en  connaît  deux  pointa,  les 
tangentes  en  ces  points  et  les  directions  des  asymptotes.  Le  problème  a 
quatre  solutions  qui  peuvent  se  réduire  h  deux.  En  parlicnlier,  quand  le 
lK)int  P  est  sur  l'un  des  axes,  l'hyperbole  se  décompose  en  deux  droites 
rectangulaires  dont  l'une  est  cet  axe  même.  Dans  le  caï  où  lu  conique 
|M'opo.=ée  C  est  une  parabole,  l'axe  de  cette  parabole  est  une  asymptote  de 
l'hyperbole  équilatère  H,  qui  est  ainsi  bien  déterminée,  puisqu'on  connaît 
en  outre  un  de  ses  points  P  et  la  tangente  en  ce  point  ;  les  deux  coïrbes 
(!1  et  11  ont  alors,  en  commun,  outre  un  point  à  l'infini,  trois  points  dont 
l'un  au  moins  est  réel  ;  d'où  il  suit  que  le  problème  a  trois  solutions  ou 
iip.o  seule.  Enfin, quand  io  point  P  est  sur  î'asede  la  parabole  C,  l'hyper- 
liole  H  se  réduit  à  deux  droites  dont  l'une  est  cet  axe  lui-même  et  l'autre, 
la  perpendiculaire  à  cet  axe  située  à  une  dislance  du  point  P  égale  au 
paramètre  (lOiS). 

L'emploi  do  celte  hyperbole  équilatère  pour  résoudre  le  problème  des 
normales  remonte  à  Apollonius.  En  transformant  la  solution  précédente 
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par  polaires  ràciproques,  la  conique  donnée  étant  prise  pour  directrice, 
on  tomberait  sur  une  nouvelle  solution,  dans  laquelle  les  pieds  des  nor- 
males seraient  les  points  où  la  conique  C  est  touchée  par  les  tangentes 
communes  à  cette  conique  et  à  une  parabole  aisée  à  déterminer.  Ajoutons 
enfin  qu'en  prenant  pour  inconnues,  non  les  pieds  des  normales,  mais  les 
points  où  la  conique  C  est  rencontrée  par  les  perpendiculaires  menées  de 
l'on  de  ses  sommets  sur  les  quatre  normales,  on  trouverait  ces  points  par 
la  rencontre  de  la  conique  donnée  et  d'un  ce  rcle(î'm>JoACHiuSTHAi,,/o(!''- 
nalde  Crelie,  t.XLVIII;  et  Smith,  Annales  de  Toriolini,  2' série,  1. 111), 

Nous  devons  encore  signaler  sur  ce  sujet  une  proposition  remarquable 
due  à  Joacliimsthal. 

Si  d'un  point  on  mène  des  normales  à  une  ellipse,  trois  des  points 
d'incidence  N,  P,  Q,  et  le  point  M,  diamélralemeitl  opposé  an  qua- 
trième M  sont  sur  un  même  cercle. 

Kn  effet,  d'après  le  théorème  de  Desargùes,  l'ollipse,  l'hyperbole 
d'Apollonius  et  I0  système  des  cordes  communes  MN  et  PQ  déterminent 
sur  cliacun  des  axes  de  l'ellipse  une  involution;  et,  comme  dans 
chacune  de  ces  involutions  le  point  conjugué  de  l'infini  est  évidemment 
le  centre  0  de  l'ellipse,  on  a,  en  désignant  par  Ai  ot  Bj  les  points  où 
les  axes  coupent  MN  et  par  Aj  ot  Bj  les  points  où  les  axes  coupent  PQ, 

OB.OB'  =  Oii,  .OBi,    OA.OA'  =  OA,  .0A=  ; 


("in,     PB;  ^  i/"- 
Da,  '  OAi^  II'-' 

Cl)  qui  exprime  que  le  produit  des  coefficients  angulaires  des  deu\ 
cordes  MN  et  PQ  est  égal  à  — ;  mais  le  produit  des  coofficienls  angu- 
laires des  deux  cordes  supplémentaires  NM  et  NMj  est  (Hi6,  lli7)égal 
à •  Donc  les  cordes  PO  elNMi  ont  des  coefficients  angulaires 

égaux  et  de  signes  contraires  ;  on  d'autres  termes,  ces  cordes  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse.  Par  suite  (1 175),  les  points  P, 
0,  N  et  Ml  sont  sur  un  mfime  cercle. 
Le  théorème  et  !a  démonstration  subsistent  pour  l'hyperbole. 


1192.   Construire  une  parahole  connaissant  deux  ian^e'ilcs  A^,  A-f 
•l  la  corde  de  contact  8-f  (Jîg.  60  i). 
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Ce  problème  se  pràsenLe  souvent  en  ilalliiimaliques  appliquées  ei 
nolamment  en  Statique  graphique. 

La  llicorie  des  diamètres  fournit  un  premier  tracé  par  points  et  tan- 
î^enies  :  on  joint  le  point  A  au  milieu  0  de  la  corde  flf;  !e  milieu  I  de 
AO  est  un  point  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point  I  est  parallèle 
à  pf.  On  continuera  eti  opérant  de  même  sur  les  angies  circonscrits 
formés  par  la  tiouvelle  tangente  et  les  deux  tangentes  primitives. 

Un  autre  tracé  fort  simple  résulte  du  théorème  suivant  :  Si,  par  un 
point  quelconque  M  de  la  corde  de  contact  py  d'un  angle  ^A^  cir- 
conscrit à  une'parabole,  on  mène  dc.i  parallèle'  SIB,  MC  atix  côtés  de 
cet  angle,  la  diagonale  BC  du  quadrilatère  ABMC  ainsi  formé  eit  tan- 
gente à  la  parabole.  En  outre,  on  obtient  le  point  de  contact  a  de  celle 
tangente  BC  en  prenant  C  a  =  Oi  B,  Oi  désignant  le  point  où  BC  rencontre 
la  médiane  AO  du  triangle  p  A  Y-  En  effet,  on  sait  (  I  ISi)  que,  pour  qu'une 
(iroite  mobile  BC  soit  tangente  à  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle 
détermine  sur  deux  tangentes  fixes,  A-;  et  A  'i,  dos  segments  homo- 
logues proportionnels,  e'cst-à-dirc  que  l'on  ait 

Y  B  _  AC 


Or  cette  condition  est  i( 
rci pe eti V émeut  égaux  à 


r  les  deux  rapports  précédents  s* 


dont  régaliié  résulte  de  la  similitude  dos  triangles  MBy,  [iCM, 


La  première  partie  do  l'énoncé  se  trouve  ainsi  établie.  Pour  démon- 
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liei-  la  seconde,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  que  nous  venons  de 
rappeler  aux  deux  tangentes  Ba,  B-^  coupées  par  la  tangente  AC  et  aux 
deux  laiigenies  Cp  et  Ca  coapées  par  la  tangente  AB.  On  oblieoi.  ainsi 
les  deux  proportions 

tA  _  BC       H  _  CB 

AB  "  Cï'     AC  "  ÏÏ^ 

qui,  si  l'on  désigne  par  0[,  y,  et  pi  les  points  où  BC  rencontre  AO  et  les 
parallèles  à  AO  menées  par  f  et  p,  peuvent  étro  remplacées  par 


Ij.lt"       Cx       OiC        lia' 
1  conclut,  en  oliservanl  que  yiOi  —  Oi  ^i,  la  relation 


Cc!  =  OiB.  c.  Q.  r.  n. 

On  peut  aisément  déterminer  les  éléments  fondamentaux  de  la  para- 
bole, c'est-à-dire  le  foyer  F  et  la  directrice  i. 

Le  tracé  que  l'on  donne  habituellement  pour  déterminer  le  foyer  F 
consiste  à  prendre  l'intersection  delà  droite  7F  symétriciue  de  Yfi  P""" 
rapport  à  yA  et  de  la  droite  fiF  symétrique  de  p^i  par  rapport  à  ^A; 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  l'égale  inclinaison  de  la  tangente  à 
la  parabole  sur  le  rayon  vecteur  el  la  parallèle  à  l'axe.  M.  Maurice 
d'Ocagne  a  fait  observer  (  Géiie  civil,  tome  IX,  page  91)  que  ce  tracé 
devenait  illusoire  lorsque  l'angla  y  A?  formée  parles  tangentes  données 
est  droit,  et  il  a  proposé  la  solution  suivante  qui  convient  à  tous  les  cas  : 
Elevez  en  A  e(  p  des  perpendiculaires  sur  A  ^,  en  A  et  y  des  perpendi- 
culaires sur  A-/  ;  le  foyer  F  sera  la  projection  du  point  A  sur  celle  des 
diagonales  du  parallélogramme  ainsi  formé  qui  ne  passe  pas  par  A. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  h  la  démonstration  de  ce  tracé,  attendu 
qu'il  nous  semble  préférable,  pour  la  détermination  du  foyer  et  de  la 
directrice,  de  recourir  au  théorème  suivant  : 

Si  U'i  triangle  ABC  a  ses  côtés  tangents  à  une  parabole,  le  cercle  cir- 
conscrit passe  par  le  foyer  F  el  le  point  de  concours  II  des  hauteurs  est 
sur  la  directrice  A.  En  effet,  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole,  con- 
tenant les  projections  dn  foyer  F  sur  les  tangentes,  est  la  droite  de 
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Simson  (169,ii°)  relativement  au  [riaiigle  ABC  et  au  point  F;  ce  point  F 
appartient  donc  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  La  seconde 
jiartie  de  l'énoncé  résolte  de  ce  que  la  droite  de  Simson  est  iSqui- 
dietante  des  points  F  et  H  (')- 

Si  l'on  applique  successivement  ce  théorème  au  cas  où  la  tangente 
variable  BaC  se  confond  avec  l'une  et  l'autre  des  tangentes  fixe.-' 
données  ABf,  ACfi,  on  voit  que  ; 

T.c  forei-  F  est  le  second  point  d'intersection  de  deux  cercle':  doiii 

(  '  )  Celle  prapriélé  de  lu  dcoile  de  Siinsou  a  élo  suuluiiieiit  éiioiiciic  un 
11°  169.  Voici  ea  démonslralion  {fg.  fio4)  : 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  proloji^e  la  liaulour  CHB  jusqu'il  m  ron- 
contre  G  avec  le  cercle  cii'ïonscril  au  IriaiiBle  ABC,  on  a  RG  =  liH  ;  car,  tes 
angles  BAG,  RAH  clatit  l'un  et  l'autre  égaux  à  HCD,  sont  é|;.iui  entre  cui^los 
iriaiigics  reclauglee  ARG,  ARH  sont  donc  é^jauict,  par  suite,  RG  est  i;t;a1  à  RH. 
Cela  posé,  Boil  V  un  point  quelconque  du  cûrcle  circonscrit,   S  et  I.  les  pro- 


jeclions  de  F  sur  AB  et  AC,  enfin  E  et  K  les  points  o 

u  FG  rencontre  le  côté 

AR  et  la  droite  de  Simson  NL.  Le  quadrîlaUre  AFIN  e 

t,  inscriptible,  puisque 

des  points  N  et  L  on  voit  AF  sous  un  angle  droit;  on 

n  conclut  l'égalité  des 

atîgles  FNK,  FAC;  mais  ce  dernier  angle  a  même  mcsu 

re  que  FGC,  lequel  est 

égal  à  MFK  puisque  FM  et  CG  sont  parallèles.  Donc  les 

angles  Fi\K,r4FK  sont 

égaux  et,  par  suite,  les  droites  KF  et  KN  sont  égales.  On 

déduit  de  1ï,  puisque 

le  triangle  FNE  est  rectangle  en  14,  que  K  est  le  milieu  de  l'hypotbénuse  FË 

et  que  l'aiiBle  KNE  est  égal  à  KEN  ou  encore  à  HER,  y 

la  svmétric  de  EH  et 

de  EG  par  rapport  k  AB,  D'après  cela,  la   droite  de  Si 

son  Îh'KL  est  parallèle 

à  EH  et  passe  par  le  milieu  K  de  FË;  elle  doit  .lone 

>asser  par  le  milieu  1 

deFH. 
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l'an  pmse  pur  p  et  tourlie  en  A  /adroite  Ayel  dont  l'outre  passe  pur  v 
t:i  touche  en  A  la  droite  Ap. 

La  directrice  A  est  la  diagonale  ne  passant  pas  par  A,  du  paraliÉ- 
logramme  formé  en  menant  par  A  ei  ^  des  perpendiculaires  à  Ay  et 
par  A  et  y  des  perpendiculaires  «  Ap.  D'ailleurs,  des  (|u'on  a  le  foyer  F, 
la  directrice  i  s'ensuit,  puisqu'elle  doit  contenir  les  symétriques  de  l' 
par  rapport  aux  deux  tangentes  données. 

1 193.  Construire  une  hyperbole  équllatère  dont  on  donne  quatre 
points. 

La  solution  est  fondée  sur  la  proposition  suivante  (fig.  6o5)  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole  équUatère,  le 
point  de  concours  H  des  hauteurs  est  situé  sur  l'hyperbole  et  le  cercle 
des  neuf  points  passe  par  le  centre  lo  de  la  courbe. 

En  effet,  soit  D  le  second  point  d'intersection  do  l'hyperbole  et  de  la 
liauteur  issue  du  point  C;  la  première  partie  de  l'énoncé  revient  à  dire 
ijue  le  point  D  n'est  autre  que  il.  Or.  menons  AF  parallèle  à  l'une  des 
asymptotes  et  DE  parallèle  à  l'autre  ;  désignons  d'ailleurs  par  K  le  point 

l''ig.  6o3. 


commun  ù  AF  et  à  CD  et  par  I  le  point  commun  à  DE  et  à  AE.  Le 
tlicorème  de  Pascal,  appliqué  à  l'hexagone  ABCDEF  dont  les  derniers 
sommets  sont  â  rinQni,  montre  que  IK  est  parallèle  i)  6C  ;  mais  AD  est 
perpendiculaire  à  IK,  puisque  I  est  le  point  de  concours  des  hauteurs 
(io  triangle  ADK;  donc  AD  est  perpendiculaire  à  BC,  et  lo  point  D  ne 
diffère  pas  du  point  de  concours  H  des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

Considérons  la  deuxième  partie  de  l'énoncé  (fig.  606);  soient  A,,  Bj, 
r,  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC;  désignons  par  P  et  y  les 
projections  de  B  et  C  sur  la  parallèle  menée  par  A  à  l'une  des  asymp- 
totes de  l'hyperbole,  de  sorte  que  les  projetantes  BP,  CQ  sont  paral- 
liîles  à  l'autre  asymptote;  enfin  soient  A'  et  C  les  points  où  AC  coupe 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  (Il*  Partie).  3o 
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les  asymptotes.  Le  point  B,  sera,  d'après  la  propriété  des  s 
i'hyperbok,  à  la  fois  le  milieu  de  AC  et  celui  de  A'C;  ce  sera  doue 
le  centre  d'homoihélie  des  deux  triangles  à  côtés  parallèles  ACQ,  A'oïC  i 
donc  (oBi  passe  par  Q  et,  de  même,  wCi  passe  pai-  P.  Cela  posé,  il 


Fis-  ■ 


\ 

\ 

s/ 

/ 

V^ 

^ 

,'    N^-, 

ùi(V 

\ 
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est  aisé  de  voir  que  les  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  A  el  du 
point  ui  la  droite  B,Ci  sont  égaux  o«  supplémentaires  (ils  sont  supplé- 
mentaires sur  notre  figure  où  w  et  A  sont  placés  du  même  côté  de  B,  G,  i; 
donc  les  angles  sous  lesquels  on  voit  Bid  du  point  Ai  et  du  point  (u 
sont  aussi  égaux  ou  supplémentaires  et,  par  suite,  le  point  lu  appartient 
à  la  circonférence  de  cercle  passant  par  Ai,  Bj,  Ci- 

Chacune  des  deux  parties  du  tbéorème  précédent  fournit  un  mode  de 
solution  du  problème  qui  consiste  à  construire  une  hyperbole  passant 
par  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D. 

D'après  la  première  partie,  on  construira  le  point  de  concours  H  des 
hauteurs  de  l'un  quelconque  des  quatre  triangles  ayant  pour  sommets 
trois  des  pointa  donnés,  et  Fon  sera  ainsi  ramené  à  la  construction  d'une 
conique  dont  on  connaît  cinq  points  A,  B,  G,  D,  H.  Le  problème  a  une 
inlinité  de  solutions,  si  l'un  des  quatre  points  donnés  est  la  point  de  len- 
contre  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois  autres. 

D'après  la  seconde  partie,  on  déterminera  le  point  fcommun  aux  cercles 


,  Google 


LIVIIK    VI11.    —    ].ICS   COrUBES    USUELLES.  4f>7 

di;s  neuf  puiiUs  relatifs  aux  quatre  triangles  que  l'un  peut  former  avec 
les  points  donnés.  Ce  point  (u  sera  le  centre  de  l'iiyperbole  dont  on 
otiiiendra  un  cinquième  point,  en  prenant  le  symétrique  par  rapport  au 
contre  de  l'un  des  points  donnés.  Il  y  a  indétermination  dans  le  cas  déjà 
cité,  les  quatre  cercles  des  neuf  points  coïncidant. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  les  asymptotes  de  l'hyperbole;  du 
milieu  B|  de  AC  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  Bito,  on  décrira 
un  cercle  qui  coupera  AC  aux  points  A'  et  G'  où  les  asymptotes  ren- 
contrent ce  côté. 


m.  -  THÉORIE  DES  SURFACES  DD  SECOND  ORDRE, 


H94.  On  nomme  surfaces  du.  second  ordre  les  surfaces  dont  toute 
section  plane  est  une  conique  réelle  ou  imaginaire;  d'où  il  suit  qu'une 
droite  quelconque  a,  avec  une  telle  surface,  deux  points  communs 
réels  ou  imaginaires,  à  moins  qu'elle  n'appartienne  tout  entière  à  la 
surface. 

5t,  par  un  point  ijuekonqtie  p  de  l'espace,  on  mène  une  droite  quel- 
conque L,  et  si  l'on  prend  sur  celle  droite  te  conjugué  !iarmom'//iie p'  de  p 
par  rapport  au^  deux  points  m  et  m'  communs  à  la  droite  h  et  à  une 
surface  du  second  ordre  2, le  lieu  des  points  p' ,  quanti  L  se  déplace  autour 
de  p,  est  un  pian  fixe -a 

Observons  d  abord  que  si  1  on  mené  Ueu\  plans  quelconques  par  /(,  et 
si  l'on  prend  les  polaires  de  /  par  rj|  port  aux  deux  coniques  que  ces 
plans  déterminent  sur  la  surface  2  ces  deux  polaires  ont  un  point  com- 
mun :  c  est  le  conjugué  harmonique  de  p  qui  est  situé  sur  l'iniersection 
des  deut  plans  Cela  posé  concevons,  pai  le  point  />  deux  plana  fixes  « 
et  p  arbitraires  et  un  plan  quelioniue  /  contenant  la  droite  L;  soient  A, 
B.  C  le»  polaires  de /)  par  rapport  aux  coniques  que  les  plans  «,^,7,  dé- 
terminent sur  la  surface  s  Le  point  p  est  silué  sur  C  ;  d'ailleurs,  d'après 
l'obser^  ition  ci  dewus  la  dn  tp  C  i  encontre  les  droites  fixes  A  et  I!  qui 
se  rencontrent  elles-mêmes.  Donc  le  point  p'est  constamment  situé  dans 
le  plan  fixe  w  des  deux  droites  A  et  B. 

Le  plan  ct  est  dit  le  plun  polaire  du  point  p,  et  le  point  p  est  dit  lo 
pôle  du  plan  w,  par  rapport  à  la  surface  2. 

Le  plan  polaire  d'un  point  de  la  surface  5  est  le  plan  tangent  en 
1-e  /.oi'it,  puisque  ce  plan  tangent  contient  toutes  les  tangentes  en  p  aus 
sections  liites  parce  point,  c'est-à-dire  toutes  les  polaires  de  p  par  rap- 


,  Google 


port  à  ces  sections;  inversemont,  loul  plan tiingcfil  n  pimr  pôlf: >0'i /loiirf 
■Ai'  contiwt. 

Lii  courbe  de  cnntucl  de  lotit  cotte  circun.\ciit  à  la  sitrfaci:  S.  exi  In  rn- 
i.iijtie  nuii'ant  laquelle  le  pliiii  pnlwre  n  du  .sonimct  />  coupe  la  surface  ; 
si  cette  conique  est  réelle,  le  point  p  est  (Wl'extcriein-  a  la  surface;  si 
olle  est  imasinaire,  le  cône  ce^se  d'exister,  et  le  point  p  est  dit  inlé- 
rieur.  —  Par  une  droite  donnée,  on  ne  peut  donc  mener  que  deux  plans 
tangents  a  une  surface  du  second  ordre  Z  ;  car  les  pians  tangents  qu'on 
peut  mener  à  une  surface  par  une  droite  donnée  sont  les  pians  tangents 
raenfe  par  cette  droite  au  cône  qui  a  pour  sommtt  un  point  quelconque 
lie  cette  droite,  et  qui  est  clrcunscrit  a  la  surface.  —  Il  résulle  de  là  que 
les  surfaces  du  second  ordre  sont  de  la  deuxième  classe,  en  entendant  par 
classe  d'une  suiface  le  nombre  des  plans  tangenls  qu'on  peut  mener  à 
cette  surface  par  une  droite. 

1193.  Le  plan  polaire  de  tout  point  d'un  plan  passe  par  le  pôle  de  ce 
plan,  et,  réciproquement,  U  pôle  de  tout  plan  passant  par  un  point  est  sur 
le  plan  polaire  de  ce  /mnt  Par  suite,  les  plans  polaires  de  toits  les  points 
d'iuie  droite  L  passent  j)ar  une  di  iilt  L',  et,  inversement,  les  pôles  de 
tous  les  plant  passant  par  une  droite  U  sont  sur  une  droite  L.  Deuï 
droites  L  et  V,  telles  que  I  une  cunUent  les  pâles  des  plans  passant  par 
l'autre,  sont  dites  conjagiiei\  A  toute  droite  L  répond  une  droite  con- 
juguée L',  et  une  seule;  un  l'obtient  en  joignant  les  pôles  de  deux  plans 
menés  à  volonté  par  L,  et  en  particulier  en  joignant  les  points  de  contact 
des  plans  langents  conduits  par  L. 

Le  pôle  d'une  droite  L  par  rapport  h  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  b  contenant  la  droite  L  coïncide  avec  le  pôle  par  rapport  à  la 
surface  du  plan  que  déterminent  la  droite  L  et  le  pôle  a  du  plan  «;  Il 
appartient  donc  à  la  conjuguée  L'  de  L.  Donc,  si  l'on  coupe  une  surface 
du  second  ordre  1  par  une  série  de  plans  lonienanl  une  nu  me  droite  L, 
k\  pôles  de  celle  droite  L  par  rapport  aux  diiier\es  seilioii  tant  mr 
I  te  droite  L  /jui  contient  encore  la  polet  de  tous  tes  plant  secanl  par 
I  ipport  a  la  \urface  et,  en  parliculiei,  lu  /lOiitls  de  contact  du  diui 
l  /ans  tangents  conduits  par  la  droite  primilne  L 

Lorsipt  quatre  pointi  sont  en  ligne  dioile,  Iturs  plans  polaires  for- 
I lent  un  fai\<eaii  dont  le  rapport  anharinonique  et/  égal  a  celui  dt\ 
'J'nttc  poititi 

J^nqui  qaitie  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
I  m  s  <.inj  i^Hic  i  itmciit  un  faisceau  plan  qui  a  mime  i  apport  anhar 
I  tonique  que  le  jatueau  primitif 

1 196  Deux  poil  l\  sont  dits  coitj  t»ue  par  np]  urt  à  unf  m  rface  du  ^r 
cond  ordre,  lorsque  le  plan  polaire  de  I  un  passe  par  1  autre.  Plusieurs 
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0  I  e    ie  1 0  71       on  n       é   e  tro  e  f  rment  une  inuntntio'i, 

don  les  po  n  «  doub  e  on  lo  p  nta  con  mun  à  la  droite  et  à  la 
eurface 

Deuï  plan  sonl  âia  en  j  g  ej  p  r  rapport  a  une  surface  du  second 
ordre  lorsque  le  p  le  de  t  n  est  s  ué  sur  1  aut  e  Plusieurs  cou/'les  de 
fia  s  cnnj  g   es  pas    nt  par  ne    e    l  o  te  forment  un  faisceau  île 

itansen  nvot  on(oestadre  n  fa  sceau  que  toute  transversale  coupe 
au  Tant  une  su  le  de  i  o  nU  en  n  olut  on)  lob  plans  doubles  sont  les 
deux  plans  tangents  menés  par  la  droite;  il  suit  de  là  que,  par  une  droite 
quelconque,  on  peut  toujours  mener  deux  plans  conjugués  rectangulaires. 

Une  droite  et  un  pl/in  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du 
j^econd  ordre  lorsque  la  droite  passe  par  lo  pôle  du  plan.  Quand  un  plan 
et  une  droite  sont  conjugués,  le  plan  contient  évidemment  la  conjuguée 
de  la  droite. 

Toal  point  p  de  l'espnce  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdrrs 
dont  chaque  arête  est  conjuguée  à  la  face  opposée;  car  il  suffit,  pour  avoir 
un  tel  trJèdre,  do  joindre  le  point  p  à  trois  points  n,b,  (■,  choisis  dans 
le  plan  polaire  n  de  p,  de  feçon  que  chaque  sommet  du  triangle  ahc  soil 
le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  conique  que  lo  pinn  n  détermine 
sur  la  surface.  Un  tel  trièdre  prend  le  nom  de  trièdre  pnhiire. 

PLANS   DIAMÉTnAUX,    DIAMÈTRES,    CENTRE;    SECTIONS   PARALLÈLES. 

■ii'')7.  Dans  toute  surface  du  second  ordre,  le  lieu  des  milieux  des  corder 
parallèles  à  une  direction  donnée  est  un  plan  :  c'est  le  plan  polaire  des 
points  à  l'in^ni  communs  à  toutes  ces  parallèles.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  des  cordes. 

Le  pôle  du  plan  à  l'infini  est  évidemment  commun  à  tous  les  plans 
diamétraux;  on  le  nomme  centre  de  la  surface, 

'foule  corde  passant  par  le  centre  a  son  milieu  en  ce  point  et  prend  le 
nom  de  diamètre. 

Un  diamètre  et  un  plan  diamétral  sont  dits  conjugués  lorsque  le  dia- 
mètre passe  par  le  pôle  du  plan  diamétral  (H96).  A  chaque  diamètre 
répond  un  seul  plan  diamétral  conjugué,  et  réciproquement. 

1198.  Le  centre  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdres  polaires 
(1196), c'est-à-dire  de  trièdres  dont  chaque  aréle  est  le  diamèlre  conjugué 
du  plan  diamétral  déterminé  par  les  deux  autres.  Les  trois  arêtes  forment 
un  système  de  trois  diamètres  cfinjngués  deux  à  deus,  et  les  trois  faces 
un  système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  deux  à  deux. 

J]fl9l  Sil'on  coupe  une  surface  dusecnndordrc  1  par  une  série  de  plans 
fijra//ctoK,,a. -..,  c'est-à-dire  par  une  série  deplans  ayant  unedroilecom- 
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mure  L  ii  rinfini,  les  ce/iiivs  des  sections  seront  les  fôles  (le  celle  droite  L 
par  rapport  à  ces  sections  :  ils  seront  donc  (llft^j  tous  situés  sur  uni- 
même  droite  U  qui  contient  aussi  les  pâles  des  plans  a,,  h,,.  , .,  par  rap- 
port à  la  surface  ;  cette  droile  est  le  dinmélre  conjugué  du  plan  diamétral  -jl 
jinrattète  aux  pians  considérés,  puisqu'elle  renferme  à  la  fois  !e  centre  de 
la  section  fail«  par  ce  plan  a.  et  le  ^ôle  de  ce  plan.  Les  deux  plans  tangents 
parallèles  aux  plans  considérés  auront  leurs  pôles,  c'est-à-dire  leurs  poinls 
de  contact,  sur  cette  droite!',  d'où  l'on  voit  que  toiitplan  tangent  à  une 
idi-jace  du  second  ordre  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  de  contact.  Enfin,  si  l'on  mène  deux  plans 
conjugués  quelconques  par  le  diamètre  L',  le  premier  coupera  tes  plans  «,, 
a„  ...,  suivant  des  droites  A,,  A,, . ,.,  parallèles  entre  elles;  le  second 
coupera  les  mêmes  plans  suivant  des  droites  A',,  A',. . . .,  parallèles  entre 
elles;d'ailleursleE  couples  (A,,  A'|),(Aj,  A',  ).....  s-eront  des  diamètres  con- 
jugués dessecfions  C,,  C,,...,  faites  pur  les  plans  -j.,,  t^, ....  Ainsi,  à  chaque 
système  de  diamètres  conjugués  dans  la  conique  C,  répondra,  dans  chacune 
des  coniques  C,, . . . ,  un  système  de  diamètres  conjugués  respectivement 
parallèles  à  ceux  deC,.  Donc  fo  sections  C,,  C,,...,  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre,  sont  semblables  et  sembla- 
lilcmcnt  placées. 


lâ()0.  Un  plan  diamétral  est  dit  principal  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales;  le  diamètre  parallèle  à  ces 
cordes,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  du  plan  principal,  prend  le  nom 
d'axe. 

La  recherche  des  plans  principaux  et  celle  des  sections  circulaires  dé- 
pendent des  mêmes  principes.  Mais,  avant  d'aborder  ce  double  problème, 
nous  devons  généraliser  quelques  idées  émises  en  Géométrie  plane. 

On  sait  qu'un  plan  coupe  une  sphère  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  r 

est  égal  à 

\  W-,1 

R  (leM^miit  le  rajon  de  la  ■-phère  et  d  k  distance  du  centre  au  plan 
sécant  b  d  est  plus  grflnd  que  R  le  ctrele  cesse  d'exister;  mais,  pour 
généraliser  et  en  veUu  df  consdératinns  que  nous  avons  déjà  indiquées 
plusieurs  foi'!,  on  dit  din?  ce  cas  que  la  section  est  un  cercle  imaginaire 
dont  le  rayon  a  encore  pour  carré  la  quantité  R'  —  rf",  qui  est  alors  néga- 
tive. 11  est  clair  que  les  formules  oïl  entre  le  carré  du  rayon  d'un  cercle 
et  les  propositions  géométriques  qui  en  sont  la  traduction  subsistent  dans 
le  cas  où  le  carré  du  rayon  devient  négatif;  mais,  lespointsou  les  droites 
que  l'on  considère  dans  ces  théorèmes  n'ayant  plus  djns  le  second  cas 
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IvS  mêmes  positions  qiio  dans  le  piemier,  il  faudrait,  si  l'on  excluait  la 
Mnsidération  du  cercle  imaginaire,  employer  dans  lea  deux  cas  des 
énoncés  différents,  qu'aucun  lien  apiiarent  ne  rattacherait  l'un  à  l'autre, 
landisque  l'emploi  du  cercle  imaginaire  permet  de  n'avoir  qu'un  théorème 
cl  d'exprimer  la  propriété  dont  il  s'agit  d'une  manière  plus  saisissante el 
-.iui  fait  image. 

Voici  un  exemple  très-simple  qui  fera  bien  comprendre  notre  idée  : 
On  sait  que  la  polaire  P  d'un  point  p  par  rapport  à  un  cercle  de 
centre  o  est  la  droite  menée  perpendiculairement  au  diamètre  op  par  le 
point  p'  de  ce  diamètre  que  détermine  la  relation 

(I)  np.op^=--r\ 

et  l'on  a  démontré  que  les  polaires  des  divers  points  d'une  droite  L  pas- 
sent par  un  même  point.  Dans  cette  définition  de  la  polaire,  aussi  bien  que 
dans  la  démonstration  du  théorème  cité,  le  cercle  n'a  aucune  part,  et  l'on 
ne  fait  intervenir  en  somme  que  les  points  o  et  /j  et  la  quantité  r'.  La 
proposition  subsiste  donc  dans  !e  cas  où  r'  est  négatif;  seulement,  alors, 
il  n'y  a  en  réalité  plus  de  cercle  ;  la  droite  P,  toujours  définie  par  la  rela- 
tion (i),  n'est  plus,  par  rappori  au  point  o,  du  même  côté  que  le  point /), 
et  le  théorème  prend  la  forme  suivante:  Si, par  les  divers  points  p  d'une 
droite  L,  on  mène  à  un  point /îcce  odes  rayons  po  sur  lesquels  on  marque 
des  points  p'  déterminés  par  la  relation  (i),  les  perpendiculaires  éle- 
vées par  ces  points  p'  sur  les  rayons  correspondants  passeront  par  tut 
point  fixe.  On  voit  combien  cet  énoncé  est  lourd,  et  combien  il  est  à  la 
fois  plus  simple  et  plus  clair  d'exprimer  le  même  fait  en  conservant 
l'énoncé  primitif,  à  la  condition  de  dire  que  le  cercle  est  alors  imaginaire 
et  de  donner  à  la  droite  P  le  nom  de  polaire  du  point  p  par  rapport  à  ce 
cercle  imaginaire.  Bien  quese  rapportant  à  un  cercle  imaginaire,  la  propo- 
rtion n'en  aura  pas  moins  une  signification  parfaitement  précise  et  portant 
en  définitive  sur  des  choses  réelles. 

La  formule  (i)  est  susceptible  d'une  inlerprétation  géométrique  fort  utile. 

Supposons  /■'  négatif,  et  soJt  r''  sa  valeur  absolue.  Menons  par  o  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  et  égale  à  /■';  j  étant  l'extrémité  de  cette 
perpendiculaire,  on  aura 

<,p.np'  =  os\ 

ce  qui  prouve  que  l'angle  psp'  est  droit.  On  a  donc  ce  théorème  ; 

Si,  par  le  centre  o  d 'un  cercle  imaginaire,  on  mène  une  droite  os  per- 
pendiculaire au  plan  du  cercle  et  égale  à  son  rayon  supposé  réel,  la 
droite  qui  joint  le  point  s  â  un  point  quelconque  p  du  plan  du  cercle  est 
perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  le  point  s  et  par  la  polaire  P  du 
point  p  par  rapport  au  cercle  iinogin'ii''^. 
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i-201.  Nous  avons  \u  (Mlll  que  lous  les  cercles  d'un  plan  coupent 
la  droile  à  l'infini  de  ce  plan  aux  dous  mêmes  points  imaginaires.  On  con- 
clut de  là  que  toutes  les  sphères  coupent  le  plan  a  l'iniini  suivant  un 
môme  cercle  imaginuiie  (ju'oti  nomme  le  ccnle  imagiiitiire  à  l'infini. 
Soient,  en  ellet,  C  et  C  les  cercles  détermines  par  le  plan  à  l'infini  dans 
deux  sphères  quelconques  2  et  s';  pour  prouver  que  ces  cercles  coïnci- 
dent, il  suffit  de  monlrer  que  tout  plan  îrlescoupeaus  deux  mêmes  points. 
Or,  le  plan  7:  donne  dans  les  deux  sphères  deux  cercles  A  et  A',  qui  coupent 
lii  droile  de  rinËni  du  plan  n  aux  deux  poinLs  cycliques  de  ce  plan  ;  ci's 
deux  poi il Is,  appartenant  au  cercle  A  et  au  plan  de  l'infini,  appartiennent 
au  cercle  C,  et  l'on  voit  de  même  qu'ils  sont  sur  le  cercle  C. 

Lorsqu'une  dniite  P  et  un  point  p  snnC  pôle  et  polaire  par  rtippoH  au 
cercle  imaginaire  à  l'infini,  la  limite  ejrii  Joint  un  point  quelcnnque  q  eh- 
l'espace  au  point  p  est  perpendieuiaire  au  plan  mené  par  ce  point  q  et 
par  la  droite  P,  En  eiïet,  soient  o  le  centre  d'un  cercle  imaginaire,  in- 
tersection d'une  sphère  fixe  et  d'un  plan  o,  /?,  Je  point  où  la  droite  y/( 
perce  le  plan  a,  P,  la  polaire  de  p^  par  rapport  au  cercle  imaginaire, 
s  l'extrémité  d'une  droite  menée  par  o  perpendiculairement  au  pian  n  et 
égale  au  rayon  du  cercle  imaginaire  supposé  réel.  La  droite  sp,  sera 
(1200)  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  s  et  P,,  et  cetle  perpen- 
dieutarilé  subsistera  lorsque  le  pian  ir  se  déplacera  en  s'éloignant  indéfi- 
niment du  centre  de  la  sphère  ;  mais,  à  la  limite,  les  droites  qp^  et  sp, 
sont  pnrallèles,  et  il  en  est  de  môme  des  plans  déterminés  par  la  droite  1', 
et  par  chacun  des  points  s  et/',.  Donc  la  droile  qp  est  perpendiculaire  an 
pian  de  la  droile  P  et  du  point  q. 

i^(j2.  Nous  pouvons  maintenaDl  aborder  la  recherche  des  plans  prin- 
cipaux et  des  sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second  ordre. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  £  ef  îa  conique  C  réelle  ou 
imaginaire  suivant  laquelle  le  plan  à  i'inflni  coupe  cetle  surface.  Le  cercl,- 
imaginaire  à  l'infini  C  rencontre  cette  conique  en  quatre  points  imagi- 
naires conjugués  deux  à  deux,  a  e\,b,  c  et  d.  Les  deux  lignes  C  et  C  oril, 
donc  trois  couples  de  cordes  communes 

[ab,c<l),  (ac,M),  {ad,bc], 

dont  le  premier  est  seul  réel,  et  un  triangle  autopolaire  commun  pp'p" 
dont  les  trois  sommets  sont  réels  (1171). 

Désignons  par  !  le  centre  de  la  surface  s.  La  droite  Ip  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  diamétral  Ip'p"  {\i97];  d'ailleurs  celle  droile  et  ce  plan 
sont  rectangulaires  (  1201  )  ;  donc  \p  est  un  axe  et  Ip'p'  est  le  plan  prin- 
cipal correspondant  à  cet  axe.  On  prouverait  de  même  que  ip'  et  Ipp", 
Ip"  et  Ipp'  jouissent  de  la  même  prcpriéié,  d'où  résulte,  pour  les  surfaces 
du  second  ordre,  l'exislence  de  trois  plans  principaux  réels. 
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Dfoignons  par  m  un  poinl  quelconque  de  1  espace  «iluê  à  dislance  Unie, 
et  considérons  l'un  des  siï  plans  délerminiSs  pai  le  point  m  et  chacune 
des  cordes  communes,  le  plan  nrab  par  exemple  Ce  plan  déterniino  dans 
la  surface  2  une  conique  qui  rencontre  la  conique  C  aux  deux  points  .t 
et  b;  par  suite,  celte  conique  esluii  cercle  illendu  que  les  points  a  et  li 
sont  les  points  cycliques  du  plan  iiml/  Donc  par  un  point  quelconque  m 
de  l'espace  passent  six  plans  mnb,  ma/,  mac,  mb/l,  mnd,  iiibc,  donnant 
des  sections  circulaires,  mais  dont  les  deux  premiers  sont  seuls  réels.  Les 
diîux  plans  d'un  même  système  niab  et  ma/,  miw  et  mbd,  mari  et  mbc,  se 
coupent  respectivement  suivant  les  droites  mp,  wp',  mp",  qui  sont  paral- 
lèles aux  ases  ;  ils  sont  dozic  respectivement  perpendiculaires  aus  plans 
principaux  fz/'p",  Ip'p,  ip/J'- 

On  donne  en  particulier  le  nom  de  plans  cycliques  aux  trois  couples  de 
plans  lab  etlcd,  locet  lÈrf,  I™/  et lÉc,  qui  donnent  des  sections  circu- 
laires et  qui  passent  respectivement  par  les  axes  I  />,  Ip',  Ip".  On  obtient 
toutes  les  sections  circulaires  de  la  surface  en  coupant  cette  surface  par 
des  plans  parallèles  aux  six  plans  cycliques.  Il  y  a  donc  six  séries  de  sec- 
tions circulaires;  le  lieu  des  centres  de  chaque  série  est  le  diamètre  con- 
jugué du  plan  cyclique  auquel  sont  parallèles  les  plans  de  la  série  con- 
sidérée, et  l'on  donne  le  nom  d'ombilics  aux  points  où  chacun  de  ces 
diamètres  rencontre  la  surface. 

Les  deux  plans  cychques  qui  passent  par  un  même  axe  ont  pour  plans 
bissecteurs  les  deux  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Ainsi,  les 
plans  cycliques  loè,  Icrf,  ont  pour  plans  bissecleurs  les  plans  principaux 
Ipp',  Ipp"  ;  cela  résulte  de  ce  que  les  cordes  ab  et  cd  divisent  harraoni- 
quemenl  l'angle /i'/'/»',  de  sorte  que  l'angle  dièdre  droit  (I«i,  Icrf)  eal  di- 
visé harmoniquement  par  les  plans  Ipp',  Ipp'. 

Des  trois  couples  de  plans  cycliques,  un  seul  (lié,  krf)  est  réel;  il  n'y  a 
donc  que  deux  séries  réelles  de  seclions  circulaires  et,  par  suite,  quo 
quatre  ombilics  réels. 


■1:203.  Dans  lecône,  le  pian  polaire  o-  de  tout  point  /)  de  l'espace  con- 
tient le  sommet  s,  et  si  le  point  p  se  déplace  sur  px,  le  plan  polaire  n  ne 
change  pas  ;  aussi  convient-il  de  donner  à  ce  pian  ct  le  nom  de  plan  po- 
laire de  la  droite  pset,  à  celte  droite,  le  nom  de  polaire  dit  plan  n.  Si  la 
droite  ps  tourne  autour  du  sommet  s  dans  un  plan,  son  plan  palnire  u 
tourne  autour  de  la  polaire  de  re  plan  ;  cela  résulte  de  ce  que  les  traces 
Aeps  et  de  a  sur  un  plan  quelconque  sont  constamment  pûle  et  polaire 
par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône. 

Tout  plan  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  a  ce  sommet  pour  pôle  ;  le 
sommet  est  donc  te  pûle  du  plan  de  l'infini,  c'est-à-dire  le  centre  de  la 
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surface.  Désormais,  quand  nous  parlerons  de  droites  et  de  plans  conjugués 
jiar  rapporta  un  rône  du  second  ordre,  nous  entendrons  toujours  qu'il 
s'agit  de  plans  et  de  droites  passant  par  lesommel.  Ainsi  nous  dirons  que  ; 
1°  une  droite  el  un  plan  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  lorsqu'ils 
passent  par  le  sommet  et  que  la  droite  est  la  polaire  du  plan  ;  2°  deux 
plans  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  quand  ils  passent  par  le  sommet 
et  que  chacun  d'eux  contient  la  polaire  de  l'autre  ;  3°  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  au  cône  quand  elles  passent  par  ie  sommet  et  que 
chacune  d'elles  est  située  dans  le  plan  polaire  de  l'autre. 

Quand  deus  plans  ou  deux  droites  sont  conjuguées,  leurs  traces  sur  un 
plan  quelconque  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan 
détermine  dans  le  cône. 

Quand  un  cône  est  c'trconsent  h  une  surface  du  second  ordre,  les  droites 
et  /ci  plans  conjugués  jiarrapporl  mi  cône  sont  aussi  conjugués  parrap- 
l>ort  à  la  surface;  car,  d'abord,  leurs  traces  sur  le  plan  de  la  conique  de 
contact  sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique,  et,  de  plus,  ce  plan 
est  te  plan  polaire  du  sommet  du  cône  par  rapport  à  la  surface. 

Les  sections  d  un  côae  du  second  ordre  par  des  plans  parallèles  sont 
semt/lables  (H^'ij,  et  le  heu  des  centres  est  la  polaire  du  plan  «  mené 
par  le  sommet  du  cône  parallèlement  aux  plans  sécants.  Ces  sections 
sont  des  ellipses,  des  piraboles  ou  des  hyperholes,  suivant  que  le  plan  a 
ne  contient  pas  de  génératrices,  en  renferme  une  seule  ou  en  contient 
deux. 

One  droite  pa«ant  par  le  sommet  d  un  cône  du  second  ordre  est  dite 
intcricure  ou  extérieure  au  cône  suivant  que  sa  trace  sur  un  plan  quel- 
conque qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône.  Un  point  de  l'espace  est  dit 
/ni'cV/i-Hr  ou  iîj-w'n'{7H/-au  cône,  suivant  que  la  droite  qui  unit  ce  point  au 
i^oinmet  est  elle-même  intérieure  ou  extérieure. 

I20i.  Le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  le  sommet  d'une  infinité 
de  trièdrespo!aires(H06),c'est-à-diredetrièdres  tels  que  chaque  arête  est 
ia  polaire  de  la  face  opposée.  Les  trois  arêtes  forment  un  système  de  trois 
diamèires  conjugués  ;  l'un  de  ces  diamètres  est  intérieur  au  cône  et  les 
deux  autres  sont  extérieurs;  cela  résulte  de  ce  que  la  trace  du  trièdre 
sur  un  plan  quelconque  est  un  triangle  polaire  par  rapport  à  la  conique 
section  du  cône  par  ce  plan,  et  un  tel  triangle  a  toujours  un  sommet  inté- 
rieur et  deux  sommets  extérieurs  à  la  conique. 

L'un  de  ces  trièdres  polaires  est  Irireclangle  ;  ses  arêtes  sont  les  trois 
axes  du  cône;  l'un  est  intérieur  et  les  deus  autres  sont  extérieurs. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  détermine  dans  le  cône  une 
conique  qui  a  soncentre  sur  cet  axe  et  ses  axes  parallèles  aux  deuxautres 
axes  du  ciine.  Tout  plan  perpendiculaire  à  i'a; 
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lifie  ellipse,  et  tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  deux  autres  axes  donne 
une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  deux  génératrices 
du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  On  nomme  nxe  principal  du  cône 
l'axe  intérieur  ;  graml  axe  celui  qui  est  parallèle  au  grand  axe  de  î'el- 
lipse  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  un  plan  normal  à  l'axe 
principal  -jpciit  i7j;e  celui  qui  est  parallèle  au  petit  axe  de  la  même  ellipse; 
on  appelle  plnn  île  la  gminle  scriinn  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  grand 
axe  ;  p/nn  de  la  petite  scciit/ii  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  ]ietit  axe  ; 
/.'Inn  pri/icipal  le  pha  àa  grand  et  du  petit  axe.  Le  plan  principal  ne 
coupe  le  cône  suivant  aucune  arête;  de  tous  les  plans  conduits  par  l'axe 
principal,  le  plan  de  la  grande  section  et  le  plan  de  la  petite  section  sont 
ceux  qui  coupent  le  cône  suivant  les  dRux  arêtes  qui  font  entre  elles  res- 
pectivement l'aiii^le  maximum  et  l'angle  raiTiimum.  Les  plans  tangentsau 
cône  menés  par  le  grand  axe  le  toui.'hont  suivant  les  deux  arêtes  contenues 
dans  le  plan  de  la  petite  section  ;  les  plans  tangents  conduits  par  te  petit 
axe  louchent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  contenues  dans  le  plan  de  la 
jirande  section  ;  enfin,  par  l'axe  principal,  on  ne  peut  mener  aucun  plan 
tangent  au  cène. 

Le  cône  est  de  révolution  quand  la  section  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'iixe  inlérieur  est  un  cercle. 

130^.  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n*  1202,  sur  tes  sections  circu- 
laires des  sur&ces  du  second  ordre,  que  tout  cône  du  second  ordre  admet 
deux  plans  cycliquiis  réels  passant  par  l'un  des  axes  et  également  inclinés 
sur  les  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Tout  c6ne  du  second 
ordre,  admettant,  d'après  cela,  deux  séries  de  sections  circulaires,  peut 
être  considéré  de  deux  manières  comme  un  cône  à  base  circulaire.  Les 
propriétés  des  sections  circulaires  des  cônes  du  second  ordre  ont  déjà  été 
étudirés  aux  n°'87?i,...,  880.  Ajoutons  seulement  ici  que  les  deux  plans 
cycliques  passent,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement,  par  le  grand 
axe  et,  par  suite,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  petite  section. 

i'iftë.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  on  mène  des  droites 
perpendiculaires  à  loua  les  plans  tangents,  on  obtient  un  second  cône  de 
même  sommet  et  qui  est  dit  supplémentaire  du  premier.  Le  cône  supplé- 
mentaire d'un  cône  du  second  ordre  estaussidu  second  ordre  ;  en  d'autres 
lernies,  tout  plan  mené  par  le  sommet  ne  peut  le  couper  que  suivantdeux 
arêtes;  car,  si  un  tel  plan  le  coupait  suivant  trois  arêtes,  ces  arêtesseraient 
normales  à  trois  plans  tangents  au  cône  proposé,  lesquels  plans  passeraient 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  arêtes,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  par  une  droite  on  ne  peut  mener  que  deux  plans  tan- 
gents à  un  cône  du  second  ordre,  fii  un  cône  £'  est  supplémentaire  d'un 
celle  £  lia  second  ordre,  im'erseon-'d  ï  est  siipptémeninire  de  ï'.  En  etret, 
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deux  arêtes  infiniment  voisines  du  cône  2'  sont  perpendiculaires  à  Acuy. 
plans  langentsau  cône  sinrinimentvoisins  ;  le  plan  de  ces  deux  arèlcs  6*; 
donc  perpendiculaire  à  l'intersection  de  ces  deux  plans  tangents;  en  d'au- 
tres termes,  les  pians  tangents  à  ï' sont  perpendiculaires  aux  arêtes  de  5. 

On  aperçoit  immédiatement  que  ;  i"  à  une  arête  de  2  cl  niiplan  tfingeni 
conduit  par  cette  arête,  rèpnnilent  dans  V  un  plan  tangent  et  son  arétv 
de  cnntacl  ;  a"  à  une  droite  et  à  son  plan  polaire  par  rap/xiri  A  2,  répon- 
dent unpian  et  sa  piilnire  par  rapport  a  Sf  ;  3°â  deux:  droites  conjuguai'' 
de  2,  rëfiondcnt  deux  plans  conjugués  de  2'  ;  4°  ''  dcuj:  droites  menées 
arbitrairement  par  le  sommet  de  2,  répondent  ilans  ï'  deujr  plans  faisant 
entre  eux  un  angle  svpplémentcnre  de  celui  des  deux  droites;  5"  anxtrois 
nxes  de  2,  répondent  les  trois  plans  diamétraux  conjugués  rectangulaires 
di:  2';  à  l'axe  principal  de  2,  rripond  le  plan  principal  de  ï',  et  les  deu;; 
cônes  ont  même  axe  principal  et  même  plan  principal  ;  maïs  le  plan  de  la 
grande  section  de  l'un  eal  le  plan  de  la  petite  section  de  l'autre,  de  sorte 
que  le  gr.ind  axe  de  l'nn  est  le  petit  axe  de  l'autre. 

H  résulte  de  là  que  les  propriétés  des  cdnt  s  du  second  dcgie  ■:onl  d  11- 
hlcs,  comme  celles  des  trièdres  et  des  triangles  spiiérique= 

1207.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  on  nomme  focnlis  les  deii\ 
droites  menées  par  le  sommet  perpendiculairement  aux  jilans  cyclique- 
du  cône  supplémentaire;  ces  deux  droites  sont  donc  située-,  dans  le  pian 
de  la  petite  section  du  cône  supplémentaire,  et  par  constijuent  dans  k 
plan  de  la  grande  section  du  cône  considéré 

Tout  plan  b  perpendiculaire  à  une  forali  F  coupe  le  cône  suit  ant  ui  1 
conique  qui  apour  foyer  le  pied  f  de  cette  drotle  II  suffit,  pour  établ  i 
ce  théorème,  de  prouver  que  tout  couple  de  dioite*  conjugutes  par  rap 
port  à  la  conique  et  passant  par/  est  rectangulaire  Or,  deux  droite 
conjuguées  du  cône  supplémentaire,  comprises  dans  un  plan  c>  clique  d 
ce  cône,  sont  rectangulaires,  puisqu'elles  sont  parallèles  a  deux  dia- 
mètres conjugues  de  la  section  circulaire  faite  par  un  plan  parallèle  <> 
ce  plan  cyclique;  donc  deux  plans  conjuguésdu  cône  primitif,  menés  par 
la  focale  P  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan  cyclique,  sont  aussi  rectan- 
gulaires. Le  plan  jr  coupe  donc  le  cône  suivant  une  conique,  et  les  deux 
plans  conjugués  suivant  deux  droites  rectangulaires  telles,  que  !e  pôle  de 
l'une  par  rapport  à  celle  conique  soit  sur  l'autre. 

Puisque  dans  deux  cônes  supplémentaires  les  droites  focales  de  l'ui- 
répondent  aux  plans  cycliques  de  l'autre,  à  chaque  propriété  des  focales 
répondra,  par  la  considération  du  cône  supplémentaire,  une  propriété  des 
plans  cycliques,  et  inversement.  Indiquons  les  plus  importantes  de  ces 
propriétés. 

1208.  Nous  savons  que  la  polaire  d" un  plan  cyclique  est  le  diamètre,  lieu 
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<leâ  ceniresrtessficlionâcirculairesparallèlesà  ce  plan  cyclique,  n^illcurs, 
à  un  plan  cyclique  et  à  sa  polaire  répondent,  dans  le  cône  suppléinenUiire, 
une  ligne  focale  et  son  plan  polaire.  De  roSme  que  dans  les  coniques  on 
donne  le  nom  de  dircctrke  à  la  polaire  du  foyer,  on  donne  dans  les  cônes 
le  nom  deplan  directeur  au  plan  polaire  d'une  focale.  Ainsi,  un  cône  du 
second  ordre  a  deuK  focales  et,  par  suite,  deux  plans  directeurs.  Cela  posé, 
voici  les  propriétés  fondamentales  des  plans  cycliques  et  des  focales  ;  los 
théorèmes  sont  disposés  sur  deux  colonnes;  de  cette  maniéje,  on  trouve 
à  côlé  l'une  de  l'autre  les  propositions  corrélatives,  o'esl-à-dire  les  propo- 
sitions qui  résultent  l'une  de  l'autre  par  la  considération  du  cûne  supplé- 
mentaire, et  il  suffit  chaque  fois  de  démontrer  l'une  de  ces  deux  propo- 
sitions. 

Dnns  l'itii  cône  du  second  ordre,  |  Dnn^  tout  cône  du  scco/nl ordre, 
>es  sinus  des  angles  que  chaqiieplan  \  les  sinus  des  angles i/uec/iaquetirélc 
langent  fait  avec  un  plan  cyclique  forme  avec  une  ligne  focale  et  avec 
et  avec  la  polaire  de  ce  plan  lyrlique  1  le  plan  directeur  mrrespondant  ont 
ont  un  rnpport  constant.  \  uii  rapjiort  constant. 

En  eilel,  coupons  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  et, 
do  centre  de  cette  section  circulaire,  qui  est  un  point  de  la  polaire  du 
plan  cyclique,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  un  plan  tangent  au  cône. 
Le  sinus  de  l'angle  du  plan  Ungent  et  du  p'an  du  cercle  est  égal  à  celte 
perpendiculaire  divisée  pa  1  y  d  ce  1  1  '  d  F  1  d 
plan  langent  et  de  1  axe  pol  d  jl  y!q  t  é  1  1  mé  p 
pendiculaire  divisée  parla  d   la       d  m  t  d  l     d    1 

section  circulaire.  Le  rapp        i  d  p    d  d        q      d        y 

du  cercle  et  de  la  distance  d  t  mm  t  11  m    t  d 

plan  tangent  considéré. 

Tout  plan  tangent  à  un   6      d     \      Le  pi        m         j       II 
second  ordre  eoupe  tes  dei     }l         \  f      l     d  â       l  l    rdr 

cyvUrjues  suivant  deux  dro  I 

Icment  inetinées  sur  l'arête  de 

En  effet,  coupons  le  côn    p     d 
cycliques;  les  sections  sero     d 
Une  arête  quelconque  du  c  p 

cercles  aux  points  de  renco  t      b 
au  cône  suivant  l'aréte  co     d        , 
une  même  sphère  et  comprises  dans  11 

nées  sur  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact,  c'est-à-dire  sur  Taréte  du 
cône,  et,  comme  ces  droites  sont  parallèles  à  celles  suivant  lesquelles 
!'j  jilan  tangent  coupe  les  plans  cycliques,  le  théorème  est  démontré. 
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L/i  somme  (ou  lu  tUJférciirr]  di-s  \       Ln  somme  (ou /.^  ff'ffrrfnre:  <l-s 
enfles    rlièi/ret  que.    chmji'c   filnii   I  fiiig/i:s  que,  c/inr/iic  t'/f'lf  il'ii'i  c6ni- 
tangent  à  un  cône  du  second  nrdre   i  du  second  ordre  forme  avec  tes  deux 
forme  aoec  les  deu.r  plans  cycliques  j  focales  est  conslimte. 
est  constante.  '• 

Dans  les  deux  cas  précédents,  mous  avons  démontré  1p  théorème  de 
gauche  ;  ici ,  nous  démontrerons  le  ihéoréme  de  droite.  Il  suffit  à  cet  effet  de 
considérer  ce  qui  se  passe  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du 
cône.Une  nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courhe  qu'on  nommi~ 
ellipse  sp/iércgue,  et  les  deux  points  déterminés  sur  cette  portion  de  splièrc 
parles focalesdu  cône  sont  dits  \esfnjers  de  celte  conique.  Cela  posé,  si 
M  est  un  point  de  cette  conique  sphérique  et  si  F  cl  F'  sont  ses  foyers, 
il  suffit  de  prouver  que  la  somme  des  arcs  de  grand  cercle  FM  +  F'M  est 
constante,  sachant,  d'après  le  théorème  précédent,  que  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  à  la  conique  au  point  M  est  également  incliné  sur  les 
deux  arcs  vecteurs  MF  et  SIP.  t*  raisonnement  est  analogue  a  celui 
du  n°  1007. 

De.  là  résulte  un  nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  considérer 
lesproposilions  qui  précèdent  et,  en  général,  les  propriétés  des  cônes  du 
secOTidoràT&(CMASLES,  Mémoires  de  l'jicnilcmiedeJtru^ellfs, année  i&iiQ). 

Iâ09.  Une  conique  sphérique  est  l'ensemble  des  deux  courbes  fermées 
dites  ellipses  sp/iériqaes,  suivant  lesquelles  un  câno  du  second  ordre  coupe 
une  sphère  ayant  le  sommet  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  symé- 
triques par  rapport  à  chacun  des  trois  grands  cercles  suivant  lesquels  les 
plans  diamétraux  principaux  du  cône  coupent  la  spiière. 

Considérons  le  plan  principal  du  cône,  et  ne  prenons  que  l'hémisphère 
et  la  nappe  du  cône  situés  au-dessus  de  ce  plan.  Cette  nappe  déterminera 
sur  la  sphère  une  ellipse  sphérique  dont  le  centre  et  les  sommets  seront 
les  points  où  la  sphère  est  percfei  par  l'axe  principal  et  par  les  généra- 
trices situées  dans  les  plans  de  la  grande  et  de  la  petite  section  ;lesfoyers 
répondront  aux  lignes  focales  ;  les  plans  cycliques  du  cône  couperont 
Iliémisplière  considéré  suivant  deux  demi-grands  cercles  ayant  le  grand 
lise  du  cône  pour  diamètre  commun  ;  ce  grand  axe  est  compris  dans  le  plan 
du  pliisgrnnd  arc  diamètre  de  l'ellipse  sphérique,  et  ces  deux  deroi-grands 
cercles,  dits  arcs  cycliques  de  l'ellipse  sphérique,  sont  perpendiculaires  au 
plus  petit  are  diamélre  à«  l'eUipse  et  ne  rencontrent  jamais  cette  courbe. 

Considérons  en  second  lieu  le  plan  de  la  petite  section  du  cône,  et  la 
partie  de  la  conique  sphérique  située  d'un  seul  côté  de  ce  plan  ;  elle 
est  composée  de  deux  branches,  moitiés  des  deux  ellipses  sphériques  et 
symétriques  par  rapport  au  plan  diamétral  perpendiculaire  à  l'axe  prin- 
cipal du  cône  ;  on  lui  donne  le  nom  ^'hyperbole  sphérique.  Son  centre 
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est  le  point  où  le  grand  axe  du  cône  perce  l'hémisphère  qui  contiptit  la 
courbe,  et  ses  foyers,  inlersections  de  cet  hémisphère  et  des  lignes  focales, 
se  trouvent  sur  l'arc  de  grand  c«rcle  qui  unit  les  deux  seuls  sommets  de 
la  courbe.  Pour  tout  point  M  de  l'hyperbole  sphÉrique,  c'est  la  différence 
(et  non  la  somme)  des  arcs  vecteurs  MF  et  MF' qui  est  constante.  Quant 
aux  plans  cycliques  du  cône,  ils  coupent  l'hémisphère  suivant  deux  demi- 
grands  cercles  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  également  inclinés 
sur  l'arc  qui  joint  les  foyers  ;  ce  sont  \ez  arcs  cycliques  de  l'hyperbole. 

Enfin,  si  l'on  considérait  l'hémisphère  situéd'uncôlé  du  plan  de  la  grande 
section  du  cône,  lequel  plan  contient  les  lignes  focales,  on  aurait  deux 
moitiés  de  demi-ellipses  sphériqoos  se  présentant  leurs  concavités  etdont 
l'ensemble  forme  une  troisième  espèce  de  courbe  sphérique.  Celtecourbe 
a  un  cewire,  intersection  de  la  sphère  et  du  petit  axe  du  cône,  iyHn(re/oferj 
situés  dans  le  plan  de  la  grande  section  du  cône,  et  deux  arcs  cycliques 
situés  entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  perpendiculaires  à  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  les  deux  sommets. 

Les  trois  courbes  que  nous  venons  de  considérer  sont  des  portions  de 
la  courbe  unique,  dite  conique  sphérique,  qui  est  l'intersection  complète 
de  la  sphère  et  du  cône. 
'  A  une  conique  sphérique  répond  une  conique  sphérique  supplémen- 
taire :  c'est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cône  supplémentaire  de  celui 
qui  produit  la  première  conique.  On  peut  aussi  parvenir  directement  à 
cette  conique  supplémentaire  en  la  considérant  comme  l'enveloppe  des  arcs 
de  grands  cercles  dont  les  plans  sont  normaux  aux  rayons  de  la  sphère 
menés  par  les  différents  points  de  la  conique  primitive. 

Les  arcs  cycliques  de  l'une  des  coniques  sont  dans  les  plans  diamétraux 
perpendiculaires  aux  diamètres  de  la  sphère  qui  passent  par  les  foyers  de 
l'autre  conique. 

Les  deux  théorèmes  relatifs  à  l'invariabilité  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence des  arcs  vecteurs  d'une  conique  sphérique,  et  à  l'égale  inclinaison 
del'arcdegrandcercle  tangent  sur  les  arcs  vecteurs,  sont  dus .iM.Magnus, 
de  Berlin  (Annales  de  Gergonne,  i8a5). 

1210.  Par  deux  sectims  planes  quelconques  d'une  surface  du  second 
ordre,  on  peia  toujours  faire  passer  deux  cônes.  En  effet,  considérons  h 
droite  L'  conjuguée  de  l'intersection  L  des  deux  plans,  c'est-à-dire 
de  la  sécante  commune  aux  deux  courbes  ;  par  cette  droite  L'  et  par  un 
point /n  quelconque  de  l'une  des  courbes,  menonsunplan, etsoient/i  et./ 
les  points  communs  à  ce  plan  et  à  la  seconde  courbe  ;  du  point  s,  où  mp 
rencontre  L',  projetons  la  première  courbe  sur  le  plan  de  la  seconde; 
cette  seconde  courbe  et  la  projection  de  la  première  se  confondront,  car 
ce  sont  des  coniquesayant  trois  points  communs,  dont  deux,  situos  sur 
la  sécante  commune  L,  sont  des  points  de  contact.  Le  point  s  est  donc  le 
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sommet  (l'un  cône  passant  par  les  deux  courbes,  oiriiitersectiondeL' et  dp 

mq  serait  le  sommet  ^  d'un  second  cône  jouissant  de  la  môme  propriélt. 

Les  deux  cônes  se  touchent  aux  deux  poinLs  qui  sont  communs  au'i 
deui  courb  s  phne'i  On  peut  montrer  qu»  riciproqi  emi  ni,  deux  côneà 
dti  seccn  I  ordre,  qui  ont  deix  plans  tanL,en(s  communs  «e  coupent  sui- 
vant deux  courbes  pluies  Plus  générdlement,  (Uux  surjiwes  <lu  second 
onirc  qui  se  touchent  en  ikax  pnnti  a  et  b  se  coupent  miuimt  deuj.' 
tmihe  planea  En  efftt  c  étant  un  troisième  point  commun,  le  plan  n//f 
coupe  les  diux  surfaces  suiiant  deux  coniques  cjui  -e  confondent,  puis- 
qu'elles ont  trois  points  communs  n,  i,  c,  et  les  mêmes  tangentes  aux 
points  a  et  b.  Voili  donc  une  conique  conmiuno  aux  deux  surfaces.  Mais 
i'inlersection  complète  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  du  quatrième 
ordre,  car  tont  pbm  transversal,  donnant  une  conique  dans  chaque  sur- 
face, coupe  l'intersection  des  deux  surfaces  en  quatre  points  (réels  ou 
imaginaires).  Donc,  dans  lecas  qui  nous  occupe,  l'intersection  se  compose 
de  la  conique  que  nous  avons  déjà  déterminée  et  d'une  seconde  conique. 

La  seconde  coniqne  passe,  comme  la  première,  par  les  points  a  el  6; 
car  on  verrait,  comme  ci -dessus,  que,  si  d  est  un  point  do  l'interseclion 
non  situé  sur  la  première  conique,  le  plan  «bd  coujie  les  deux  surfaces 
suivant  une  conique  commune  qui,  par  conséquent,  n'est  autre  que  la  se- 
conde conique  considérée. 

Toulorois,  lorsque  i'inlersection  des  plans  tangents  en  a  et  è  se  con- 
fond avec  la  droite  ab,  cette  droite  appartient  auxdeoxsurf  icesqui,  alors, 
ont  de  plus  en  commun  une  ligne  du  troisième  degré.  Ce  cas  d'exception 
au  lliéorèmo  de  Monge  a  été  signalé  par  M.  de  !a  Gournerie,  dans  une 
lettre  à  Poncelet  (  Tiniié  des  propriétés  piviectioes,  annotations  de  la 
seconde  édition). 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  sideiuc  surfaces  du  second  degré 
se  touchent  en  trois  points  a,  b,  c,  elles  se  mccordeiit  le  long  d'une  ligne 
plane.  L'intersection  des  deux  surfaces  doit,  en  effet,  se  composer  de 
deux  coniques  dont  les  plans  passent  à  la  fois  par  a,  b,c;  ces  deux  coniques 
coïncident  donc  et  forment  une  conique  double  suivant  laquelle  les  deux 
siirfaccs  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre. 

SURFACES    RÉGLliES    DU    SBCOnD    OllDilE. 

1211.  On  dit  que  Aavw  fmscemix  de  plans  (58i)  sont  homogrnphiqucs 
orsqu'on  peut  trouver  denx  droites  sur  lesquelles  ils  tracent  deux  divi- 
bions  lomog  aph'ques;  une  droite  quelconque  est  alors  coupée  par  le 
prem  er  fa  ceau  su  anl  une  division  homograpliique  de  celle  quo  le 
second  fa  s  ea  détermine  sur  une  seconde  droite  quelconque.  Le  rap- 
port anharmon  que  de  quatre  pians  quelconques  du  premier  faisceau  eet 
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éga!  au  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  homologues  de  l'aulri! 


La  surface  réglée,  lieu  des  inlenectinns  des  plans  konmlognes  de  deux 
faisceaux  kamographiques,  est  diisfcnnd  ordre;  car,  si  on  la  coupe  par 
un  plan  quekonqne  o,  les  deux  faisceaux  de  plans  coupunt  ce  plan  '.; 
suivant  deux  faisceaux  de  droites  qui  sont  hotnograpbiques,  et  la  gectioii 
de  la  surface  par  ce  plan  n  est  le  lieu  des  intersections  des  rayons  homo- 
logues de  ces  deus  faisceaux  de  droites,  c'est-à-dire  (1131  )  une  conique. 
Il  existe  donc  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

1212.  Réciproquement,  loule  surface  réglée  du  second  onirepeiit  v/n- 
considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des  /ilans  komolngues  de  deur 
faisceaux  de  plans  komographiqttes.  Nous  déconiposeroDS  la  dcmouslv^i- 
tion  en  plusieurs  parties,  et  elle  nous  permettra  de  mettre  on  évideno^ 
les  principales  propriétés  de  ces  surfaces  réglées. 

i'  Tivis  droites  A,  B,  C,  appartenant  h  la  surface,  ne  peut'ent  passer 
par  un  même  point  o,  à  moins  que  toutes  les  droites  de  la  surface  n-.' 
paisent  j)ar  ce  point.  Car,  toute  autre  droite  D  de  la  surface,  ne  passan! 
pas  par  le  sommet  o  du  trièdre  formé  par  A,  B,  C,  aurait  au  moins  avec 
l'une  des  faces  de  ce  trièdre  un  point  commun  non  situé  sur  les  arêtes; 
par  suite,  le  plan  de  cette  face  aurait  en  commun  avec  la  surface  deux 
arêtes  du  trièdre  et  de  plus  un  point  extérieur  à  ces  arêtes,  de  sorte  que  li- 
degré  de  la  section  serait  supérieur  au  second.  Les  surf3i;es  réglées  du 
second  ordre  se  partagent  donc  en  deux  groupes  :  l'un  relatif  aux  surface,-^ 
dont  toutes  les  génératrices  passent  par  un  même  point,  l'autre  relatif 
aux  surfaces  dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point.  Les 
surfaces  du  premier  groupe  sont  les  râncs  et,  en  particulier,  les  cj-lindrei., 
lorsque  le  point  de  concours  de  toutes  les  génératrices  est  à  l'infini.  Les 
cônes  du  second  degré  jouissent  évidemment  de  la  propriété  énoncée, 
car  toute  section  faite  par  un  plan  ne  contenant  pas  le  sommet  est  uno 
conique  qui  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  h omo graphiques;  les  plans  déter- 
minée par  les  génératrices  fixes  qui  aboutissent  aux  centres  de  ces  deux 
faisceaux  et  par  la  génératrice  variahie  qui  aboutit  à  un  point  quelcor.qu" 
de  la  conique  sont  donc  homographiques.  Nous  n'avons  par  conséqueni 
à  considérer  que  les  surfaces  réglées  proprement  dites, a'esl-à-àire  celles 
dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point. 

a°  Soit  G  l'une  des  génératrices  de  la  surface.  Tout  plan  passant  pai- 
a  donne  dans  la  surface  une  conique  qui  se  compose  nécessairement  <if 
la  droite  G  et  d'une  autre  droite.  Si  l'on  coupe  la  surface  par  une  sérif 
de  plans  7,7',  7°, . . . ,  passant  par  G,  on  obtiendra  donc  une  série  de  droites 
L,L',L",  .,.,  qui  formeront  un  système  de  génératrices  recti  lignes.  Toutes 
ces  droites  rencontren:  G  en  des  points  différents,  sans  quoi,  par  un  niêmis 
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point,  passeraient  Lioisclroiles  de  lasarfaco;  par  siiilo,  deux  ciiielconques 
des  génératrices  L,L',  L",  ,,.,  riesontjamaisdansunmême  plan.  Actuelle- 
ment, par  l'une  L  de  ces  droites,  menons  une  série  de  plans  1  V  î." 
nous  obtiendrons  une  nouvelle  série  de  droites  &  G    G  dont  G  fera 

('■videmment  partie  et  qui  formeront  un  second  sj  sterne  le  génératrices 
lectilignes;  on  verra,  comme  ci-dessus,  que  deux  quelconques  de  ces 
;^énératrlces  ne  sauraient  être  dans  un  même  plan  Donc  en  résumé  lu 
.uirface  mlmet  ileiix  sysièmes  [G]  et  (L)  ik  ge/iervitiiief  lectiligiei,  pur 
•m  pniiU  quelconque  m  di:  la  surface  paiat  une  generatncc  de  rhoquc 
.■.jscèine  (ces  deux  génératrices  sont  fourmes  par  les  phna  menés  pir  m 
et  chacune  des  deux  droites  fixes  G  et  L)  le  plan  de  ces  dei  i  gênera 
triées  est  le  plan  tangent  en  m  à  la  surface  Deux  génératrices  d  un 
même  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan  ;  une  génératrice  quel- 
conque de  l'un  des  systèmes  rencontre  toutes  celles  de  l'autre  système. 

3'  Puisque  trois  droites  suffisent  pour  régler  le  mouvement  d'une 
droite  mobile  assujettie  à  s'appuyer  sur  elles,  et  qu'une  génératrice  de 
l'un  des  systèmes  doit  rencontrer  toutes  celles  de  l'autre  système,  on 
voit  '|ue  la  surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite 
qui  rencontre  sans  cesse  trois  droites  Jixes  L,  L',  L". 

4"  Sur  l'une  L  de  ces  trois  droites  fixes, prenons  une  série  de  points  n, 
h,  c,  d,  ...  ;  par  chacun  de  ces  points  et  par  les  deux  autres  droites  fixes 
L'  et  L"  menons  deux  plans;  nous  obtiendrons  ainsi  deux  faisceaux  de 
plans  homo graphiques  dont  L'  et  L"  seront  les  axes  et  tels,  que  les  inter- 
sections des  plans  homologues  rencontrent  les  Irois  directrices  L,  L',  L', 
c'est-à-dire  soient  des  génératrices  de  la  surface.  La  surface  est  doncfc 
lieu  des  intersections  des  plans  lioniologues  de  deux  faisceaux  de  plans 
Itomografhiques,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Nous  avons  vu  (r)que  les  cônes  rentrent  dans  cette  définition  ;  ils  ré- 
pondentaux  cas  oti  les  axes  des  deux  faisceaux  se  rencontrent;  quand  les 
ases  sont  parallèles,  les  cônes  deviennent  des  cylindres. 

1213.  Voici  encore  d'autres  propriétés  importantes  des  surfaces  réglées 
proprement  dites  du  second  ordre. 

Le  faisceau  de  plans  passant  par  L"  rencontre  les  deux  autres  direc- 
trices L  et  L'  et  détermine  sur  elles  deux  divisions  homographiquea  ;  les 
droites  qui  joignent  les  points  homologues  de  ces  deux  divisions  s'ap- 
puient à  la  fois  sur  L,  L',  L";  ce  sont  des  génératrices  de  la  surface. 
Donc  toute  surface  réglée  du  second  ordre  est  le  lieu  des  droites  qui  divi- 
sent komograpliiquemcnt  deux  droites  Jives. 

Tout  plan  passant  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface,  et  qui  ne 
contient  aucune  des  deux  génératrices  G  et  L  passant  par  ce  point,  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  passe  par  m  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
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lieux  droites,  sans  quoi  la  section  serait  d'un  degré  supérieur  au 
second. 

Chaque  point  d'une  section  piane  résulte  de  l'interseclion  du  plan  sécant 
et  d'une  génératrice  de  la  surface  ;  toute  section  plane  d'une  surface  réglée 
du  second  ordre  est  donc  réelle.  Par  suite,  en  appliquant  celte  remarque 
au  plan  polaire  a  d'un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  voit  que  lout 
point  de  l'etpace  est  le  sommet  d'un  cane  réel  circonscrit  à  la  surface. 

1*  plan  de  l'infini  détermine  une  section  réelle  qui  est  :  ou  une  co- 
nique ordinaire,  ou  un  système  de  deux  droites;  la  surface  prend  dans  le 
premier  cas  le  nom  d'hyperèoloïile  à  une  nappe  et,  dans  le  second,  le 
nom  de  paraboloïde  hyperbolique . 


1214.  Nous  avons  nommé  hyperbolnïrle  à  une  nappe  {_/%.  607)  celle 
des  deux  surfaces  réglées  pr  p  em  ni  d  te»  du  aecond  ordre  que  le  plan 


de  l'infini  coupe  suivant  une  1  unique  C  qui  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 
Le  plan  de  l'infini  n'étant  pas  tancent  a  la  surface  ne  conlicnt  pas  son 
propre  pôle;  ce  pôle,  c'est-a  din  le  centre  de  lu 'm  face,  est  donc  à  dis- 
lance finie.  Si  l'on  transporte  à  ce  centre  o  el  parallèlement  à  elles-mêmes 
toutes  les  génératrices  de  la  surface,  les  droites  ainsi  transportées  con- 
servent leurs  mêmes  points  à  l'infini  ;  on  obtient  donc  un  cône  ayant  pour 
sommet  o  et  pour  base  la  conique  C,  et,  comme  le  point  0  est  ie  pôle 
du  plan  de  la  conique  C,  on  voit  que  ce  cône  est  tangent  à  la  surface 
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[oui  le  long  ûv.  I;i  conique  C  siluée  ci  rijilini  :  ce  cùne,  enveloppe  des  plariS 
tausenlsà  l'infini  de  la  surface,  ou,  comme  on  dît  plus  rapidement,  des 
[i/a//.t  fis/mpiotif/iics  à  k  surface,  prend  le  nom  de  cône  osyniptatc  de 
riiyperboloïde.  La  surface  est  tout  eriière  à  l'extérieur  de  ce  cône,  sans 
i]uoi  il  y  aurait  des  génératrices  qui  le  couperaient  à  distance  finie. 

Par  chaque  point  de  la  conique  C  passent  deux  géniTafrices,  ure  dv 
uliaque  système  ;  donc,  «  chaque  génératrice  d'un  système,  rè/iontl  r/a/.s 
l'autre  xystènic  une  génératrice  paritllètc,  et,  par  suite,  chaiiuc  généra~ 
trice  tilt  rêne  asymptote  est  parnllèlc  à  dcusc  génératrices  de  ta  surface. 

Trois  génératrices  d'un  même  système  ne  sauraient  être  parallèles  à 
un  même  plan,  sans  quoi  les  trois  génératrices  correspondantes  du  cône 
asymptote  seraient  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  absurde,  puisque  le 
cime  est  du  second  ordre. 

121b.  Les  Ecctionsplanes  de  la  surface  peuvent  être  des  liypeiboles,  des 
paraboles  ou  des  ellipses  suivantles  positions  du  plan  sécant;  car,  suivant 
que  ce  plan  coupe  la  conique  C  en  deuï  points,  la  touche  ou  ne  la  ren- 
contre pas,  le  nombre  des  points  à  l'infini  dans  la  section  est  2,  1  ou  o. 
D'ailleurs,  les  sections  Pc/  P,  de  la  surface  cl  du  cône  asymptote  par  ii/i 
même  plan  quelconque  o  sont  semblables,  sembtablement  placées  et  con  - 
eentriques.  En  effet,  soient  Det  D'  deux  diamètres  conjugués  de  la  ser- 
lion  P  faite  par  le  plan  n  dans  la  surface;  les  plans  déterminés  par  Ii> 
centre  o  de  l'iiyperboloïde  et  par  chacune  des  droites  D  et  D'  seront 
diamétraux  conjugués  par  rapporta  cet  hyperboloïde ;  donciis  le  seront 
aussi  par  rapport  au  c6ne,  puisque  (  1S03]  le  cdne  et  la  surface  ont  les 
mêmes  systèmes  de  droites  et  de  plans  conjugué.^;  par  suite,  les  intersec- 
tions lie  ces  deux  plans  par  le  plan  w,  c'est-à-dire  les  droites  D  et  D' 
elles-mêmes,  seront  deux  diemètres  conjugués  de  la  section  P,  faite  [.ar 
le  plan  n  dans  le  cône  asymptote.  En  particulier,  les  plans  cycliques  du 
cône  asymptote  coupent  donc  riiy/ierboloide  suinant  des  cercles;  on  les 
nomme  plans  cycliques  de  l'hyperboloïde  ;  tout  plan  parallèle  à  un  plan 
cyclique  donne  une  section  circulaire  (1199). 

1216.  Puisqu'à  tout  diamètre  de  l'hyperboloïde  répond  le  même  pian 
diamétral,  soit  dans  cet  hyperboloïde,  soit  dans  le  cône  asymptote,  l'hy- 
perbolo'ide  et  le  cône  ont  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués,  et, 
par  suiie,  lesmémesaxeset  les  mêmes  plans  principaux.  Des  trois  axes, 
l'un  oz est  donc  inlérleur  (12011,  et  les  deux  aiilres  oj^et  oy  sont  eité- 
rieurset  coupent  seuls  la  surface:  il  y  a  donc  deu:;  sommets  imaginaires 
et  quairesommels  réels;  le  plan  principal  jrry  coupe  la  surface  suivant 
une  ellipse  qu'on  nomme  ellipse  de  gorge,  et  les  plans  principaux  xoz  et 
yaz  la  coupent  suivant  des  hyperboles.  Toute  section  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  xny  es!  une  ellipse  semblable  à  ('ellipse  de  gorge  rt  dont  le^ 
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sommets  sont  fiitués  sur  les  hyperboles  principales;  de  là,  découle  ur 
mode  de  génération  fort  simple  de  la  surface. 

Dans  l'espace,  on  nomme  coordonnées  d'un  point  M  jiar  rapport  à  trois 
ases  rectangulaires  ox,  ny,  os,  les  nombres  qui  mesurent  les  projections 


du  segment  OM  sur  les  trois  ases,  chacun  de  ces  nombres  étant  précédé 
du  signe  -i-  ou  du  signe  —,  suivant  que  les  projections  du  point  M  tom- 
bent sur  les  parties  positives  ox,  o/,  oz,  des  axes  ou  sur  les  parties  op- 
posées oj;',  uf,  oz'.  En  désignant  par  x,y^  s,  les  trois  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  l'hyperboloïde  {fig-  608],  on  a  j^=  *^'^^y  =  1*1^1, 
E  =  00'.  SoilA'B'l'elhpse  obtenue  en  coupant  la  surface  parle  plan  mené 
par  M  parallèlement  au  plan  xoy  de  l'ellipse  de  gorge  AB  ;  désignons  par  a 
(^t  ti  les  demi-axes  de  l'ellipse  de  gorge  et  par  c  la  valeur  absolue  du  demi- 
iise  imaginaire  commun  aux  deux  hyperboles  principales  AA'  et  BB'.  Nous 
ïc'ons,  puisque  le  point  M  appartient  à  l'ellipse  A'B', 


et,  puisque  le  point  A'  appartient  à  l'hyperbole  AA'  et  le  point  B'  a  ihy- 
perbole  BB', 


L'élimination  de  O'A'  et  do  O'B'  entre  ces  trois  équations  donne  la  r 
tation 


re  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface;  c'est  Xt'qun- 
•I  de  l'hyperboloïde. 
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lâlT.  Si  l'on  pvojetlc  Iniilcs  les  gpiiératriccs  d'un  liy]>erbo(otde  sur  un 
/liait  diamétral  quekonquc  a  à  l'aide  de  pi-njetantes  parallèles  an  dia- 
iiièlre  D  conjugué  du  plan  ct,  les  projections  des  gcnêratrices  sont  tan- 
gentes à  la  section  V  faite  dans  la  surface  pur  le  plan  a.  En  effet,  soienl 
G  une  génératrice  quelconque  et  m  le  point  où  elle  rencontre  la  courbe  P. 
Lu  plan  tangent  au  point  m  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  aboulit  en  h/,  lequel  plan  diamétral  contient  D;  donc  le  plan 
tangent  en  m,  passant  par  la  génératrice  G  et  étant  parallèle  à  û,  est 
précisément  le  plan  projetant  de  cette  génératrice;  par  suite,  la  projec- 
tion de  cette  génératrice  est  l'interseciiou  du  plan  o  et  du  plan  tangent 
à  la  surface,  c'est-à-dire  est  la  tangente  en  m  à  la  courbe  P. 

En  particulier,  les  projections  orthogonala.-!  des  génératrices  sur  les  plans 
principaux  enveloppent  l'ellipse  de  gorge  et  les  hyperboles  principales. 

1218.  Quand  les  deux  axes  réels  ont  la  même  longueur,  l'ellipse  de 
gorge  devient  un  cercle,  et  la  surface,  lieu  des  cercles  dont  les  plans 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  oz  et  dont  les  centres  sont  sur  cet  axe,  est 
do  révolmion  ;  cet  hyperboloïde  de  révolution  résulte  de  le  rotation  de 
l'hyperbole  principale  autour  de  son  axe  non  transverse. 

P.VIt\B0LOÏUE    IlIfËRBOLlQUE. 

1219.  Nous  avons  appelé />fl;wi'y/wV/t'  hyperbolique  (^g'.  6oyj  celle  dpg 
deoï  surfaces  réglées  proprement  dites  du  second  ordre  qui  a  une  géné- 


ratrice de  chaque  syslènie  G,  et  L,  dnns  le  plan  de  l'infini.  Celle  surface 
est  donc  tangente  à  ce  plan  de  l'infini  et,  par  suite,  le  pôle  de  ce  plan,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  surface,  est  à  l'infini.  L'un  des  plans  principaux  pas^^o 
alors  à  l'infini  ainsi  que  les  deux  axes  qu'il  contient,  el  il  ne  reste  à  d  s- 
lance  finie  qu'un  seul  axe  et  les  deux  pians  principaux  qui  passent  par  cet 
aie,  auquel  tous  les  diamètres  deviennent  d'ailleurs  parallèles. 
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TiMi  plan  pnssiint  par  l'uxe  ilmitic  dans  la  surface  une  conique  syiin?- 
Irlque  par  rapport  ï  cet  axe  et  dont  le  second  axe  disjiarall  à  l'inPiiii; 
cette  conique  est  donc  une  parabole.  Toutes  ces  puraboles  ont  leur  som- 
mel  en  un  même  point  commun  à  l'axe  et  à  la  surface,  qu'on  nomme 
sommet  de  la  surracc. 

Toute  section  par  un  plan  c  parallèle  à  l'iixc  est  une  parabole  égale 
h  celle  que  détermine  le  plan  ra'  mené  /Mr  l'axe  parallèlement  au  plan 
proposé.  En  effet,  d'abord  la  section  par  le  plan  o  est  une  parabole,  puis- 
(|u'eiie  est  semblable  à  la  section  faite  par  ie  plan  n'  ;  puis  ces  deux  pa- 
raboles hont  é^dle  attendu  que  l'un  des  cônes  qu'on  peut  mener  par  ces 
deux  courbes  (1210)  d  génère  en  un  cylindre  dont  ces  courbes  sont 
deux  seci  on»  parallèles 

1220  Lpb  'iect  0  s  par  dis  plana  non  parallèles  à  l'axe  sont  des  hyper- 
boles, pu  sque  ces  |  in  coupi'nl  les,  génératrices  G,  et  L,  situées  à  l'infini 
en  deux  |  ointb  fclud  on-  spécialement  les  sections  hyperboliques  dont 
les  plan''  sont  normaux  à  1  axe  Désignons  par  o  le  sommet,  par  ox  la 
partie  le  1  axe  située  a  droite  de  )  el  par  ox'  la  partie  do  l'axe  située  à 
gauche  Le  plan  |  erpendiculaire  «  l'axe  mené  par  le  sommet  n  est  tangent 
à  la  surface  puisquil  est  conjugué  à  la  direction  ar;  il  contient  donc 
deux  génératrcis  que  nous  nommerons  og  et  ol,  et  c'est  à  ces  deu* 
droites  que  se  ré  1  ut  ici  la  section  hyperbolique.  L'hyperbole  obtenue  en 
coupant  par  tout  autre  plan  normal  à  l'axe  doit  donc  avoir  ses  asymptotes 
parallèles  à  cg-et  à  (</;  ces  asymptotes  sont  donc  les  intersections  du  plan 
co:isidéré  et  des  deux  plans  fixes  gox,  lox;  par  suite,  si  l'on  désigne  par 
or  et  oz  la  bissectrice  de  l'angle  gol  et  celle  de  son  supplément,  les 
plans  mx,  vox,  devront  contenir  les  axes  de  toutes  ces  hyperboles,  de 
sorte  que  ces  plans  sont  les  plans  principaux  ;  ils  coupent  la  surface 
suivant  deux  paraboles  ayant  même  sommet  o,  et  pour  axe  l'une  ox, 
l'autre  ox'  \  car,  si  ces  paraboles  principales  étaient  tournées  du  même 
côté, par  exemple  toutes  les  (leuxàdroite  de  o,Ies  sections  hyperboliques 
faites  par  des  plans  normaux  à  l'axe  et  à  droite  de  o  auraient  quatre 
sommets  réels,  ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  en  résumé,  les  hyperboles  ob- 
tenues en  coupant  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  situées  ;  à 
droite  du  sommet,  dans  l'un  des  angles  formés  par  les  plans  gox,  lox  [  et 
dans  son  opposé]-  el,à  gauche  du  sommol,  dans  le  supplément  de  cet 
angle  (et  dans  =on  0|pose) 

1221.  Tout  plan  pirallele  a  I  un  des  plans  principaux  coupant  Id  sur- 
f.ice  suiïant  une  parabole  égale  a  celle  que  détermine  ce  plan  princi- 
pal, on  viit  que  la  surfaci  peut  être  engendrée  par  l'une  des  paraboles 
f'rincipales  glissant  parallelem  ni  a  elle-même  de  façon  tjiie  son  sommet 
décrii-e  l'autre  parabole  princtptde,  ce  mode  de  génération  est  celui  qui 
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révèle  le  plus  nettement  ia  forme  de  la  surface.  Ajoutons  qu'en  projection 
orthogonale  sur  un  plan  prinripat,  les  génératrices  em-ehppent  la  para- 
bole principale  cnrres)xindante. 

Soient /ï  et /  les  paramètres  des  paraboles  principales  BOB',  COC; 
clierchons  lYqiiaUon  du  parabotoidu,  c'est-à-dire  la   relation  entre  îe.-i 


conslanles  données  /*  et/)'  et  les  coordonnées  variables  x  =  01,  ^  =  PM, 
7-  -  IP.d'un  [joint quelconque  M  de  cette  surface  (yfg-.  6io  ).  La  sectlnn  faile 
[)ar  le  plan  mené  par  M  parallèlement  au  plan  j:ry-  étant  une  parabole  ICg 
égale  à  la  parabole  BOB',  on  a,  puisque  M  appartient  à  cette  parabole /Cg, 

et,  puisque  le  point  C  appartient  à  la  parabole  COC 
z'  =  2/.K0; 


n  en  déduit 


2  (Kt- KOI -201, 


1222.  Le  plan  gox,  coupant  la  surface  suivant  une  première  génér;^- 
irlcG  og,  doit  la  couper  encore  suivant  une  génératrice  du  système  op- 
posé ;  et  cette  seconde  génératrice  doit  être  à  l'infini ,  sans  quoi  l'ane  ox 
rencontrerait  la  surface  en  deux  points  à  dislance  finie;  c'est  donc  la 
génératriceLj.  Or  toute  autre  généralriceG  du  même  système  que  o^  est 
dans  un  môme  plan  o  avec  L,  :  les  deux  plans  o  et  gox  ayant  leur  iuler- 
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^eflion  L|  à  l'infini  sont  parallèles;  donc  0 est  parailèleau plan g'OJ:.  Ainsi, 
lijules  les  génératrices  d'un  système  sont  pniallèles  au  plan  g').T,  et 
l'on  verrait  de  même  que  toutes  Ica  génératrices  de  l'autre  système  sont 
l^redlètes  au  plan  lox.  Les  deux  [ilans  fixes  gox,  lox,  prennent  le  nom  de 
plans  directeurs  de  la  surface.  Il  résulte  du  n°  1220  que  les  plans  prin- 
'■•paiix  ditiisent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  formés  par  les 
plans  directeurs. 

Toutes  les  génératrices  d'un  sysième  étant  iiarallèles  à  un  même  plan, 
ces  droites  divisent  deux  génératrices  quelconques  de  l'autre  système  en 
parties  proportionnelles,  et  la  surface  peut  être  considérée  comme  ert^çe//- 
dfée  par  une  limite  mobile  fjrmnnt  sur  deux  droites  fixes  deux  divisions 
/ii>inographii/iies  semliliibles .  Celte  propriété  est  très-utile  dans  les  ap- 
l^lications;  on  l'uiilise  aussi  pour  construire  des  modèles  en  fi)  de  la 
surface. 

SURFACES  nr  second  obdbe  non  béoi.ées. 

1223.  H  nous  reste  à  étudier  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre. 

Tout  plan  tangent  a  h  l'une  quelconque  de  ces  surfaces  en  un  point  a 
ii'u  en  commun  avec  cette  surface  que  le  point  a;  car,  s'il  en  avait  un 
autre  b,  la  droite  nfr  serait  commune  au  plan  a  et  au  plan  polaire  p  àe  b; 
elle  serait  donc  sa  propre  polaire,  et  chacun  de  ses  points  étant  à  lui- 
même  son  conjugué  serait  sur  la  surface.  Il  y  aurait  donc  sur  la  surface 
une  droite  «6,  et,  par  suite,  il  y  en  aurait  une  infinité. 

11  suit  de  la  que,  si  l'on  mène  de  part  et  d'autre  d'un  plan  tangent  x 
d'ux  plans  parallèles  et  infmiment  voisins,  un  seul  de  ces  deux  plans 
ruicontrera  la  surface.  Il  y  a  donc  dans  l'espace  des  plans  qui  ne  ren- 
contrent pas  la  surface,  des  plans  qui  la  coupent,  et  des  plans  qui  n'ont 
qii  un  pomt  commun  avec  elle;  les  pôles  de  ces  plans  sont  pour  les  pre- 
miers intérieurs  à  la  surface,  pour  les  seconds  extérieurs,  et  pour  les 
derniers  situés  sur  la  surface. 

On  classe  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre  par  la  considération 
du  plan  tangent  à  rinfiui.  Ce  plan  peut  être  extérieur  à  la  surface,  la 
toucher  ou  la  couper  suivant  une  conique  qui  diffère  de  deux  droites.  De 
là,  trois  surfaces  distinctts  auxquelles  on  donne  les  noms  suivante  : 

11  ajiint  aucun  )jomt  a    in-j  pm^^^-^^^^ 
Surfaces    du    se™ii,A  ^^"^^'^'^^ '^^  '  '  ^|^^' ■^^*  j'.  ^■', 
ordre  su  rlesquoUeal  "^S^"  "  °"    1'""      ^     '"' *:  Paraboloîde  elUpdqae. 
on  »e  P..I  placer,     „;';^:„^,^-„-,;„- 
aucune  dro.le.         |     ^,,.^.^^,  ,,_,^  ™nic|ueordi-    Ifyp.rhoioïde  h  d^u^  „app,^. 

Nous  allons  décrire  successivement  ces  trois  suHaces. 
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192Î.  L'ellipsoïde  [fig.  Cii)  n'ayani  aiicnn  point  à  l'inGni  n'admet 
que  des  sections  planes  elliptiques.  Le  centre  est  intérieur  à  la  surface, 
et,  par  suite,  les  trois  axes  rencontrent  la  surface  chacun  en  deux  pointe 
réels;  ces  trois  axes  ont  généralement  des  lougueurs  ditlérentes ;  combi- 
nés deux  à  deux,  ils  forment  les  axes  des  trois  ellipses  principaleë.  Les 
sections  par  des  plans  parallèles  à  un  plan  principal  sont  des  ellipses  sem- 
blables à  l'ellipse  principale  correspondante,  et  dont  les  sommets  sont 
situés  sur  les  deux  autres  ellipses  principales  :  de  là  un  niode  de  géné- 
ration trës-expressif  de  la  surface. 


Fie-  Gj 


Les  deux  plans  cycliqaes  passent  éiidemmenl  par  l'axe  moyen;  leurs 
tracps  sur  le  plan  des  deux  autres  bxls  sont  les  diamètres  communs  à 
Tetlipse  principale  située  dans  ce  pi  m  et  au  cercle  concentrique  di^rit 
avec  un  rayon  égal  à  l'axe  moyen  Tout  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique 
cou[ie  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle  le  lieu  de»  centres  des  sections  cir- 
culaires est  formé  de  deux  dlameties  de  1  ellipse  principale,  qui  a  pour 
axes  l'axe  maximum  et  l'axe  minimum  ;  ces  diamètres,  qui  sont  respccli- 
vement  conjugués  aux  traces  des  deux  plans  cycliques,  rencontrent  l'ellipse 
en  quatre  poinis  réels  :  ce  sont  lesomi/Wc*. 

En  désignant  par  <i,  b,  c  les  longueurs  des  trois  axes,  et  prenant  res- 
pectivement ces  axes  pouraxes  des  x,  des  y  et  dfs  z,  on  trouve,  en  rai- 
sonnant comme  au  n"  J216,  pour  l'équation  de  l'ellipsoïde. 


Il  suflit,  dans  les  formules  du  n"  1-21 
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iMÏi.  Soient  ofl',  ob',  oc',  un  système  de  trois  demi -diamètres  conjugués, 
el  OH,  oli,  lie,  les  trois  demi-axes.  Conservons  le  diamètre  oc'  et  substi- 
tuons à  oa'  et  ob'  deux  autres  diamètres  oa"  et  o/i"  conjugués  entre  eux 
dans  le  plan  a'o/i',  et  dont  l'un  otc"  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
|ilan  oob;  on  aura 

Les  trois  droites  oa",  ol/\  t,c',  formeront  encore  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  le  plan  b''oc'  contiendra  l'axe  oc,  puisque  00°  est  dans  le 
plan  principal  aob.  Conservons  maintenant  oa',  et  remplaçons  nb"  et  oc'  par 
deux  nouveaux  diamètres  conjugués  situés  dans  le  plan  c'ob",  dont  l'un, 
ob„  soit  l'intersection  do  ce  plan  avec  le  plan  «oè;  alors,  où' et  06,  se  trou- 
vant l'un  et  l'autre  dans  le  plan  principal  aob,  le  conjugué  de  ob,  ne  sera 
uutre  que  l'axe  oc,  et  l'on  aura 


Enfin,  la  comparaison  du  système  actuel  oa",  ob^,  oc,  av 
la,  ob,  oc,  donne 

st,  en  ajoulant  les  trois  relations  précédentes,  on  obtient 


ce  qui  donne  la  généralisation  du  premier  des  théorèmes  d'Apollonius 
(1U7): 

La  .lominif  des  ccirié.i  de  trois  dkimèires   conjugués  quelconques  est 
coristcmte. 

Le  second  théorème  d'Apollonius  se  généralise  de  même  : 
Le  volume  du  parallétipipéde  construit  sur  trois  diamètres  conjuguêi 
i/uelcoiii/ues  est  constant. 
En  effet,  on  a  évidemment 

m\.[oa',ob\oc'i  =  vtÀ.{or,\ol,",or'), 

puisque  ces  deux  corps  ont  la  môme  hauteur  et  des  bases  équivalentes 
comme  parallélogrammes  construits  sur  les  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  "(-''  et  ob',  00"  et  ob",  de  la  section  faile  par  le  plan  a'ob'.  On  a 
lie  même 

V(,\.{oa\<jb'',oc')  =  vo\.{r>a\ob„or)  =  vol.  (".^  fV',  w). 
d'où  résuite 

V0l{oo\  où',  oc-].--    \-o\.[o„,oh.nc). 
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1226,  Si  deux  des  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde  devient  de  rôvolulion 
ilutour  du  troisième  axe.  linfin  ,  si  les  trois  axes  sont  fgaus,  l'ellipsoïde 
•■■c  rûluit  à  une  s|)lii;re. 

PARABOLOÏDE    ELLIPTIQUE. 

Ii27.  Le  paraboloïde  elliptique  {Jîg.  lîia)  est  tangent  au  plan  de  l'in- 
fini. Son  centre  est  donc  à  l'infini,  ainsi  que  l'un  des  plans  principaux  et 
les  deux  axes  qu'il  contient.  Il  ne  reste  à  distance  finie  qu'un  seul  axe  et 
les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe,  auquel  tous  les  dia- 
mètres sont  d'ailleurs  parallèles. 


Toute  section  passa/H  /«//■  l'iue  eM  nngente  a  la  droite  de  l'infini; 
c'est  une  jxirabole  ayant  pour  axe  1  ixe  mcme  de  h  aurlate  et  pour  som- 
luel  le  point  où  cet  axe  rencontte  le  paraboluide  cesl  a  dire  le  sniniiiei 
lie  cette  surface.  Toute  section  par  un  pian  paralleie  a  l'aJ:e  est  iinv 
parabole  égale  à  celle  que  déternum  i  ait  un  phm  parallèle  passant  par 

Les  sections  par  les  plans  non  parallèles  h  l'axe  sont  des  ellipses, 
jiuisquecesscutions  n'ont  aucun  point  commun  à  l'infini.  Les  ellipses  don  1 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe  ont  leurs  sommets  sur  les  deux  paraboles 
principales  qui,  par  suite,  sont  situées  l'une  eC  l'autre  d'un  même  côté  du 
plan  tangent  au  sommet.  Ert&n,  la  surface  peut  être  engendrée  par  l'une 
lies  paraboles  principales  glissant  paraîtélemcnt  à  elle-même  de  façon 
ijue  son  sommet  décrive  l'autre  parabole  principale. 

Tous  ces  résultais  s'il  perçoivent  aisément  après  ce  qui  a  été  dit  (]2ifl 
it  suiv.}  sur  le  paraboloïde  hyperbolique. 

En  prenant  pour  axe  des  *  l'axe  commun  dos  deux  paraboles  princi- 
[aloB  et  pour  axes  des  x  et  des  z  les  tangentes  au  sommet  de  ces  para- 
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boles,  puis  raisonnant  comme  au  n"  1251 ,  on  obtient,  pour  l'équation  du 
paraboloïde  elliptique, 

/'      I'  " 

Il  suffit  de  changer  dans  l'équation  do  paraboloïde  hyperbolique,  p'  en 
-!>'■ 

Ajoutons  que  la  surface  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale  de  moindre  para- 
mÈIre  et  également  inclinés  sur  l'autre  section  principale. 

Si  les  deux  paraboles  principalrs  ont  même  paramètre,  le  parabotoi'de 
devient  de  révolution. 


1228.L'hyperboloideàdeuxnappes{/i'^>-  Gi3)  énm  coupé  par  le  plan  de 
l'inEni  suivant  une  conique  otdtnaire  C   a  un  centre  o  placé  à  distance 


finie  et  extérieur  à  la  surface,  Le  cône  qui  a  le  point  n  pour  sommet  i!t  la 
conique  C  pour  directrice  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cetlc  co- 
nique à  l'infini  ;  on  le  nomme  rône  asymptote,  et  la  surface  étant  intérieure 
à  ce  cane  se  compose  de  deux  parties  ou  nappes  séparées,  situées  chacune 
dans  l'une  dus  nappes  du  cône.  Les  diamètres  et  plans  diamétraux  conju- 
gués de  la  surface  sont  les  mêmes  que  cens  du  cône  ;  elle  a  donc  les  mêmes 
aies  que  ce  cône;  l'axe  intérieur  au  cène  rencontre  donc  seul  la  surface 
qui  n'a  que  deux  sommets  réels.  Tout  plan  passant  par  l'axe  transverse 
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coupe  la  conique  C  île  l'infini  en  deux  points  et,  par  suite,  la  surfriie  sui- 
vant une  hyperbole  symétrique  par  rapport  à  cet  ase  et  ayant  pour  som- 
mets réels  ies  deux  sommets  réels  de  la  surface;  ce  fait  met  mieux  en- 
core en  évidence  la  division  de  la  surface  en  deux  nappes. 

Les  sections  par  des  plans  peipendiculaires  à  l'axe  transverse  sotil  des 
ellipses  semblables  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  deux  hyperboles 
principales  dont  les  plans  passent  par  l'axe.  Ces  ellipses  se  réduisent  à  un 
point  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l'un  ou  l'autre  sommet  ;  quand  le 
plan  sécant  est  entre  les  deux  sommets,  la  section  devient  imaginaire. 

Les  plans  cycliques  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  côni- 
asymptote. 

L'équation  de  la  surface  se  déduit  de  celle  deThyperboloïde  à  une  nap|u 
en  changeant  b'  en  —  é';  elle  est 


l'axe  des  .c  étant  dirigé  suivant  l'asu  réel. 

Cette  surface  n'a  aucune  importance  au  point  de  vue  des  applications. 
Nous  avons  hâte  d'ailleurs  de  terminer  cette  esquisse  déjà  bien  longue 
de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Le  lecteur  qui  voudra  la  lire, 
la  plume  à  la  main,  en  restituant  les  figures  une  à  une,  n'éprouvera  au- 
cun embarras  pour  démontrer  les  points  secondaires  que  nous  n'avons 
fait  qu'énoncer.  Il  pourra  ensuite,  s'il  veut  pousser  plus  avant  cette  étude, 
consulter  avec  le  plus  grand  fruit  le  Supplément  sur  les  propriétés  pro- 
jectwes  des  Jcgares  dttns  l'espnce,  de  Ponce\el;  ]es  Mémoinrsà&  M.  Chasiea 
M/r  les  canes,  sur  les  coniques  spliériques  et  sur  les  surfaces  refilées,  et 
enfin  VJperrn  /ils torique. 


IV.  —  ÊTDDE  D£  QUELQUES  SDRPACBS  D'ORDRE  SUPERIEDR. 

SURFACES    POLAIHES    BÉCIPROQUES. 

1229.  La  méthode  des  polaires  réciproques s'étendaisément  aux  figures 
ds  l'espace  ;  nous  nous  bornerons  à  quelques  indications  sur  ce  sujet  {voir 
PoNCKLET,  Traité  (les  Propriétés  projertives,  t.  II), 

Deux  surfaces  sont  dites  polaires  réciproques  Çd.v  TS.'^St'iTi  à.  une  surface 
du  second  degré  u,  lorsque  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  pôles  des  plans 
tangents  à  l'autre,  les  pôles  étant  pris  relativement  à  la  surface  auxi- 
liaire tr. 

Pour  que  cette  dcQnition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut  prouver 
que,  si  une  surface  i  est  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  d'une  sur- 
face ï,  réciproquement  la  surface  f  sera  le  lieu  des  pôies  des  plans  tan- 
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i;enla  à  la  surface  ■!^.  Or,  soient  jt,  y.',  y.',  trois  plans  tangents  a  la  sur- 
lace  f;  m,  m\  m",  leurs  points  de  conlact,  et  n,  n',  n",  leurs  pôles  par 
rapport  à  ff.  [«  point  commun  aux  trois  pians  jt,  jx',  j/",  a  pour  polaire  to 
plan  /in'n°  ;  mais,  quand  m' et  n/'  tendent  vers  m,  il  en  est  de  même  du 
point  commun  aux  plans  fi,  f',  f.",  et  alors,  les  points  n'  et  «"  tendant 
vers  n,  le  plan  nn'n'  tend  vers  le  plan  tangent  en  n  à  la  surface  •^.  Donc 
le  point  III  de  la  surface  f  est  le  polo  du  plan  tangent  en  «  à  la  sur- 

1230.  Qiuiiiil  deux  mrfaces  sont  polnires  réciproques,  la  classe  de  l'imc 
est  égale  nu  degré  de  l'autre.  Car,  si  une  droit*  quelconque  A  rencontre 
la  surface  ?  en  *  points,  à  ces  fi  points  répondent  f:  pians  polaires  pas- 
sant par  la  droite  B  conjuguée  (H96  )  de  la  droite  A  et  tangents  à  la  sur- 
face -f^;  et  inversement,  aux  k  plans  menés  par  B  tangentiellement  à  la 
surface'}',  répondent  A  points  communs  à  la  surface  y  et  à  la  droite  A. 

Il  résidlede  là  que  la  surface  poUiire  réciproque  d'une  surface  du  se- 
cond degré  est  une  surface  du  secnnd  degré,  puisqu'une  surface  du  second 
ordre  est  de  seconde,  classe  (119*}. 

1231.  Le  plus  souvent,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  transformer  des  pro- 
priétés métriques,  on  prend  une  sphère  pour  surface  auxiliaire.  Alors  le 
point  n'  de  la  surface  ^  correspondant  au  point  n  de  la  surface  ?  {fig.  617) 
s'obtient  en  abaissantducentreode  la  sphère  une  perpendiculaire  op  sur 
le  plan  tangent  en  n  à  la  surface  y  et  en  portant  sur  cette  perpendiculaire 
une  longueur  on'  telle  qu'on  ail 

"/'■""'='■'. 
/■  étant  lerayondelasphère.  D'ailleurs,  comme  la  polarité  est  réciproque, 
le  plan  langent  en  n'  à  la  surface  ^  est  à  son  tour  perpendiculaire  sur 
on  et  coupe  cette  droite  en  un  point  p,  tel  que 


Il  est  évident,  d'après  cela,  que,  si  l'on  considère  un  ellipsoïde  (  ayant 
pour  axes  n,  b,  c,  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  concen- 
trique de  rayon  r  est  un  autre  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  dirigés  sui- 
vant les  même  droites  que  ceux  du  premier  et  ont  respectivement  pour 

r-     r'      r' 
longueurs  —:    ■?-■   — ■ 

1232.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  une  remarque  qui  nous  sera 
bientôt  utile  et  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

Aï,  d'un  point  quelconque  n  d'un  ellipsoïde,  on  abaisse  un  plan  nsr/ter- 
pendiculaire  sur  l'un  des  axes  ox  de  cette  surface,  et  si  l'on  désigne  par 
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s  II!  /mi lit  où  ce  plan  cmipc  la  iierpcruliailaiic  "p  meiice  du  cciiire  o  n-i 
le  plan  put  tahp-nt  en  it,  on  a  l/i  retaliiin 
i>.<.'>p^-,\ 
a.  étml  la  hng:>eur  de  l'nxe  dirige  siiUwit  ox  (fig.  6j  i). 
En  elïet,  le  plan  nsr  n  [jour  pâle,  par  rapport  à  l'eilipiuïJ'',  le  p!;in(  i 


où  le  plan  langent  en  n  coupe  Tase  ojc;  mais  ce  plan  a  le  mémo  pôlR 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  el  par  rapport  a  la  sphère  concentrique  de 
rayon  x.  Donc  le  plan  pnt  passant  par  t  doit  avoir  son  pôle  par  rappori 
à  la  sphère  dans  le  pian  nsr,  ei,  comme  ce  pôle  doit  être  sur  op,  il  n'es', 
autre  que  le  point  s,  ce  qui  entraine  la  relation  ci-dessus. 


12llli.  Deux  surfaces  ly  et  >)'  sont  dites  apsidide/^  l'une  rfe  l'autre  par 
rapport  à  un  point  fixe  «,  lorsque  toute  sphère  ayant  o  pour  centre  lo 
coupe  suivant  deux  lignes  A  et  B,  telles  que  les  cônes  a  et  p  ayant  o  pour 
sommet  commun  et   les  lignes  A  et  B  pour  directrices  soient  (120(1; 


supplémentaires  {fig.  6i5). 


T-i 


Dpux  points  m  et  n  de  deux  surfaces  apsidales  sont  dits  eorrespm- 
dants  lorsqu'ils  apparliennen'.  à  la  fois  à  deux  lignes  sph^riques  corroïi- 
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pO!;danles  A  et  B  et  à  deux  généralricfs  correspondantes  des  deux  cônes 
supplémentaires  a  el  p.  Ainsi,  m  élant  vin  point  quelconque  de  la  sur- 
face f,  011  décrira  une  sphère  du  point  o  comme  centre  et  avec  oui  pour 
rayon  ;  A  étant  l'intersection  de  la  surface  f  et  de  la  sphère,  et  x  étant  le 
»ine  ayant"  pour  sommet  et  A  pour  directrice,  on  élèvera  par  le  point  o 
une  perpendiculaire  on  au  plan  qui  touche  le  cône  a  suivant  la  généra- 
trice om  ;  le  point  n  ofi  cette  perpendiculaire  rencontre  la  sphère  sera  le 
point  de  la  surface  -^  qui  correspond  au  point  m  de  la  surface  f. 

THÉORÈME. 

123!.  Les  plans  tnngeiitn  jt  et  -j  nii.v  pnints  corrcipondants  m  et  n  de 
deux  .mi-jnees  apsidaict  '^  et  -^  sont  perpendieulaires  au  plan  mon  ftper- 
pendicalaires  cuire  eiw. 

En  effet,  la  tangente  mT  à  la  courbe  sphérique  A  (_/%,  61  i]  est  àangle 
droit  sur  le  rayon  om  de  la  sphère;  elle  est  aussi  à  angle  droit  sur  la 
droite  on,  puisque  on  est  perpendiculaire  au  plan  nmT;  donc  celte  tan- 
genle  est  perpendiculaire  au  plan  mm,  et,  parsuite,  il  en  est  de  même  du 
plan  p  qui  contient  n;T. 

On  voit  de  même  que  le  plan  v  est  perpendiculaire  au  plan  mon. 

Il  reste  à  montrer  que  les  plans  j*  et  v  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
ou  bien,  puisqu'ils  sont  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  mon,  que 
leurs  traces  sur  ce  dernier  plan  sont  rec  langui  aires.  Or,  soit  m,  (Jîg.  C 1  (i  ) 


un  point  voisin  do  ni  sur  la  section  de  la  surface  f  par  le  pinn  mon  qui 
est  pris  ici  pour  plan  de  la  figure  ;  la  droite  ««1,  sera  à  la  limite  la  trace 
du  plan  fi.  Soit  w,  le  point  de  la  surface  -j-  qui  répond  à  m,  ;  rabattons  le 
triangle  nnn^  en  onn^  sur  le  plan  de  la  figure,  par  une  rotation  autour 
de  o/?.  Le  plan  nn,  n,  est  à  la  limite  langent  suivant  nn,  au  cône  do  révo- 
lution que  décrit  n»,  en  tournant  auiour  de  no;  il  est  donc  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure,  et,  par  suite,  nn,  est  k  la  limite  la  trace  du 
plan  T.  Pour  un  motif  analogue,  'a  droite  o«,  peut  être  considérée  comme 
|j  projeclitin  orthogonale  de  on/,  donc  l'angle  m^on,  est  droit  comme 


.  Jr  I 
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élaiU  la  projccliûTi  iliiii  angle  droit  '"lO/q  dont  un  côte  o»!,  est  dans  le 
[>!an  de  projection.  11  suit  de  là  que  le  triangle  «o«,  n'est  aulre  que  le 
triangle  nmiir^  qui  aurait  tourné  de  go  degrés  autour  du  point  o  dans 
son  plan;  lesdroiles»w/|,««j,  sont  donc  à  la  limite  perpendiculaires  l'une 
it  l'autre. 

Corollaires. 

i£3ri.  r  Les  normales  en  m  et  fi  aux  surfaces  f  el  -l  sont  contenues 
dans  le  plan  ii/im  et  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

2°  Les  perpendicidaires  abaissées  du  point  n  sur  les  plans  tangents  p. 
et  ■/  sont  contenues  dans  le  plan  mon,  et  leurs  longueurs,  c'est>à-dire  les 
dislances  du  point  o  aux  plans  ^t  et  v,  sont  égales. 

3°  La  seclion  de  la  surface  f  par  le  plan  nioT  (Jîg.  6(3)  a  pour  tan- 
gente en  m  l'intersection  du  plan  onil  et  du  plan  ,a  ;  celte  intersection 
est  donc,  comme  chacun  de  ces  deux  plans,  perpendiculaire  au  plan  mon 
et  par  suite  à  la  droile  ont.  Donc  la  droite  om  est  une  normale  à  cette 
section,  et  l'on  peut  donner  des  surfaces  apsidales  cette  définition,  que 
5Iac-Cu!lag  prend  pour  point  de  départ  dans  le  tome  XVII  des  Tmnsac- 
linm  l'f  tlie  Royftl  Irish  Académie  :  La  surface  apxiiMe  ^  d'une  surface 
(foiinéc  f  par  rapport  à  un  point  o  est  le  lieu  des  points  obtenus  en  por~ 
tant,  h  partir  de  o,  perpendieulaîrement  à  chaque  plan  passant  par  ce 
point,  des  longueurs  égales  aux  normales  abaissées  du  point  o  sur  la  sec- 
liim  faite  dans  la  surface  tf  par  le  plan  considéré. 

THÉORÈME. 

1236.  Si  deux  surfaces  £  et  s'  sont  /lolaires  réciproques  par  rapport  à 
une  spliéie  de  centre  o,  leurs  apsidales  f  et  ç',  relatives  au  point  o, 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  même  splière  {Jîg.  617). 

En  effet,  soient  «  et  «'  deux  points  homologues  de  £  et  de  s',  et  m 
et  /'/  les  points  correspondants  de  »  et  de  if'.  Prenons  pour  pian  de  la 
figure  le  plan  nori ,  et  désignons  par  »,  v',  ji,  p',  les  plans  tangents  aux 
surfaces  !,  î',  ï,  ?',  aux  points  n,  ii\  m,  m'.  D'après  le  corollaire  (2°), 
puisque  on'  est  perpendiculaire  au  plan  v,  la  droite  om  est  située  dans  le 
plan  de  la  figure,  et  il  en  est  de  même  de  om\  puisque  le  plan  v'  est  per- 
pendiculaire à  on.  D'ailleurs,  si  l'on  abaisse  np  et  mq  perpendiculaires  à 
on'  et  à  om',  œs  lignes  seront  les  traces  des  pians  v  et  [i,  et  l'on  aura 
non  -  seul  emen  t  ("?'  =  om',  mais  encore  (même  corollaire)  op  =  oq,  Done 
la  relation 

où  r  est  le  rayon  de  la  sphère  auxiliaire,  équivautà 
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ce  qui  prouve  que  les  surfaces  f  et  '/  sont  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  ta  sphère  de  ceiifre  o  et  de  rayon  r. 


1237.  Supposons  qu'une  suite  d'ébranlements  périodiques  ait  lieu  en 
un  point  d'un  milieu  biréfringent  ;  le  mouvement  vibratoire  ae  propagera 
dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  point,  et,  au  bout  de  l'unité  de 
temps,  le  premier  ébranlement  sera  parvenu  sur  vme  certaine  surface 
que  Fresnel  a  considérée  le  premier  et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  sur- 
face des  ondes. 

Laissant  complètement  de  côté  le  point  de  vue  physique,  nous  allons 
ici  étudier  géométriquement  cetl«  surface  intéressante  et  signaler  les  par- 
ticularités curieuses  qu'offre  sa  forme. 

Nous  partirons  de  la  définition  suivante  : 

La  surface  des  ondes  est  la  surface  apsidale  y  d'un  ellipsoïde  t,  par 
rapport  au  centre  de  celle  dernière  sitrfiice. 

Le  théorème  du  n"  1236  montre  que  ta  polaire  réciproque  de  la  sar- 
ftice  des  ondes  f  par  rapport  à  une  sphère  concentrit/tte  à  l'ellipsoïde  e 
est  encore  une  surface  des  ondes;  c'est  la  surface  apsidale  ç'  de  l'ellip- 
soïde e',  polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  primitif  s. 

Le  théorème  du  n°  12i)iperniet  de  construire  le  plan  tangentetla  nor- 
male en  un  point  quelconque  de  la  surface  des  ondes. 

Enfin,  en  combinant  le  théorème  dun-  ISUfi  et  les  corollaires  du  théo- 
rème du  n'123i,  on  voit  que  la  surface  des  ondes  ^peut  être  déduite  des 
ellipsoïdes  i  et  z'  de  la  manière  suivante  t 

1°  Si,  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  s,  on  élèee  une  perpendiculaire  à 
chaque  plan  diamétral,  et  qu'on  fxirle  sur  cette  perpendiculaire,  àparlir 
du  centre,  des  longueurs  égales  aux  demi-axes  de  la  section  diamétrale 
consiilérée,  le  Heu  des  extrémités  de  ces  longueurs  est  la  surface  f. 

2°  Si,  àcliaqueplan  diamétral  de  Pellipsoïde  e',  on  mène  des  plans  pa- 
rallèles à  des  dislances  de  ce  plan  égales  aux  longueurs  des  demi-axes  de 
la  section  diamétrale  considérée,  la  surface  f  est  la  surface  tangente  à 

1238.  Étudions  maintenant  la  forme  de  la  surface  en  pananl  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  définitions. 

On  voit  d'abord  immédiatement  que  la  surface  «  admet  !e  même  rentre 
o  et  les  mêmes  plans  principaux  xoy,  yoz^  zns,  c'est-à-dire  les  mêmes 
plans  de  symétrie  que  l'ellipsoïde  t.  Désignons  par  n,  b,  c,  les  longueurs 
des  trois  axes  de  cet  ellipsoïde  qui  sont  dirigés  respectivement  suivant  or, 
oy,  nz-.  supposons  u>  É  >  C,  et  cherchons  les  sections  principales  de  lj 
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surface  des  ondes,  c'est  à-dife  les  seclioDS  de  celte  surface  par  les  plans 
principaux  xoj",  yo^,  zoj:. 

Pour  qu'un  point  de  la  surface  <(  soit  dans  Ir  plan  xoy,  il  faut  et  il 
sutTit  que  lo  plan  diamétral  correspondant  soit  perpendiculaire  au  plan 
jToj-,  c'est-à-dire  passe  par  l'ane  iz;  mais  chacune  des  sections  diamé- 
trales passant  par  oa  a  pour  demi-axes  le  demi-axe  mineur  c  de  l'ellip- 
soïde et  l'un  des  demi-diamètres  de  l'ellipse  {nb).  La  section  de  la  sur- 
face î  se  compose  donc  du  cercle  qui  a  pour  centre  o  et  pour  rayon  c,  et 
de  l'ellipse  [ab]  qu'on  aurait  fait  tourner  de  90  degrés  autour  de  son 
centre;  d'ailleurs,  le  cercle  est  intérieur  à  l'ellipse,  puisque  son  rayon  c 
est  inférieur  à  la  fois  aux  deux  demi-axes  é  et  «  de  l'eilipse  ;  nous  dési- 
gnerons le  cercle  par  C  et  l'ellipse  par  C 

On  voit  d'une  manière  analogue  que  la  section  faite  par  le  plan  yoz  sa 
compose  du  cercle  qui  a  pour  cenire  0  et  pour  rayon  a,  et  de  l'ellipse  (  bc) 


qui  aurait  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  o;  ici,  c'est  l'ellipse  qui 
est  intérieure  au  cercle,  puisque  le  rayon  de  ce  cercle  est  plus  grand  que 
chacun  des  demi-axes  de  l'ellipse;  nous  désignerons  ce  cercle  et  cette 
ellipse  respectivement  par  A  et  A'. 

Enfin,  le  plan  zi>x  coupe  la  surface  f  suivant  le  cercle  ayant  •>  pour 
centre  et  b  pour  rayon,  et  suivant  l'ellipse  [cd]  qu'on  aurait  fait  tourner 
de  90  degrés  autour  du  point  o.  Ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  B, 
et  cette  ellipse,  que  nous  désignerons  par  B',  se  coupent  en  quaire  points 
réels,  puisque  le  rayon  b  du  cercle  a  une  valeur  comprise  entre  les  va- 
leurs fl  et  e  des  demi-axes  de  l'ellipse.  Ces  points  reçoivent  le  nom  é'om- 
billes  de  la  surface  des  ondes. 

D'après  cela,  pour  se  rendre  compte  de  la  forme  de  !a  surface,  eu  se 
bornant,  bien  cntenilu,  à  la  partie  comprise  dans  le  trii^drc  des  cooidon- 
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nées  positives  ,  on  imaginera  que  ce  irièdre  soit  ferda  suivant  Vano 
des  j,  et  que  l'on  ait  rabattu  la  face  2(17  en  so/,  sur  le  plan  des  zr,  et  la 
face  .rqy  en  .i^«/,  sur  le  même  plan  des  ar.  Les  trois  faces  étant  ainsi  ap- 
pliquées sur  le  même  plan,  on  pourra  dessiner  avec  exactitude  les  trois 
couples  de  sections  principales  en  se  bornant  au  quart  de  chacune 
d'elles,  comme  on  le  voit  surla/^.  61S.  Il  suffit  dès  lors  de  ramener  par 
la  pensée  les  trois  plans  dans  leur  position  primitive,  de  manière  à  re- 
former le  tiièdre,  pour  acquérir  une  idée  nette  de  la  forme  de  la  surface 
telle  qu'on  la  voit  en  perspective  dans  !u  y?;,',  619;  on  aménagé  dans  cette 
figure  une  ouverture  qui  permet  de  voir  la  nappe  intéiieure.  Qu^nt  à  la 
/7g.  6ao,  elle  représente  le  corps  solide  ou  noyau  qui  serait  recouvert  par 
la  nappe  intérieure  seule. 


THÉORÈME. 


1239.  i«  sphère  qui  /misxc  par  un  point  qnek.nnqiie  m  de  la  siiriace  et 
par  lu  projection  <}  ila  centre  sur  le  plan  tondent  en  ce  point,  cl  qui  a  son 
centre  sur  i'ii/i  des  axes,  coupe  le  plan  principal  perpendiculaiic  à  cet 
axe  .■niifant  le  cercle  principal  correspnndant. 

Par  exemple,  la  sphère  qui  passe  jiar  m  et  q  et  qui  a  son  centre  sur 
l'axe  o.r  conpe  le  plan  yoz  suivant  le  cercle  A. 

En  effet,  soient  {Jlg.  6-ii)  n  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde  s,p  la 
projection  du  centre  0  sur  le  plan  tangent  en  «,  et  ns  la  trace  sur  le  plan 
'lop  (qui  est  ici  pris  pour  plan  de  la  figure)  du  plan  mené  par  n  perpen- 
diculairement à  l'axe  o~c.  Faisons  tourner  la  figure  de  90  degrés  dans  son 
plan  autour  du  point  o,  rie  manière  à  l'amener  en  omqg;  m  sera  uu  point 
quelconque  de  la  surface  des  ondes  et  q  la  projection  du  centre  o  sur  le 
plan  langent  en  ce  point.  Quant  à  la  droite  nig,  nouvelle  position  de  «*', 


,  Google 


■Wi  GÉOMÉTHIE   DARS   LESI'ACR. 

elle  sera  perpendiculaire  à  ns  et,  par  suite,  parallèle  à  la  projection  de 
l'axe  ox  sur  le  plan  de  la  figure;  on  aura  d'ailleurs  (iâliâ)  o^.oq  =  a'. 
Cela  pDs6,  imaginons  le  point  c  où  l'axe  or  coupe  le  plan  mené  perpen- 
diculairement à  la  droite  qm  par  son  milieu  i;  c  sera  le  centre  de  la  sphère 
considérée  ;  soient  d  sa  projection  surle  pian  de  la  figure  et  à  sa  distance 
à  ce  plan.  En  désignant  par  f  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel  la  sphère 
coupe  le  plan  principal  zoy,  on  aura 

f'--cit/  —ci:  ^  [h- -\- 'lin')  —  ',h' +  ilo']  =  dm  —du  , 

ou,  en  appelant  h  le  point  de  rencontre  de  mg  et  de  la  droite  kl  qui  est 
parallèle  à  (>9, 

f  =  dm  —  mk  =  {i/i'  ■+-  iiii  }  —  \i/'  +  "ii  )  =  di  —  il.- 
=  [dî-\-il!)  {di-ik)^{dk-^-îik]  dk^os{ng  +  gq\  =">g.oi/, 
c'est-à-dire,  d'après  la  relation  ci-dessus,  o  =  n,  ce  qui  prouve  que  le 
cercle  d'inler^eclion  n'est  autre  que  le  cercle  principal  A. 


1240,  Ce  Ihéorème,  qu'un  géomètre  anglais,  M.  Niien,  a  vrouvé  par 
l'analyse,  etdont  nous  venons  de  donner  une  démonstration  géométi  ique, 
fournit  une  nouvelle  solution  du  problème  du  plan  tangent  et  une  expli- 
cation simple  des  particularités  de  la  surface. 

Veut-on  le  plan  tangent  en  un  point  m?  On  considérera  les  trois  sphères 
passant  par  le  point  m  et  par  chacun  des  cercles  principaux  A,  B,  C;  le 
second  point  commun  à  ces  trois  sphères  sera  le  point  y,  projection  du 
rentre  o  sur  le  plan  langent  cherché,  qui,  par  suile,  n'eit  autre  que  le 
plan  mené  par  q  à  angle  droit  sur  oq. 

Inversement,  un  plan  tangent  étant  donné,  veut-on  le  point  de  contact? 
Prtria  projection  7  du  centre  o  sur  le  plan  donné,  et  par  chacun  descercles 
principaux  A,  B,  C,  on  mènera  trois  sphères,  et  le  second  point  commun 
mdeces  sphères  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangentconsidéré. 

1241.  Revenons  à  la  section  de  la  surface  par-  le  plan  soj-,  laquelle  se 
compose  du  cercle  B  et  de  l'ellipse  B'  qui  ont  quatre  points  communs 
rcels  tels  que  u,  et  qualité  tanijenles  communes  réelles,  telles  que  nv 
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(/'à'.  618).  Cherchons  le  plan  langent  en  «à  la  surface  des  ondes,  La  pro- 
jection du  centre  o  sur  ce  plan  tangent  doit  èlre  le  second  point  commun 
aux  trois  spières  passant  par  11  et  par  chacun  des  cercles  principaus  A,  B,C; 
mais,  comme  le  point  a  est  sur  le  cercle  B,  la  sphèie  correspondant  à  ce 
cercle  est  indéterminée,  et  l'on  trouve  pour  la  projection  du  centre  sur 
le  plan  langent,  non  pas  un  point,  mais  un  lieu  qui  est  le  cercle  dlntersec- 
tion  des  sphères  passant  par  u  et  par  chacun  des  cercles  A  et  C,  et  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  zox.  Il  en  résulte  que  la  surface 
ad'iiel  an  point  u  une  injînité  de  plans  tangents  ayant  pour  enveloppe  an 
cône  dont  le  sommet  est  au  point  u  et  dont  les  tangentes  au  cercle  B  et 
à  l'ellipse  B'  sont  deux  génératrices  opposées. 

Considérons  en  second  lieu  la  tangente  commune  vw.  Le  plan  re  élevé 
par  cette  ligne  perpendiculairement  au  plan  zox  est  évidemment  tangent 
à  la  surfacedes  ondes  aux  points  v  et  <i:  Il  est  facile  de  voir  que  le  plan  tj: 
touche  la  surface  tout  k  long  du  cercle  décrit  dans  ce  plan  sur  b<v  comme 
diamètre.  En  effet,  le  point  de  contact  du  plan  tt  doit  être  le  second  point 
commun  aux  tro  s  sphères  passani  par  la  projection  v  du  centre  o  sur  ce 
plan  et  par  chacun  des  trois  cercles  principaux  A,  B,  C;  mais,  le  point  i- 
étant  sur  le  cercle  B  la  sphère  relative  à  ce  cercle  est  indéterminée,  et 
Ton  trouve  pour  le  point  de  contact,  non  pas  un  point  unique,  mais  un 
lieu  qui  est  le  cercle  commin  auK  deux  sphères  déterminées  par  le  point 
p  et  par  chacun  de  cercles  A  et  C    ce  cercle,  dont  le  plan  est  évidemment 


perpendiculaire  au  plan  zox,  n'est  auire  que  le  cercle  décrit  dans  le  plan 
îT  sur  eiv  comme  diamètre. 

Ainsi,  la  surface  des  ondes  a  quatre  points  coidques  et  quatre  cercles  de 
contact.  La /g.  fiia  représente  la  section  de  la  surface  par  un  plan  pas- 
sant par  les  quatre  points  coniques  ['). 

C)  M.  Manoheim  a  domontro  les  proiirîétés  priiioiiia[ea  de  cette  surface  et 
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1242.  M.  Darboiix,  qui  a  étudié  { Com/^i,.^  vemliis,  t.  XCII)  la  suifacc 
qu'on  oljtieiit  quand  ios  c«rclea  A,  B,  C  ont  dos  positions  quelconques 
dans  l'espace,  a  déduit  du  théorème  de  M.  Niven  le  moyen  de  coustruire 
les  points  [et  par  suite  les  plans  tangents)  de  la  surface  des  ondes  sans 
passer  par  la  considération  de  l'ellipsoïde. 

0  étant  le  centre  de  la  surface  des  ondes  et  q  le  second  point  d'inlor- 
leclion  des  trojs  sphères  passant  respectivement  par  les  cercles  A,  B,  C 
tl  par  un  point  quelconque  m  de  la  surftice,  l'angle  Qqm  est  droit;  et  il 
tst  clair  que  celte  propriété  constitue  une  définition  de  la  surface;  car, 
f-  m  Cit  un  p  ml  quelconi  le  de  l'espace  et  q  !e  second  point  commun 
ijx  sphères  determmees  par  /  (  et  par  les  cercles  A,  B,  C,  l'angle  Oqni 
I  est  plus  droit. 

Cela  pose  jienons  deux  sjbères  quelconques  passant  l'une  par  io 
cercle  A  1  autre  par  le  cercle  B,  et  cherchons  les  points  de  la  surfac:! 
j  11  sont  situes  sur  le  cercle  /  commun  à  ces  deux  sphères.  H  résulte 
immédiatement  dos  piopnétés  des  axes  radicaux  que  toute  sphère  pas- 
«a  t  par  le  troisième  ceiole  L  coupera  7  en  deux  points  fi  et  lf  tels  q  e 
la  droitL  fjj  aille  pisser  par  un  point  fixe  a  situé  sur  la  droite  comm  ne 
u\  fiai  des  cerclts  C  et  /  Si  le  point  p  appartient  à  la  s  rface  i 
f  a  Ira  que  1  angle  Opu  c  est  à-dire  l'angle  Ou.11,  soit  dro  t  Do  c  le 
f  0  t  j.  sera  sur  la  sphère  admettant  Oa  pour  diamètre.  Cette  c  sir  c 
Lio  1  donne  deux  points  sur  le  cercle  7. 


1-2W.  U  ("«■  {893}  est  la  mrfucL  ap'.idnh  il  un,  nphue  par  tapjiûrt 
à  un  point  quelconque  de  l'espace  En  effet,  celle  'iurtace  jpsidale  e=t 
évidemment  de  révolution  autour  de  la  droite  oï  qui  joinl  le  point 
considéré  0  au  centre  de  la  sphère ,  d'ailleurs,  comme  le  plan  tangent  à  la 
sphère  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  contart,  il  résulte 
du  mode  de  correspondance  (1231)  enlre  les  points  de  deux  surfaces  ap- 
sidales  que  la  méridienne  de  celte  surface  de  ré\  olution  n'est  autre  qu'un 
grand  cercle  de  la  sphère  qui  aurait  tourné  de  90  degrés  dans  son  plan 
autour  du  point  o. 

La  méridienne  complète  se  compose  de  deux  cercles  c  et  w'  sj  métriques 
par  rapport  à  l'axe  os;  le  point»,  qui  est  sur  1  axe  et  qui  est  le  milieu  de 
uni',  est  le  centre  Av.  tore;  nous  désignerons  par  i/le  niyon  iiioj%-na<^  du 
tore  et  par  r  le  rayon  «/du  cercle  méridien  w. 


ra  proprictés  iioiivollrt  par  d'oléeanles  considéfations  do  Col- 
ique C  Cumples  rtnàm,  18G7  et  iS^i;  Co«gih  de  L!Uc,  1874,  <te 
!H/h  Hmre,  iS-j;;  Couii  de  Géométrie  descriptire,  188a}. 
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12-W.  Timt  plan  bitangent  P  coupe  le  tore  smt'ant  le  .lystème  de  tk-iix 
cercles.  (YvON  Vll,LAlir.t:AU,  Comptes  rendus,  1848  ) 

En  effet,  prenons  pour  plan  delà  ligure  [fig.  623)  le  plan  méridien  per- 
pendiculaire au^plan  P;  les  deux  points  de  contact  /  et  _/'  seront  [887] 
situés  dans  ce  plan  méridien,  de  sorte  que  !a  trace  du  plan  P  sera  Ici 
tangente  commune  intérieure  fof  aux  cercles  w  et  u'  Désignons  par  M 
un  point  quelconque  de  la  section,  et  soit  gn  la  trace  du  parallèle  qut 
passe  par  ce  point;  le  point  M  se  projettera  en  m  surg'netjD'',  et  l'on  aura 

Fis.  62S. 


oM  =  on,  puisque  oM  et  on  sont  deux  génératrices  du  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  o  el  pour  base  le  parallèle  gn.  Si  l'on  rabat  le  plan  P,  au- 
tour d&ff,  sur  le  plan  de  la  figure,  le  point  M  viendra  donc  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  point  m  sur  ff  en  un  point  M,  lel,  queoM]  =  oi>. 
Cela  posé,  prolongeons  nw  jusqu'à  sa  ronconLre  s  avecff  et  menons  oc 
perpendiculaire  sur  nu;  le  rapport  deoeà  w/esl  égal  à  celui  de  jo  à  jw 
ou  encore  à  celui  de  001  à  wn  et,  comme  w/=  un,  on  a  ow  =  oe; 
l'égalité  des  triangles  rectangles  oot,  omMi,  montre  alors  que  l'angle  om 
est  égal  à  oMini  et,  par  suite,  à  i,],of;,  of.  étant  la  perpendiculaire  élevée 
par  osm/f.  Si  l'on  prend  ok  =  r,  les  triangles  oAM,,  own,  seront  donc 
égaux,  et  l'on  aura  M,^-  =  «m  =  d.  On  voit  ainsi,  en  redressant  le  plan, 
que  iii  section  se  compose  de  deux  cercles  dont  le  rayon  est  égal  un  ivjon 
moyen  d  da  tore  el  dont  hs  centres  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  0,  à 
une  distance  égale  à  r,  sur  la  perpendiculaire  menée  par  n  nu  plan  di: 
Ui  figure. 
Par  loin  point  da  tore  passent  donc  qttatre  cercles  de  la  surface  ;  ce 
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sont  le  parallèle,  le  méridien,  et  deux  des  quatre  cercles  suivant  lesquels 
!e  lore  est  coupé  par  les  plans  tangents  menés  par  ce  point  au  cône  I 
qu'engendre  la  droite.^  en  tournant  autour  de  l'axe  oz. 

12iS.  Toute  sphère  bilangcnle  coupe  le  lore  suit  ant  un  i)  su  mt  de  deux 
cercles.  (Mant4HEIN,  Nouvelles  Annales,  i85b  ) 

En  effet,  prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  (entre  c  de  la 
sphère  el  de  l'axe  oz  du  lore.  Ce  plan  méridien  renfet  me  les  deu\  points 
du  contact/)  et/>',  puisque  les  normales/>w, /y  w  en  ces  points  pa>.sent 
par  c  et  rencontrent  oz.  Les  points  p  et  p'  étant  d  ailleurs  deux  points 
a nti homologues  des  cercles  w  et  «',  la  droite  pp  passe  par  le  centre  de 
similitude  o.  Soient  P  et  Q  les  plans  tangents  au  cône  i  menés  par  la 
droite/)/)',  et  T  le  plan  langent  commun  à  la  sphère  et  au  tore  au  point  p, 
l'un  6  des  deux  cercles  suivant  lesquels  le  plan  p  coupe  le  tore  passe  par 
/.■  et  /)'  et  a  pour  tangente  en  p  l'intersection  L  des  plans  P  et  T;  mais 
le  cercle  a  que  le  plan  P  délermino  dans  la  sphère  passe  aussi  par  les 
lioin(s/)et/)'etapour  tangente  en  p  la  droite  L.  Donc  les  cercles  fl  et  a 
roi'ncident,  et  l'on  verrait  de  même  que  le  cercle  que  le  plan  Q  détermine 
dans  la  sphère  coïncide  avec  l'un  de  ceux  que  ce  plan  détermine  dans 
lo  wro. 

1246.  Nous  terminerons  ces  notions  sur  le  tore  par  la  solution  d'un 
problème  qui  se  présente  dans  les  applications  Ç.Manmieim,  Cours  de 
Géométrie  descriptioe,  1880)  : 

Elimt  donné  un  tore  et  un  point  quelcompie  S  de  l'espiirc,  mener  par 
le  point  S  des  droites  bitangentes  au  tore. 

Soit  SL  l'un  de  ces  rayons  bitangents;  en  tournant  autour  do  l'ase  de 
révolution  du  tore,  il  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution  qui  touche 
le  tore  suivant  les  deux  parallèles  engendrés  par  la  rotation  des  points 
de  contact  de  la  droite  SL. 

Considérons  le  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  donné  S.  Ce  plan 
coupe  le  lore  suivant  deuï  cercles  C,  et  C2  et  l'hyperboloïde  suivant  une 
hyperbole  passant  par  S  et  bitangente  à  chacun  des  cercles  Ci  et  d. 
Soient  S/),  S7  les  tangentes  menées  de  S  aux  cercles  Ci  et  Cj  ;  prenons 
sur  S/),  Sr  =  Sy,  en  sorte  que  pr  =  Sp  ~  Sq.  L'hi-porbole  est  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  la  différence  des  tangentes  menées  de  ces  points 
aux  cercles  Ci  et  Cj  est  constante  et  égale  à  pr.  Si  donc  on  décrit,  dans 
lo  plan  méridien  considéré,  un  cercle  concentrique  à  Ci  et  passant  par  r, 
ce  eercle  coupera  Cj  en  deux  points  «  et  è  qui  seront  les  points  où  l'hy- 
perbole touche  le  cercle  Ca.  Ces  points  appartiennent  aux  parallèles  de 
contact  du  tore  et  de  l'hyperboloïde.  Les  rayons  bitangents  demandés 
seront  donc  les  droites  qui.  passant  par  S,  s'appuient  sur  ces  deux  pa- 
ralloles.  c'est-à-dire  les  génératrices  communes  aux  deux  cdnes  qui  ont 
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!o  point  donné  S  pour  sommet  commun  et,  pour  bases  respectives,  les 
pai-alièles  engendrés  par  a  et  b. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  voir  ce  que  devient  la  construction 
lorsque  le  point  S  s'éloigne  à  l'infioi  dans  une  direction  donnée,  c'es!- 
A-dire  lorsqu'il  s'agit  de  mener  an  tore  des  rayons  bituugents  et  parallèles 
à  une  droilc  donnée. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 

SUR   LA  GÉOMÉTRIE   DANS   L'ESPACE. 


LIVRE    V. 
LE   PLAN. 


g§  !,  IL  —  Premières  notions  sur  le  plan-  —  Droites  et  plans 
parallèles. 

531 .  Mener  par  un  point  donné  une  droile  qui  rentoiilre  deux  droites 
données  non  situées  dans  un  même  plan. 

532.  Mener  à  une  droite  donnée  une  parallèle  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  données  non  situées  dans  \in  même  plan. 

533.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  une  droile  et 
un  cercle  non  situés  dans  un  même  plan. 

534.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  ne  sont 
pas  situés  dans  un  plan  unique,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme. 

533.  Plusieurs  droites  étant  données  en  grandeur,  direction  et  sens,  si 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  l'extré- 
raité  de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  l'origine  de  la  suivante,  la  droile 
qui  part  de  l'origine  de  la  première  et  aboutit  à  l'extrémité  de  la  der- 
nière prend  le  nom  de  résultante  des  droites  proposées;  celles-ei  sont 
dites  à  leur  tour  les  composantes  de  la  résultante.  Composer  des  droites, 
c'est  trouver  leur  résultante;  décomposer  une  droite,  c'est  trouver  des 
droites  qui  aient  pour  résultante  la  droite  donnée.  Ces  définitions  posées, 
démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  La  résultantede  plusieurs  droites  reste  la  même,  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  compose  ces  droites. 

2°  La  résultante  de  plusieurs  droites  n'est  pas  changée  quand  on  rem- 
place un  certain  nombre  d'entre  elles  par  leur  résultante, 

3°  Si,  sans  changer  la  direction  ni  le  sens  des  composantes,  on  altère 
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Icurgrandeur  dans  un  certain  rapport,  la  résultante  conserve  sa  direction 
et  son  sens,  mais  sa  grandeur  est  altérée  dyns  le  mémo  rapport. 

4°  Si ,  sans  altérer  la  grandeur  ai  la  direction  des  composantes,  on 
change  leur  sens,  la  résultante  conserve  sa  grandeur  et  sa  direction,  et 
change  de  sens. 

5°  Pour  décomposer  une  droite  D  en  deux  autres  dont  l'une  soit  une 
liroile  donnée  tt,  ii  suffit  de  composer  D  avec  tl  prise  en  sens  contraire. 

536.  One  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  en 
s'appuyant  sur  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  :  quoi  est  le 
lieu  des  points  qui  divisent  la  droite  mobile  dans  un  rapport  donné? 

§§  III,  IV.  —  Droite  et  plan  perpendiculaires.  —  Projection  d'une 
droite  sur  un  plan.  —  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Plus 
courte  distance  de  deux  droites. 

337.  Mener,  dans  un  plandonnéetpar  unpoint  deceplauiunedroiteper- 
pendiculaire  à  une  droite  donnée  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

538.  Pour  qu'une  droite  soit  fierpondiculairo  à  un  plan,  il  suffit  qu'elle 
soit  également  inclinée  sur  trois  droites  passant  par  son  pied  dans  ce  plan, 

539.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B  situés  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  A  etB  soit  minimum. 

540.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B  situés  de  part  et 
d'antre  do  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  différence 
de  ses  dislances  au\  points  A  et  B  soit  maximum. 

541  Étant  donnée  une  droite  D  et  doux  points  A  et  B  situés  comme 
on  voudra  dans  1  espace,  trouver  le  point  de  la  droite  D  qui  est  équi- 
distant  des  point-  A  et  B. 

542  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  plan  quelconque  P,  trouver 
le  point  du  plan  P  qui  est  équidis tant  des  trois  sommets  du  triangle  ABC. 

543.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  hors  de  ce  plan  est  constante. 

544.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  d'où  l'on  voit  aous  un  angle 
droit  une  droite  située  hors  de  ce  plan, 

545.  La  projection  d'un  angle  droit  sur  un  plan  qui  n'est  parallèle  à 
aucun  de  ses  côtes,  est  un  angle  obtus  si  le  plan  de  projection  coupe  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit  ou  leurs  deux  prolongements;  sinon,  cotte 
projection  est  un  angle  aigu. 

546.  Si  par  l'une  des  diagonales  d'un  parallélogramme  on  mène  un 
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plan  quelconque,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  ce  plan  des  extré- 
mités de  l'autre  diagonale  sont  égales. 

S47.  Deux  droites  égales  AB,  A'B',  élant  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  trouver  une  droite  D  telle  qu'une  rotation  autour 
de  D  amène  simultanément  A  en  A'  et  B  en  B', 

Si8.  Élant  donné  un  angle  AOB,  trouver  le  lieu  des  points  M  de  l'es- 
pace tels  que,  si  on  les  joint  au  somcnet  0  de  l'angle,  la  somme  des  pro- 
jections de  la  droite  OM  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  soit  constante. 

Si9.  Le  plan  mené  parallèlement  à  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  |>lan,  par  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance,  passe  par  les  mi- 
lieux de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à 
un  point  de  la  seconde. 

5S0.  Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles 
est  constante. 

5"il.  Entre  deux  droites  données  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace, mener  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  ayant  une  longueur 
donnée. 

Sl>%  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires  et 
non  situées  dans  un  même  plan. 

SS3.  Un  angle  AOB  tourne  dans  l'espace  autour  d'une  droite  ZZ'  pa- 
rallèle à  sa  bissectrice;  démontrer  que,  si  A'O'B'  est  une  seconde  position 
d'ailleurs  quelconque  de  cet  angle  :  i°  les  droites  OAet  O'A'  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  non  plus  que  les  droites  OB  et  O'B';  2°  OA  et  O'B' 
sont  dans  un  même  plan,  et  il  en  est  de  même  de  O'A'  et  de  OB;  3°  trois 
quelconques  des  droites  OA,  OB,  O'A',  O'B',  ne  sont  pas  parallèles  à  un 
même  plan. 

S8i.  Soient  «  plans  tels  que  deux  quelconques  ne  soient  pas  parallèles, 
que  trois  quelconques  ne  soient  pas  parallèles  à  une  même  droite,  et 
enfin  que  quatre  quelconques  ne  passent  pas  par  un  même  point.  Prouver 

que  le  nombre  des  droites  d'intersection  de  ces  plans  est  égal  à  -  n(«  —  i|, 

que  le  nombre  des   points  d'intersection  de  ces  droites  est   égal    à 

BSë.  Si  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  A  sur  deux 
plans  donnés  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
autre  point  B  sur  les  mêmes  plans,  cette  somme  reste  la  même  pour  tout 
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autre  pointe  de  la  droite  AI).  —  ÊLeiulrece  tliéorèmeau  cas  d'un  nombre 
ipelconque  de  plans. 

î)36.  Soient  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  plans  P  et  Q.  Si  la  somme  des 
deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur  les  deux  plans 
est  la  nifme  pour  les  trois  points,  celte  somme  restera  enclore  la  même 
pour  tout  autre  point  du  plan  ABC—  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  plans. 

§S  V,  VI,  VII.  —  Angles  dièdres.  —  Plans  perpendiculaires. 
Angles  polyèdres. 

SS7.  Si,  par  un  point  0  de  l'espace,  on  mène  deux  parallèles  OA  et  OII 
à  un  plan  donné  P,  puis  par  le  même  point  0  deux  plans  respectivement 
perpendiculaires  à  OA  et  à  OB,  l'intersection  de  ces  plans  est  perpendi- 
culaire au  plan  P.  (dette  proposition  est  utile  dans  les  applications.] 

SS&.  Si  l'on  projette  un  même  point  de  l'espace  sur  deux  plans  qui  se 
coupent,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  sur  l'inter- 
section des  deux  plans  la  rencontrent  au  même  point.  —  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie  pour  deux  points  des  deux  plans,  ces  points 
sont  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace. 

S59.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ont  leurs  pro- 
jections sur  un  même  plan  égales,  parallèles  et  de  même  sens.  —  Réci- 
proque de  cette  proposition. 

5{)0.  Toute  ligne  qui  se  projette,  sur  doux  plans  qui  se  coupent,  suivant 
une  IJoHe  droite, est  elle  memi  uoe  li^ne  droite 

361  La  projtction  sur  un  plan  ou  sur  un  axe  de  la  résultante  de 
plusieuis  droites  est  la  résultante  des  projections  de  ces  dr Dites  (f  vu  la 
Question  333  ) 

3G2  bi  une  droite  est  également  inclinée  sur  lesdtu^  fices  d  un  angle 
dièdre  se=  traces  sur  les  deux  faces  oont  également  distantes  de  1  arête 
de  l'angie  d  èdre  —  Rédproque 

S03  Quel  est  le  lieu  des  point-  équidi  tant-  de  dtux  }  hn-,  pi  f 
coupent ' 

86j  Quel  est  le  hou  des  points  de  i  espace  eqiidiaUnt=  dt,  deu\ 
droites  qui  se  coui  ent"" 

j6j.  Les  perpendiculaires  abaissées  d  un  même  pomt  sur  des  plans  dont 
les  intersections  sont  parallèles  sont  dans  un  mémo  plan. 

SCG.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  et  leurs  faces 
perpendiculaires  chacune  à  chacune  sont  égaux  ou  supplémentaires. 
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567.  Quel  est  le  !ieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  donnés  et 
de  deux  points  ou  de  deux  droites  données  situées  dans  un  même  plan? 

568.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée? 

3G9.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  trois  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée?  —  Étendre  ce  pro- 
blème au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  plans. 

570.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  à  deux  plans  qui  se  coupent  soient  un  minimum. 

571.  Montrer  que,  si  par  un  même  point  de  l'arête  d'un  angle  dièdre 
on  mène  dans  chaque  face  une  droite  faisant  un  angle  donné  a  avec  cette 
arête,  l'angle  rectiligne  ainsi  obtenu  ne  varie  pas  proportionnellement  à 
l'angle  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a.  ne  soit  droit. 

372.  Dans  tout  angJe  Irièdre,  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  —  Quel  est  le  lieu  des  points  équi- 
distants des  trois  faces  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

573.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  perpendiculairement  aux 
faces,  par  les  bissectrices  de  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même 
droite.  ~  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants  des  trois 
arêtes  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

574.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  perpendi- 
culairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite, 

375.  Dans  tout  anglo  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bis- 
sectrices dts  faces  opposée--  se  coupent  «u  \ant  une  même  droite, 

Remarque  —  Les  quatre  théorèmes  précédents  sont  vrais  lorsque  le 
sommet  de  1  angle  tnedre  se  transporte  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s  agit  de  frois  plans  dont  les  trois  nter  ections  deux  à  deux  sont  pa- 
rallèles 

S76  Louper  un  in  le  poljedre  a  quatre  faces,  de  manière  que  la  sec- 
Lion  BOit  un  parallélogramme 

o77  '^\  dans  le  plan  de  chaque  hce  d  un  angle  trièdre  et  par  son  som- 
met on  mené  une  perpend  cula  ro  a  I  arête  opposée,  les  trois  perpendicu- 
laires obtenues  sont  dans  un  même  plan. 

ë78.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  angle  trièdre 
rectangle  coupe  c^t  angle  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle, 

S7a.  La  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  avec 
les  faces  opposées  est  comprise  entre  la  somme  des  faces  et  la  moitié  de 
cette  somme. 

380.  Si,  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  polyèdre,  on 

11,  el  UE  C.  -    T,.  de  Gé„m.  (Il'  l'^.iio).  33 
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abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  le  nouvel  angle  polyèdre 

ainsi  formé  est  supplémenttiire  àa  premier.  (Fo//' lesn"  ,'!72,  S73.  ) 

581 .  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  de  n  faces,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  comprise  entre  an  et  Q.n  —  4  angles  droits. 

5S2.  La  somme  des  angles  aigus  formés  avec  les  arêtes  d'un  trièdre 
trireclangle  p:ir  une  droite  citui-s  dans  l'intérieur  du  trièdre  et  passant 
par  son  sommet  est  moindre  que  180°.  —  Peut-on  assigner  une  limite 
inférieure  de  la  même  somme? 

333.  A,  B,  C,  étant  trois  points  pris  à  volonté  sur  les  arêtes  d'un 
angle  trièdre  trirectangle  et  0  la  projection  du  sommet  S  de  cet  angle 
trièdre  sur  le  plan  ABC,  démontrer  que  le  triangle  ASB  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  triangles  ABC  et  OAB. 

S8i.  Étant  donné  le  triangle  suÎTant  lequel  la  feuille  de  dessin  est  ren- 
contrée par  un  angle  trièiire  tiireclangle,  trouver,  par  des  constructions 
graphiques  exécutées  sur  lo  plan  de  celle  feuille,  les  inclinaisons  des  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdresur  ce  pkm. 

583.  Couper  «n  angle  trièdre  trirectangle  par  un  plan  te!,  que  la  sec- 
tion soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

APPKNDiCE  UU  CINQUiàJE  LIVRE. 

saii.  Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  unedioile  qui  divise  deux 
de  se^  cotés  opposés  en  parties  proportionnelles,  trouver  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  première  et  qui  divise  proportionnellement  les  deux 
autres  côtés  du  qu^idrilalère. 

587.  Dans  nn  quadrilatère  gauche,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
milieux  dps  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  se  coupent  mutuel- 
lement en  parlies  égales. 

588.  Quand  un  pian  transversal  coupenl  les  côtés  consécutifs  d'un  poly- 
gone gauche  ABCD...,  en  des  points  a,  i,  t,. . .,  on  a,  en  grandeur  et 
en  signe,  la  relation 

nS    h  11  rC        ^  _^  ^ 

589.  Si  une  droiteic  glisse  sur  deux  côtés  opposés  ABel  CD  d'un  qua- 
drilatère gauche,  de  telle  sorte  qu'on  ait 


1  étant  une  constante,  celte  droite  rencontre  toujours  trois  droites  fixes. 
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590.  Si  l'on  fait  tourner  doux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l'espace,  leur  intersection  renconire  toujours  troiÊ  droites 
fi\es.  —  Dans  ie  cas  où  les  deux  droites  fixes  se  coupent,  quel  est  le  lieu 
des  points  où  l'intersection  des  deux  plans  rectangulaires  rencontre  un 
plan  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  droites  fixes? 

591.  Quand  on  a  mis  en  perspective  une  figure  plane  sur  un  tableau 
plan,  si  l'on  fait  tourner  le  tableau  amour  de  son  intersection  LT  avec  le 
plan  de  la  figure  donnée,  les  deux  figures  restent  toujours  en  perspec- 
tive, et  le  lieu  de  l'œil,  qui  change  de  position  dans  l'espace,  décrit  un 
cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  LT. 

592.  Si  A,B,C  et  A',  B',C',  sont  les  points  où  deux  droites  LetL' ren- 
contrent les  plans  des  faces  d'un  trièdre  trirettangle  et  si  les  angles  sous 
lesquels  on  voit  du  sommet  du  trièdre  les  segments  AB,  BC,  CA,  sont  res- 
pectivement égaux  aux  angles  sous  lesquels  on  voit  les  segments  A'B', 
li'C,  C'A',  les  lieux,  droites  L  eL  L'  sont  dans  un  même  plan  passant  par 
le  sommet  du  trièdre. 
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g§  I,  II.  —  Du  prisme. 

Îi93.  i''Levolumcd'uuprismelriangiilair6apourmesurolamoilié(hipro- 
daitdel'aire  d'une  face  latéraleparladistancedecelte  face  à  l'arêlû  opposée. 

2°  Si,  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  ud  même  plan, 
un  prend  d'une  manière  quelconque  des  longueurs  égales  à  une  droite 
donnée,  le  volume  et  la  surface  latérale  du  prisme  triangulaire  ainsi 
formé  sont  constants. 

;i!)-{.  Couper  un  cube  p;ir  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un 
liexajjone  régulier. 

595.  Deux  prismes  sont  égaux  :  i"  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune  à  chacune  et  sembla- 
blement  disposées;  2"  lorsqu'ils  ont  une  hase  et  deux  faces  adjacentes- 
égales  chacune  à  chacune  et  sembtablement  disposées. 

596.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  faces 
latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

597.  Vérifier  par  la  Géométrie  la  formule  qui  Oonne  le  cube  d'une 
somme  ou  d'une  différence  de  deux  parties. 

598.  On  donne  trois  droites  deux  à  deux  non  situées  dans  un  morne 
plan,  et  l'on  demande  de  construire  un  parallélipipède  dont  trois  arêtes 
soient  sur  ces  trois  droites. 

399.  Dans  tout  prisme  quadrangulaire,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  huit  fois  le  carré  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux  communs  de  ces  diagonales  considérées  deux 
à  deux,  —  Application  au  parallélipipède  quelconque. 

600.  Dans  un  hexaèdre  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  arôies 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  do  quatre  fois  la  somme  des 
carrés  des  quatre  droites  qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  du 
polyèdre  et  les  milieux  des  diagonales  de  deux  faces  opposées.  —  Appli- 
cation au  parallélipipède. 
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601.  Mener  par  une  droite  dunnée  un  plan  qui  partage  un  parallélépi- 
pède en  deux  parties  équivalenles, 

602.  Dans  tout  prisme  triangulaire,  l'aire  de  la  plus  grande  face  est 
\  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres 

603.  De  tous  les  prismes  de  «  faces,  c'est  le  prisme  régulier  qui  a  : 
i"  La  plus  petite  aire  latérale,  les  bases  étant  Équivalentes  et  les  liau- 

teure  égales  ; 

a"  La  plus  grande  base  et  le  plus  grand  volume,  les  aires  latérales  étant 
équivalentes  et  les  hauteurs  égales  ; 

3°  La  plus  grande  hauteur  et  le  plus  grand  volume,  les  bases  et  les 
aires  latérales  étant  respectivement  équivalentes  ; 

i"  La  plus  petite  base  et  la  plus  grande  hauteur,  les  aires  latérales  et 
les  volumes  étant  respectivement  équivalents. 

604.  De  deux  prismes  réguliers,  celui  dont  le  nombre  de  fares  est  le 
plus  grand  possède  les  quatre  propriétés  énoncées  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

60B.  De  tous  les  prismes  quadrangulaires,  c'est  le  cube  qui,  à  égalité 
d'iiire,  possède  le  plus  grand  volume  et  qui,  à  égalité  de  volume,  possède 
la  plus  petite  aire. 

^  III,  IV.  —  De  la  pyramide. 

606.  Démontrer  que  deux  tétraèdres  sont  égaux  :  i"  lorsqu'ils  ont  un 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  fares  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablemenl  disposées;  a"  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablemenl  disposés  ;  3°lors- 
qu'ils  ont  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées ;  4"  lorsqu'ils  ont  une  arête  égale  et  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  disposés. 

607.  Les  plans  menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  se  rencontrent  en  un  même  point. 

608.  Les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  tétraèdre  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

609.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  d'un  tétraèdre  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  rencontrent  en  ud 
même  point. 

610.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées  se  rencontrent  en  un  même 
point,  situé  au  quart  de  chacune  de  ces  droites  à  partir  de  la  face  cor- 
respondante, (fair  le  n"  718.) 
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Cl  I .  Les  irois  droites  qui  juignenl  ios  milieux  dos  arêles  opposées  d'un 
tëliaèdrc  se  coupent  miKuellement  en  parties  égales. 

6)2.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  lélra&dre  un  point  tel,  qu'en  le  joi- 
gnant luix  quatre  sommets  on  décompose  ce  tétraèdre  en  quatre  tétraèdres 
équivalents. 

(H3.  Si  l'on  prend  un  point  0  dans  l'intérieur  d'un  tétraèdre  SABC,  et 
si  l'on  prolonge  les  droiles  SO,  AO,  BO,  CO,  jusqu'à  ta  rencontre  des 
faces  opposées  en  .<,  o,  b,  r,  on  a  la  relation 

a>      n.,      0/>_  Or_ 
S.v  ~"  X/i  "^i(i   '~L<:       '■ 

014.  Si  l'on  coupo  un  ]rri?me  ou  une  pyramide  par  un  plan  non  paral- 
lèle à  la  base,  et  si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  section  Jusqu'à  la  ren- 
contre des  côlés  correspondants  do  la  base,  les  points  d'intersection 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

tiiS.  Étant  données  les  faces  d'un  tétraèdre,  trouver,  en  ne  se  servant 
que  du  compas,  la  longueur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  et  le  pied  de  celle 
hauteur  sur  le  plan  de  la  base. 

C16,  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièdre  égal  sont  entre  eux 
comme  les  produits  respectifs  des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle.  — 
En  déduire  la  première  partie  du  théorème  du  n°  (i8i. 

617.  Deux  tétraèdres  qui  ont  une  arèfe  ég^nle  et  les  angles  dièdres  cor- 
respondant à  cette  arête  égaux  chacun  à  chacun  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  faces  qui  comprennent  le  dièdre  égal. 

618.  Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  partage  l'arête 
opposée  en  deuxsegmentsproportionnelsauxfaces  qui  comprennent  l'angle 
dièdre,  —  Considérer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur. 

619.  Soient  le  tétraèdre  SABC  et  le  point  0  où  la  droite  SO  également 
inclinée  sur  les  trois  faces  latérales  (i");/-  la  question  S72]  rencontre  la 
base  ABC  :  démontrer  que  les  triangles  OAB,  OBC,  OAC,  sont  proportion- 
nels aux  faces  latérales  correspondantes. 

620.  Le  plan  déterminé  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  lo  milieu  de 
l'arête  opposée  partage  ce  tétraèdre  en  deux  tétraèdres  équivalents. 

621.  Si  par  la  droite  DE,  qui  joint  les  milieux  de  deus  arêtes  opposées 
SA,  BC,  d'un  tétraèdre  SABC,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe 
l'arête  SB  en  F  et  l'arête  AC  en  G,  la  droite  FG  est  divisée  par  la  droite 
DE  en  deux  parties  égales. 

622.  Tout  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  ilun 
tétraèdre  le  partage  en  doux  volumes  équivalents. 


,  Google 


UUESTross  rnoposÉES.  .">i^ 

623.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  (ctracdre,  et  l'en 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  détermine  avec  les  faces 
de  ce  tétraèdre  un  autre  tétraèdre  qui  soit  au  premier  dans  un  rapport 
donné. 

6'2i.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  angle  trièdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  ferme  l'angle  trièdre  en 
déterminant  un  tétraèdre  de  volume  déterminé. 

6-23.  Quelle  est  la  différence  des  volumes  d'un  tronc  de pyramidià  bases 
parallèles  et  d'un  prisme  de  même  hauteur  iiyantpour  base  la  demi-somme 
dos  bases  du  tronc  de  pyramide  1  —  Quelle  erreur  commet-on  en  rempla- 
çant l'un  des  volumes  par  l'autre,  pour  une  hauteur  de  6  mètres  et  pour 
des  bases  du  tronc  de  pyramide  égales  à  S'^'.yS  et  à  a"'',  85? 

626.  Mener,  parallèlement  aune  droite  donnée  ou  par  un  point  donné, 
un  plan  qui  partage  un  tétraèdre  donné  en  deux  parties  équivalentes. 

62T.  Trouver  l'expression  du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quel- 
conque à  bases  {)ardllèles,  en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramide  trian- 
gulaires. 

628.  Les  arêtes  latérales  d'ime  pyramide  triangulaire  SABC  ont  pour 
longueurs  L,  M,  N  ;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  tibc  non  pa- 
rallèle à  la  base,  qui  rencontre  les  arèles  latérales  à  des  distances  du 
sommet  égales  à  /,  m,  n  :  trouver  le  volume  du  tronc  de  pyramide  ainsi 
déterminé. 

629.  On  donne  deux  tétraèdres  SABC,  S'A'B'C,  tels,  que  les  droites 
qui  unissent  les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point; 
démontrer  que,  si  les  faces  correspondantes  des  deux  tétraèdres  se 
coupent,  les  quatre  droites  d'intersection  sont  dans  un  môme  plan. 

630.  Soit  un  tétraèdre  SABC  ;  par  un  point  0  pris  dans  la  face  SBC,  on 
mène  aux  arêtes  SA,  Ali,  AC,  jusqu'aux  faces  ABC,  SAC,  SAB,  les  paral- 
lèles OD,  OE,  OF  :  démontrer  la  relation 

on  ^OE     0F_ 
^A  "'"  AU  "^  AC  ~  '  " 

631.  Soit  un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  plan  quelconque  DEF;  me- 
nons les  diagonales  des  quadrilatères  ABDE,  BCFE,  ACFD  ;  ces  diagonales 
se  rencontrent  deux  à  deux  aux  points  G,  H,  K,  et  les  droites  SG,  SH, 
SK,  coupent  elles-mêmes  les  côtés  de  la  base  ABC  aux  points  L,  M,  N  . 
Démontrer  :  i"  que  les  transversales  AM,  BN,  CL,  se  coupent  en  un  même 
point  0  de  la  base  ABC  ;  a"  que  les  Iransversales  SO,  AH,  BK,  CG,  56 
coupent  en  un  même  point  P  de  l'espace.—  Examiner  le  cas  où  la  section 
DEF  est  parallèle  à  la  base  ADG. 
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632.  Dans  un  tronc  de  pyramiclu  triangulaire  à  bases  non  parallèles, 
les  points  d'intersection  des  diagonales  des  trois  faces  latérales  elles 
points  d'intoraection  des  côtés  desbases  prolongés  deus  à  deux  sont  dans 
un  même  (ilan. 

633.  La  hauteur  d'un  tétraèdre  régulier  est  égale  à  la  somme  des  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  du  polyèdre  sur 
ses  quatre  faces.  —Examiner  le  cas  où  le  point  est  choisi  extérieurement. 

634.  Si ,  par  un  point  quelconque  pris  dans  l'espace,  on  fait  passer  plu- 
sieurs droites  parallèles  et  égales  aux  différents  cQlés  d'un  polygone  ou 
plusieurs  polygones  parallèles  et  égaux  auxdil'férenles  faces  d'un  polyèdre 
quelconque,  la  somme  algébrique  des  produils  obtenus  en  multipliant  la 
longueur  ou  l'aire  de  chacun  des  élémenls  ainsi  transportés  par  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  lui  dun  autre  point  constant  de  l'espace  est 
égale  à  zéro.  —  Les  produits  considérés  sont  positifs  ou  négatifs,  suivant 
que  les  faces  transportées  laissent  ou  non  d'un  même  câté  le  centre  com- 
mun des  perpendiculaires. 

633.  Soit  le  tétraèdre  SABC;  menons  une  section  quelconque  DEF  pa- 
rallèle à  la  base  ABC,  et  joignons  les  milieux  des  côtés  de  cette  section 
aux  sommets  opposés  de  la  base  :  les  trois  droites  obtenues  se  croisent 
en  un  même  point  dont  on  demande  le  lieu. 

636.  Par  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  la  base  d'une  py- 
ramide régulière,  on  mène  à  celte  liase  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
toutes  les  faces  de  la  pyramide  ou  leurs  prolongements  :  démontrer  que  la 
somme  des  distances  des  points  de  rencontre  obtenus  à  la  base  de  la  pyra- 
mide est  constante,  -r  Considérer  le  cas  où  le  pied  de  la  perpendiculaire 
élevée  à  la  base  est  extérieur  à  cette  base. 

637.  Étant  données  lesquatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  et  les  distances 
d'un  point  à  trois  des  faces,  déterminer  la  distance  de  ce  point  à  la  qua- 
trième face. 

635.  La  somme  des  distances  des  sommets  d'un  létmèdro  à  un  pian 
est  égolo  è  quatre  fois  la  dislance  du  contre  de  gravité  du  tétraèdre  ix 
ce  plan. 

639.  Quand,  dans  un  tétraèdre,  sur  les  trois  couples  d'arêtes  opposées, 
deux  sont  formés  d'arêtes  perpendiculaires,  la  même  condition  est  remplie 
par  le  troisième  couple.  —  Conclure  de  là  qu'il  existe  une  infinité  de 
tétraèdres  à  arêtes  opposées  orthogonales. 

640.  Dans  tout  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  ; 

1°  Les  quatre  hauteurs  et  les  plus  courtes  distances  des  arêtes  oppo- 
sées se  coupent  en  un  même  point. 
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1-  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  plus  courtes  distances  des 
arêtes  opposées  sont  éqiiidistants  du  point  de  concours  des  droites  qui 
joignent  les  sommets  au  centre  de  gravité  des  faces  opposées. 

6il .  Dans  tout  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  : 

i"  Les  produits  des  arêtes  opposées  sont  en  raison  inverse  des  plus 
courtes  distances  de  ces  arêtes; 

2°  Les  sommes  des  carrés  des  arêtes  opposées  sont  égales  entre  elles, 
et  la  sommedes  carrés  des  produits  des  arêtes  opposées  est  égale  à  quatre 
fois  la  somme  des  carrés  des  quatre  faces; 

3°  La  somme  des  six  dièdres  et  des  douze  angles  formés  par  chaque 
arêto  avec  les  deux  faces  auxquelles  cotte  arête  aboutit  est  égale  à  douze 
angles  droits. 

642.  Étant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  construit  sur  les  faces  SAB, 
SBC,  SAC,  trois  prismes  triangulaires  quelconques  dont  les  bases  supé- 
rieures se  rencontrent  en  0;  sur  la  base  ABC  du  tétraèdre,  on  construit 
alors  un  quatrième  prisme  triangulaire  en  prenant  ses  arêtes  latérales 
égales  et  parallèles  à  la  droite  SO  :  démontrer  que  le  volume  de  ce  der- 
nier prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  des  trois  premiers 
prismes. 

6i3.  Mener  un  jilaii  parallèle  à  la  base  d'un  tétraèdre  donné,  de  ma- 
nière que  ce  plan  détermine  un  autre  tétraèdre  dont  l'aire  totale  soit  la 
moitié  de  celle  du  tétraèdre  donné. 

6i4.  Construire  un  tétraèdre,  connaissant  ; 

["  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  et  les 
an.u'les  que  font  entre  elles  ces  trois  droites; 

a"  Un  point  de  chaque  arête; 

3^  La  base  et  les  longueurs  des  trois  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées; 

4"  La  base  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de  la  base  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées. 

6i3.  Trouver  le  volume  d'une  pyramide  triangulaire,  en  regardant 
cette  pyramide  comme  la  limite  do  la  somme  des  prismes  inscrits  dans 
cette  pyramide,  l'inscription  étant  effectuée  comme  au  n°  642. 

6i6.  Soit  une  pyramide  triangulaire  SABC.  Par  le  milieu  E  de  l'arête 
SB,  on  mène  le  plan  DEF  parallèle  à  la  base  ABC,  le  plan  EGIi  parallèle 
à  la  face  ASC,  et  le  pian  EDH;  la  pyramide  SABC  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  deux  prismes  triangulaires  équivalents  et  en  deux  pyramides 
triangulaires  équivalentes.  On  peut  faire  subir  la  même  décomposition  à 
la  pyramide  SDEF,  et  continuer  ainsi  indéfiniment  ;  en  déduire  le  volume 
de  la  pyramide  SABC. 
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Ui7  Lia.  I  dcnnf,t,  uiiG  I  irdmide  tnaiioUliire  sAiiL  a  quelle  distance 
de  la  bj  e  ABL  d  il-on  mentr  «n  phn  [lar  ilie  e  iibc  poui  que  ie  rap[)ort 
des  \olunies  de  la  pyrdmide  Sabc  et  du  Iront,  de  pjnmide  ABCoèc  soit 
égal  a  m 

648  Étant  donnée»  Irois  droites  laralleles  non  situées  dans  un  même 
[ilan  u  I  1  orle  =ur  I  une  d  tlies  une  longueur  \B  donnée  et  l'on  prend 
arbitrairement  un  point  C  -iir  la  seconde  droile  un  point  D  sur  la  troi- 
stëmi.    (Jeinontrtr 

1°  Que  le  \olume  de  la  pjrdmide  triangulaire  ABCD  pst  constant, 
quelle"*  que  bount  les  posiliou-,  des  poinb  C  et  D  et  la  parallèle  sur 
laquelle  on  [  orie  la  longueur  AB  a  que  ce  volume  est  proportionnel 
à  Alt 

bJOd         lêtAdnp  t       fcl        ql       i  In 


p       pi  n  d       t  It    f       p     II  I  m 

(k  I    tt    t  d    né    q    t      p  ly  [1         ]   p  d  m      è 

llqdnalp  u  [nttlq         id  | 

sommet  commun  aux  pyramides  ayant  pour  bases  t'es  polygones,  les  vo- 
lumes de  ces  pyramides  soient  enLre  eux  comme  quatre  droites  ou  quatre 
nombres  donnés. 

632.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées, 
de  manière  que  la  section  soit  maximum. 

633.  Par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  :  quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  minimum? 

6at.  Dans  une  pyramide  SABCD  dont  la  base  ABCD  est  un  trapèze, 
on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son  inclinaison  sur  la 
base  ABCD,  la  direction  des  arêtes  parallèles  AB  et  CD,  les  angles  de  la 
base  SBC,  et  l'on  demande  de  construire  la  pyramide.  —  Même  problème, 
en  supposant  qu'on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  fon 
inclinaison  sur  le  plan  donné  de  la  face  SBC  et  les  angles  de  celte  der- 
nière face. 

CSS.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire,  le  couiwr  par  un  plan  tel, 
que  la  secLioii  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 
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6j6,  Partager  une  pyramide  quadrangiilaiie  régulière  en  deux  parties 
équivalentes,  par  un  plan  mom''  par  l'un  des  côtés  de  la  hase. 

C37.  Construire  le  parallélipipède  circonscrit  à  une  pyramide  triangu- 
laire. 

6S8.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  le  tiers  du  volume  du  parallélipipède 
Circonscrit, 

hS^  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  régulier  par  la  considération  du 
parallélipipède  circonscrit. 

tiGO  Tout  tétraèdre  n'a  qu'un  seul  parallélipipède  circonscrit;  mais 
tout  paiallélipipèdo  correspond  à  duux  tétraèdres  inscrits,  qu'on  peut 
appeler  conjugués  et  qui  sont  équivalents;  l'un  de  ces  tétraèdres  étant 
donné  construire  le  second. 

Mil  CilculiT  le  volume  dii  noyau  octaèdre  commun  aux  deux  tétraèdres 
conjugués  d'un  môme  pariillétipipède 

662  bi  Ion  prolonge  mdéfimment  les  arêtes  de  l'un  des  tétraèdres 
conjugués  d  un  parallélipipède  et  si  l'on  considère  quatre  do  ces  ai  êtes 
opposées  deu\  à  deu\,  il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux 
incluidisons  différentes,  qui,  en  «e  mouvant  parallèlement  à  Iuz-mèmi% 
(.oupe  ces  arêtes  en  quilre  pointe  situés  sur  une  même  circonférence. 
Dans  quelle  position  du  plan  sécant  le  diamètre  variable  de  cette  circoii- 
fereuLC  Oit-il  minimum? 

6t»3  Si  l'on  prolonge  m  iefiniment  les  srètee  des  deux  ttlraedre*  cop 
jugiH  B  d  un  parallélipiptdo,  et  si  I  on  conaidere  huit  do  ccb  aréles  situées 
dans  quatre  faces  du  parallélipipède  et  parallèles  entre  elles  deux  à  deut, 
il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux  inclinaisons  dilîtrente-, 
qui  en  «e  mouvant  parallèlement  .1  lui-même,  coupe  ces  arête-  en  huit 
points  situés  sur  une  circonfci  ence. 

{jGi  Par  un  point  S  pris  sur  le  prolongement  de  1  axe  d'un  prismi 
lieMs^onal  régulier  et  pir  les  côtés  du  triangle  équiiatéral  obtenu  eu 
joignant  de  doux  en  deux  les  sommets  de  «a  bise  supérieure,  on  fait 
passer  des  plans  qui  détachent  du  prisme  troi«  tétiaedres  et  les  rem- 
placent par  un  télraedre  unique  reposant  sur  «a  bise  supérieure  dtter- 
miner  la  position  du  point  S  qui  rend  minimum  1  lire  du  d  cai  Ire  ainfi 
construit  (alvéole  des  aiieilies) 

dbS  Sur  une  première  droite  AA',  on  donne  deux  points  fixes  a  et  !i, 
sur  une  seconde  droite  quelconque  BB',  deux  points  mobile*  r  et  i/re-tent 
à  une  distance  conslinle  cliercli'i  i  our  qudlL  position  du  -egmint  cd 
l'aire  de  la  pyrumide  riM  est  minimum. 
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g§  V,  VI.  —  Figures  symétriques.  —  Polyèdres  semjjlables. 

666.  Déterminer  ies  arêles  d'un  parallélipipède  rectangle,  sachant 
qu'elles  sont  proportionnelles  aux  nombres  n,  b,  c,  et  que  le  volume  du 
parallélipipède  csl  V. 

667.  Ciierchor  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres,  dont  l'un  a 
été  formé  en  menant  par  les  sommets  de  l'autre  des  plans  parallèles  aux 
faces  opposées. 

GG8.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  i"  lorsqu'ils  ont  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées;  a°  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente 
à  trois  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés; 
3°  lorsqu'ils  ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  semblable- 
ment disposées;  4°  lorsqu'ils  ont  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun  à  cha- 
cun et  semblablement  disposés. 

669.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  de  deux  faces  homologues. 

670.  Une  droite  comprise  entre  deuï  fdces  d'un  polyèdre  donné  est 
divisée  en  plusieurs  segmenis;  sur  chaque  segment,  considéré  comme 
l'homologue  de  la  droite  donnée,  on  construit  un  polyèdre  semblable  au 
polyèdre  donné  :  démontrer  que  l'aire  de  ce  polyèdre  est  égale  au  carré 
de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  polyèdres  segmentaires,  et 
que  son  volume  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
volumes  de  ces  mêmes  polyèdres. 

671.  Construire  deux  droites  qui  soient  dans  le  mfmo  rapport  que 
deux  cubes  donnés. 

672.  Démontrer  que  le  tétraèdre  formé  en  joignant  les  points  de  ren- 
contre des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné  est  semblable  au 
symétrique  de  ce  tétraèdre;  chercher  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
tétraèdres, 

073.  On  nomme  centre  de  sj-méirie  d'an  système  de  poinis  un  point  0 
tel,  qu'en  le  joignant  à  un  point  quelconque  A  du  système  et  en  prolon- 
geant la  droile  AO  d'une  quantité  égale  à  elie-mi^me,  le  point  A'  ainsi 
obtenu  soit  aussi  un  point  du  système  proposé.  —  Démontrer  d'après 
cela  que,  dans  tout  système  de  points  limité,  il  ne  peut  exister  qu'un 
centre  de  symétrie, 

674.  On  nomme  axe  de  symétrie  d'un  système  de  points  une  droile 
telle,  qu'en  faisant  tourner  le  système  d'un  certain  angle  autour  de  cette 
droite,  la  nouvelle  position  de  chaque  point  du  système  soit  l'ancienne 
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position  d'un  certain  point  du  mémo  système.  — ■  Démontrer  que  le  plus 
petit  des  angles  capables  de  restituer  ainsi  le  lieu  des  poinis  du  système, 
dans  la  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axe  de  symétrie,  esl  une 

partie  aliquote  -  de  36o  degrés.  Suivant  que  q  est  égal  à  2,  3,  4 .  ■  ■  ■  i 

i'axe  de  symétrie  ost  binniit-,  ternnire   quatirnaire       .  ;  <j  est  l'ordre  de 

675.  On  nomme  plan  de  symétrie  d  n  syslène  do  poinis  un  plan  tel, 
qu'en  abaissant  d'un  point  quelconque  du  ij  teme  une  perpendiculaire 
sur  ce  plan  et  en  prolongeant  cette  perpend  cula  re  d  une  quantité  égale 
à  elle-même,  l'extrémité  ainsi  obtenue  so  t  encore  un  point  du  système. 
—  Démontrer  que,  si  un  système  possède  divers  axes  et  divers  plans  de 
symétrie,  tous  ces  axes  et  lous  ces  plans  doivent  se  couper  en  un  m6me 

676.  Dans  tout  système  possédant  un  plan  et  un  centre  de  symétrie, 
la  droite  menée  par  le  centre  normalement  au  plan  est  un  axe  de  symétrie 
d'ordre  pair. 

677.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie,  l'interscclion 
de  ces  plans  est  un  axe  de  symétrie. 

678.  Un  système  dépourvu  d'axe  de  symétrie  ne  peut  posséder  à  la 
fois  un  cenlre  et  un  plan  de  symétrie. 

679.  Lorsqu'un  -lyslème  possède  deux  plans  de  symétrie  non  rectangu- 
taices,  il  en  possède  un  troisième 

680.  Lorsqu'un  sjsteme  pn--sède  un  plan  P  de  symétrie  et  un  axe  L  do 
symétrie  oblique  )  co  plin,  la  droite  L'  homologue  de  L  par  rapport  au 
plan  P  est  un  nouvel  axe  de  symétrie. 

C81.  Lorsqu'il  existe  dans  un  système  deux  axes  de  symétrie  binaires, 
la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  ces  axes  par  leur  point  d'intersection 
est  un  axe  de  symétrie. 

682,  Lorsqu'un  système  possède  trois  axes  quaternaires  rectangulaires 
entre  eux,  ii  possède  en  même  temps  quatre  axes  ternaires, 

APPENDICE  DU  SIXIÈME  LIVRE. 

6S3.  Étudier  les  polyèdres  considérés  dans  le  Vl°  Livre,  sous  le  rapport 
de  leurs  centres,  de  leurs  axes  et  de  leurs  plans  de  syméirie. 

68i.  Soit  un  polyèdre  divisé  en  P  autres  polyèdres  quelconques;  soient  S 
le  nombre  des  sommets  de  ces  diirérenls  polyèdres  y  compris  le  premier, 
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V  le  nombre  de  leurs  faa's,  A  lo  nombii;  do  \aurs  arèlcs;  on  aura  la 
toriniile 

A  -^  r  -1- 1  ^  f  +  s. 

C8j.  En  se  reportant  à  l'exercice  précédent,  quelle  est  la  relaiiun  entre 
les  nombres  d'arêtes,  de  faces  et  de  sommets  appartenant  à  la  surface 
estérieure  da  polyèdre  proposé,  ei  les  nombres  d'éléments  analogues 
situés  à  l'iniérieur  de  ce  polyèdre? 

GSr>.  Étant  données  autant  de  droites  qu'on  voudra  passant  par  un  même 
point  0,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  qu'en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  les  droites  données,  U  somme  des  produits  des  dis- 
lances du  point  0  à  ces  perpendiculaires  par  des  droites  données  soit 
égale  à  un  carré  donné  m'. 

()87.  Étant  donnés  autant  de  plans  qu'on  voudra  passant  par  un  même 
point,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  produits  de  leurs 
distances  aux  plans  donnés  par  des  droites  données  soit  constante. 

688.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu'une  droite  ou  un 
plan  forme  avec  trois  axes  ou  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  est 
é^ale  à  l'unité. 

G89,  Le  cairé  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  quelconque  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux, 

G90.  Si  Aet  A'sont  les  aires  de  deux  iigures  situées  dans  un  même  plan, 
P  et  P',  Q  et  Q',  R  et  R',  les  projections  de  ces  deux  figures  sur  trois 
plans  perpendiculaires  entre  eux,  on  a 

AA'=PP'+QQ'-i-RB'. 

69 1 .  Étant  donnés  les  angles  que  deux  droites  ou  deux  plans  forment 
respectivement  avec  trois  axes  ou  trois  plans  rectangulaires,  trouver 
l'angle  de  ces  deux  droites  ou  de  ces  deux  plans. 

GÛ2.  Étant  données  les  projections  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  sur 
trois  axes  ou  sur  trois  pians  rectangulaires,  trouver  sa  projection  sur  un 
quatrième  axe  ou  un  quatrième  plan  qui  fait  des  angles  connus  avec  les 
trois  premiers. 

693.  La  somme  des  carrés  des  projections  d'autant  de  droites  ou  d'au- 
tant d'aires  planes  qu'on  voudra  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires quelconques  est  constante. 

69i.  Trouver  l'axe  ou  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  projections  de 
droites  ou  d'airea  planes  données  est  un  maximum.  —  Cette  même  somme 
est  constante  lorsqu'on  projette  sur  des  axes  ou  des  plans  faisant  le  même 
angle  avec  l'axe  on  le  plan  sur  lequel  la  projection  est  un  maximum. 
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603.  Dans  un  polygone  quelconque,  la  somme  des  projoctioiis  de  tous 
les  rôles  sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro.  —  Dans  tout  polygone 
convexe,  le  carré  d'un  câl^  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
autres,  moins  deux  fuis  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
mtlmes  côtés  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent, 

696.  Dans  un  polyèdre  convexe  quelconque  i  i°  la  somme  des  projec- 
tions de  toutes  les  faces  sur  un  plan  quelconque  est  égale  à  zéro;  3°  ie 
carré  de  l'une  des  faces  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  autres, 
moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces  mêmes 
faces  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  du  dièdre  qu'elles  comprennent. 

697.  Lorsque  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  et  l'une  des  bases  A 
restent  fixes,  le  plan  de  l'autre  base  B  passe  par  un  point  fi^o,  et  l'aire  de 
celte  base  B  est  minimum  lorsque  son  plan  est  perpendiculaire  aux 
urètes  du  tronc. 

698.  De  toutes  les  pyramides  de  n  faces  latérales,  qui  ont  même  hau- 
teur et  des  bases  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui  a  la  plus 
petite  aire  latérale.  —  De  toutes  les  pyramides  dont  la  base  a  «  côtés  et 
dont  les  aires  latérales  sont  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui 
a  ie  plus  grand  volume. 

699.  De  tous  les  tétraèdres  dont  les  aires  sont  équivalentes,  le  tétraèdre 
régulier  a  ie  plus  grand  volume. 

700.  La  base  d'un  tétraèdre  est  semblable  à  un  triangle  donné;  la 
somme  de  cette  base  el  d'une  face  latérale  est  constante;  enfin  les  deux 
autres  faces  sont  perpendiculaires  à  la  base  ;  de  tous  les  tétraèdres  qui 
remplissent  ces  conditions,  celui  dont  îa  base  équivaut  au  quart  de  la 
somme  donnée  a  le  plus  grand  volume. 

701.  La  base  p  d'une  pyramide  a  n  côtés  et  est  semblahleà  un  polygone 
donné;  la  somme  p  +«  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  a  est  con- 
stante :  le  volume  de  !a  pyramide  est  maximum  lorsque,  k  étant  égal 
à  ap,  la  face  latérale  *  est  perpendiculaire  à  la  base  p. 

702.  Trouver  :  1°  le  centre  de  gravité  d'un  arc  do  cercle;  2"  le  centre 
de  gravité  d'un  secteur  circulaire  (on  nomme  centre  de  grai'ité  d'une 
ligne  eourhe  Ou  d'une  aire  terminée  par  une  ligne  courbe  la  limite  des 
positions  du  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l'aire  d'une  ligne  poly- 
gonale inscrite  ou  d'un  secteur  polygonal  inscrit). 

703.  Trouver  ie  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  pa- 
7ûi ,  L;i  somme  de  trois  faces  latérales  d'un  tétraèdre  étant  donnée,  son 
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volume  est  masimum  lorsque  ces  faces  latérales  sont  des  triangles  rec- 
tarij^les  isocèles,  perpendiculaires  entre  eux. 

705.  Parmi  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  les  faces 
d'un  angle  polyèdre  S  et  dont  la  base  est  déterminée  par  un  plan  qui 
passe  par  un  point  fixe  P  situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  S,  celle  dont  le 
volume  est  maximum  a  le  point  P  pour  centre  de  gravité  de  sa  base. 

706.  1°  Parmi  toutes  les  pyramides  équivalentes  limitées  latéralement 
par  les  faces  d'un  même  angle  polyèdre,  celle  dont  la  hauteur  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  la  base  a  la  base  minimum  ; 

1°  De  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  le  même  nngSe 
polyèdre  et  qui  ont  des  bases  équivalentes,  la  pyramide  de  volume  masi- 
mum  est  celle  dont  le  sommet  se  projette  orthogonalement  au  centre  de 
gravilé  de  la  base; 

3°  Enfin,  de  toutes  les  pyramides  de  même  hauteur,  limitées  latérale- 
ment par  le  même  angle  polyèdre,  la  pyramide  de  volume  minimum  est 
celle  dont  la  hauteur  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  base. 

707.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de  deux 
poinis  homologues  quelconques  m  et  m'  au  centre  d'homologie  est  au 
rapport  des  distances  de  ces  deux  points  m  et  m'  à  deux  droites  homo- 
logues D  et  D'  quelconques  dans  une  raison  constante.  —  Que  devient  ce 
théorème  ;  i"  lorsque  l'une  dos  droites  D  et  D'est  l'axe  d'homologie? 
2°  lorsque  la  droite  D  est  à  l'infini?  3"  lorsque,  la  droite  D  étant  à  l'infini, 
la  droite  D'  se  confond  avec  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond 
aux  points  de  la  seconde  situés  à  l'infini? 

708.  Étant  données  deux  droites  parallèles  dans  le  plan  d'une  figure, 
si  d'un  point  fisc  on  mène  un  rayon  à  chaque  point  m  de  celte  figure,  et 
que  sur  ce  rayon  on  prenne  un  point  w'  tel,  que  le  produit  des  dislances 
des  r  nls  t  '  dp  ll'l  s  'te  t  t  1  [o'nt  '  lé-  "t 
une  Tg       I        1     q        1    p    p    ée 

"09    Q    nd  J  ii<^             t  h  m  1  g  q            1       f   t  t            In 

d'ell        t       d    I  d  h  m  1  g     d   n  n  È     à  f               d     d       u 

vea       n  pi  n  1     d    I     t     f  u      1     d       fi          d       1 

no      11    po       n  I  t              t      co      1   m  1     q         ml            nt 

d'h  n   I           tdH  t 

"lOQdd  fi                thmlq            Inftt            1 

d'ell       1               pi  t        d    ce        dh  m  1            p                  t 

de8d            Idfi  t              hralqman 
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LIVRE  VII. 

LES  CORPS  RONDS. 


§g  1,  H.  —  Cylindre  et  c6ue  de  révolution. 

7H,  1°  Quel  est  le  rapport  des  volumes  de  deux  cyliïrdres  dont  les 
aires  convexes  sont  équivalenles?  2°  quel  est  le  rapport  des  aires  con- 
vexes de  deux  cylindres  qui  ont  le  môme  volume? 

712.  Les  volumes  engendrés  par  un  reciangle  lournanl successivement 
aulour  de  ses  côtés  adjacents  sonl  de  a  mètres  c\ibes  et  de  b  mètres 
cubes  :  trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rectangle. 

7i3,  Calculer  l'aire  conve.te,  l'aire  totale  et  le  volume  d'un  cône  équi- 
lalérai  en  fonction  de  son  côté.  —  Pour  quelle  valeur  de  ce  côlé  l'aire 
totale  du  cône  est-elle  1  mètre  carré  ou  son  volume  1  mètre  cube? 

714,  Partager  l'aire  latérale  d'un  cône  de  révolution  en  n  parties  équi- 
valentes par  des  pians  parallèles  à  sa  base. 

713.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  3  mètres  et 
ses  bases  ayant  pour  rayons  a  mètres  et  i  mètre,  partager  son  volume 
en  trois  parties  proportionnelles  aus  nombres  2,  3  et  7,  par  deux  plans 
parallèles  aux  bases. 

716.  Le  volume  d"un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  ^i^'.Saa,  sa 
hauteur  i'°,8i7,  le  rayon  d'une  de  ses  bases  a*", 698,  on  demande  de  cal- 
culer à  o^iooi  près  le  rayon  de  sa  seconde  base. 

717.  Calculer  à  0,001  près  le  rapport  que  doivent  présenter  les  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  pour  que  son  volume  soit  la 
moitié  de  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  élevé  sur  la  base  inférieure 
du  fronc. 

718.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  ses  deux  côtés  adjacents? 

719.  Soit  ABCDEF  un  hexagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de 
centre  G  et  de  rayon  R.  On  mène  la  diagonale  FC  et  les  droiles  AC  et  BF 
qui  se  coupent  en  I  sur  le  rayon  OH  perpendiculaire  à  FC,  et  l'on  demande 
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de  ciilculer,  en  fonction  de  R,  les  volumes  et  les  aires  des  canes  engen- 
drés par  les  triangles  IHA,  !0F,  en  tournant  autour  de  OH  pris  pour  axe. 

720.  Soil  B'C  la  projection  du  diamètre  BC  d'un  cercle  OA  sur  la  tan- 
gente TT'  au  point  A  ;  chercher  pour  quelle  yosition  de  BC  le  rapport  du 
cercle  OA  à  l'aire  totale  do  tronc  de  cône  engendré  par  la  rotation  ûu 
trapèze  BCB'C  autour  de  TT' est  égal  à  m;  discussion. 

721.  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution, 
connaissant  sa  hauteur,  son  côté  et  son  aire  ou  son  volume. 

722.  Un  tronc  de  cône  de  révolution  d'une  substance  dont  le  poids 
spécifique  est  d  est  plongé  verticalement  dans  un  liquide  dont  le  poids 
spécifique  est  d"  ;  les  rayons  de  ses  bases  sont  R  et  r,  sa  hauteur  pst  //. 
On  demande  de  calculer  la  hauteur  de  la  partie  immergée  et  le  rayon  de 
la  section  déterminée  dans  le  tronc  de  cône  par  la  surface  de  niveau  du 
liquide. 

723.  Quel  est  le  volume  masimnm  d'un  cône  de  révolution  dont  le  talé 
est  donné? 

72f.  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  qui  ont  même  aire  to- 
tale, quel  est  le  cylindre  ou  le  cône  de  volume  maximum?  —  Parmi  tous 
les  cylindres  ou  tous  les  cônes  équivalents,  quel  est  le  cylindre  ou  le  cône 
d'aire  totale  minimum? 

723.  Inscrire  dans  un  cône  donné  un  cyhndre  de  volume  donné;  dis- 
cussion. —  Circonscrire  à  un  cylindre  donné  un  cône  de  volume  donné: 
discussion. 

§§  ni,  IV,  V,  VI.  —  Premières  notions  sur  la  sphère.  —  Propriétés 
des  triangles  sphériques.  —  Aire  et  volume  de  la  sphère. 

726.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'un  point  A 
et  à  la  distance  b  d'un  point  B. 

727.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  langent  à  une  sphère 
donnée. 

728.  Par  une  droite  donnée,  mener  à  une  sphère  donnée  un  plan  sé- 
cant qui  détermine  une  section  de  rayon  donné. 

729.  Lorsque  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  les  plans  des  trois 
cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  même  droite  perpendicu- 
laire au  pian  déterminé  par  les  centres  des  trois  sphères. 

730.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère 
donnée  par  tous  les  plans  sécants  qui  passent  par  une  droite  donnée  ou 
par  un  point  donné. 
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731.  Connaissant  les  rayons  de  deux  sections  parallèles  f-dites  dans  une 
sphère  et  la  distance  de  ces  sections,  trouver  le  rayon.de  la  sphère. 

732.  Trouver  la  plus  Courte  et  la  plus  grande  distance  d'un  point  donné 
à  une  surface  sphérîqup.  —  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  vine 
dislance  donnée  d'une  sphère  donnée. 

733.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  ou  d'un  plan 
donné  à  une  surface  sphérique. 

734.  Si  d'un  point  de  la  surface  sphérique  comme  pôle  on  trace  un 
cercle  avec  un  rayon  sphérique  égal  au  cinquième  ou  au  tiers  d'un  qua- 
drant, le  rayon  du  cercle  obtenu  est  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  ou 
le  plus  grand  segment  de  ce  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

733.  La  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphère 
donnée  sur  trois  droites  rectangulaires  partant  d'un  point  donné  est  con- 
stante, ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  sur  ces 
trois  cordes  par  ie  point  donné. 

736.  Trouver  le  diamètre  de  la  sphère  circonscrite  h.  une  pyramide 
triangulaire  dont  trois  faces  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

737.  Si,  d'un  point  de  l'espace,  on  mène  des  sécantes  à  une  sphère 
donnée,  le  produit  des  dislances  de  ce  point  aux  deux  points  d'inlersee- 
tion  de  chaque  sécante  avec  !a  splièu  est  constant. 

738.  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  cordes  perpendiculaires  entre 
elles,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  soient  proportionnelles  à  des 
nombres  donnés.  —  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  plans  perpen- 
diculaires entre  eux,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  déterminent 
trois  cercles  dont  les  aires  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés. 

739.  Si  deux  cercles  de  l'espace  sont  tels,  que  leurs  centres  soient  les 
projections  d'un  même  point  et  que  les  tangentes  menées  à  ces  cercles 
par  un  point  de  l'intersection  de  leurs  plans  soient  égales,  ces  deux  cercles 
sont  situés  sur  une  même  sphère. 

7iO.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  rayons  d'une  sphère 
perpendiculaires  entre  eux  sur  un  plan  quelconque  est  égale  au  double 
du  carré  du  rayon  de  la  sphère. 

1M.  Étant  données  deux  sphères  solides,  trouver  la  distance  de  leurs 
centres  par  une  construction  plane. 

7i2.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constant.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace 
également  éclairés  par  deux  lumières  données. 

7^3.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
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a  deux  points  donnés  est  nonstante.  —  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carres  des  distances  est  à  la  fois 
constante  par  rapport  au  premier  et  au  second  point,  par  rapport  au 
premier  el  au  troisième. 

m.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  sphère  donnée,  deux 
sphères  données  ou  trois  sphères  données,  sous  un  angle  donné, 

745.  Indiquer  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite  donnée  sous 
un  angle  donné,  ou  deux  droites  données  issues  d'un  même  point,  sous 
des  angles  respectivement  donnes. 

746.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères 
données  ou  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

747.  Quelle  est  la  condition  pour  que  quatre  points  de  la  surface  sphé- 
rique  appartiennent  à  un  mémo  phin" 

748.  Construire  une  sphère  : 

1°  De  rayon  donné,  qui  passe  par  trois  points  donnés; 

2°  De  rayon  donné,  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  un 
plan  ou  a  une  sphère  donnée; 

3°  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux 
plans  ou  à  deux  sphères  données; 

4°  De  rayon  donné,  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois  sphères  données; 

5"  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  un  plan 
et  à  une  sphère  donnés; 

6°  Do  rayon  donné,  tangente  à  deux  plans  et  h  une  sphère  donnés; 

7°  De  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  et  à  deux  sphères  donnés. 

749.  Connaissant  les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  supposée  parfaitement  sphérique,  trouver,  à  l'aide  d'opéra- 
tions exécutées  sur  un  globe,  la  dislance  de  ces  deux  lieux  en  degrés. 

7K0,  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  : 

1"  Un  angle,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  diflérence  des  deux 
autres  côtés; 

î°  Un  côté,  un  angle  adjacent  et  la  somme  ou  la  dilTérence  des  deux 
autres  angles; 

3°  Deux  côtés  et  la  hauteur  correspondant  à  l'un  d'eux  ; 

4°  Un  angle,  un  côté  et  la  hauteur  qui  lui  correspond; 

5°  Son  aire,  un  angle  et  l'un  des  côtés  adjacents. 

751.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  sphérique. 

752.  Transformer  un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
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733,  Trouver  une  aire  piano  équivalente  à  celle  d'un  triangle  sphô- 
rique  donné. 

TSi.  Les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sphérique  étant  égauK  :  i°  les 
quatre  angles  du  quadrilatère  sont  égaux,  ses  diagonales  sont  égales  et  se 
coupent  muluellcment  en  parties  égales,  ses  sommets  sont  dans  un  même 
plan  el  les  cordes  correspondantes  forment  un  rectangle  ;  2°  l'airo  de  ce 
quadrilatère  a  pour  mesure  quatre  fois  l'excès  de  son  angle  sur  un  droit. 

73g.  Dans  un  losange  «pliérique,  les  diagonales  se  coupent  à  angle 
droit. 

736.  On  eône  à  base  circulaire  étant  inscrit  dans  une  sphère,  toute 
section  faite  dans  co  cône  par  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui 
passe  par  son  sommet,  est  uo  cercle. 

7S7.  L'enveloppe  sur  une  même  sphère  des  bases  de  t^'us  les  triangles 
sphériques  qui  ont  un  angle  commun  et  même  périmètre  est  un  cercle  de 
la  sphère.  —  Même  problème  sur  le  plan 

738.  Dans  tout  polyèdre  conie\e  le  nombre  dangles  dièdres  droits 
contenus  dans  la  somme  des  angles  dièdres,  moin>.  la  moitié  du  nombre 
d'angles  trièdres  trirectangles  contenus  dans  la  somme  des  angles  po- 
lyèdres, est  égal  à  deux  fois  le  nombre  des  faces  du  polyèdre  diminué  de 
doux. 

759.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  sup- 
plémenlaires  de  ceux  du  polyèdre  proposé  est  égale  à  huit  angles  trièdres 
lr[  rectangles. 

760.  Si  de  chaque  sommet  d'un  parai lélipipède  comme  centre  on  décrit 
des  sphères  égales,  toutes  ces  sphères  réunies  interceptent  une  portion  du 
volume  du  parallélipipède  égale  à  l'une  d'elles. 

761.  Si  P  est  lo  pôle  d'un  arc  de  grand  cercle  DE  passant  par  les  mi- 
lieux D  el  E  des  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  sphérique  BAC,  l'angle  BPC 
est  le  double  de  l'angle  DPE. 

762.  Si  trois  petits  cercles  sont  inscrits  dans  un  triangle  sphérique 
dont  chaque  angle  est  égal  à  lao  degrés,  de  manière  que  chacun  de  ces 
cercles  louche  à  la  fois  les  deux  autres  et  deux  côtés  du  triangle,  leur 
rayon  sphérique  est  égal  à  3o  degrés  et  leurs  centres  sont  les  sommets  du 
triangle  polaire  du  triangle  donné. 

763.  Calculer  en  rayriamètres  carrés  l'aire  de  l'une  des  deux  zones 
glaciales,  sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui  sert  de  base  est  à  a3''3o'  du 
pôle. 

76t.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AlB  tel. 


,  Google 


qi^:i  lu  rapport  de  la  calolSe  spliùrique  qu'il  détermine  à  l'aire  lati^rale  du 
cù:ie  qui  a  pour  base  le  cercle  AlB  et  pour  sommet  le  centre  île  la  sphère, 
Ei^it  égal  il  m;  discussion. 

763.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  l'aire  latérale  soit  équiva- 
lente à  celle  de  la  calotte  sphérique  terminée  au  même  cercle. 

T66.  Si  l'on  divise  une  demi -circonférence  en  trois  parties  égales  et  si 
on  la  fait  tourner  autour  de  son  diamètre,  h  zone  engendrée  par  l'arc 
du  milieu  est  équivalente  à  la  somme  des  zones  engendrées  par  les  deux 
arcs  eslr^mes. 

7CT.  Diviser  une  zone  en  moyenne  et  extrême  raison  par  un  plan  pa- 
rallèle à  ses  bases. 

768.  La  calotte  intercepîée  par  une  sphère  fixe  sur  une  sphère  sécante 
de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  son  centre  a  une  aire  con- 
stante. —  La  zono  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur 
une  sphère  sécante  de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  leur  centre 
commun  a  une  aire  constante. 

769.  Placer  sur  le  ceicle  générateur  d'une  sphère  l'arc  générateur 
<1  une  zone  dont  on  connaît  l'arc  et  la  hauteur. 

770.  Placer  sur  une  sphère  donnée  une  calotte  sphérique  dont  l'aire 
soit  double  de  celle  engendrée  par  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

771.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel,  que  1  aire  de  la  section  soit 
égale  à  la  différence  des  deux  zones  que  ci  pi  ni  dt termine. 

772.  Un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  de  i  mètre  de  rayon  a  pour 
aire  latérale  la  moitié  de  l'aire  d  un  giand  cercle  de  la  sphère  :  c<d^^uler 
son  volume. 

773.  L'aire  totale  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par  deux  hémi- 
sphères est  de  n'  mètres  carrés,  toute  section  passant  par  l'axe  a  un  péri- 
mètre de  h  mètres  :  calculer  la  hauteur  et  le  rayon  de  la  partie  cylin- 
drique de  la  chaudière  ;  discussion. 

77 i.  Le  poids  de  i  décimètre  cube  de  fonte  étant  j''^,!,  calculer  avec 
la  plus  grande  approximation  possible  le  diamètre  d'un  boulet  en  fonte 
du  poiils  de  14'^'.  —  En  déduire  celui  d'un  boulet  de  S"'. 

775.  Ayant  mené  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un 
triangle,  on  le  fait  tourner  autour  de  son  troisième  cûté  pris  pour  axe  : 
quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  du  triangle? 

776.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AlB  tel, 
que  le  rapjiort  du  segment  à  une  base  qu'il  détermine,  au  secteur  sphé- 
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rique  ayant  pour  base  la  même  calolle  spliùrique,  soit  égal  à  m;  dis- 
cussion. 

777.  On  prolonge  l'un  des  côtés  a  d'un  triangle  équilatéral  d'une  lon- 
gueur égale  à  a  et,  par  l'estrémilé  obtenue,  on  élève  une  perpendiculaire 
8  CD  cûté  :  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  équilatéral  en  tour- 
nant autour  de  cette  perpendiculaire. 

'78.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  de  révolution  tel, 
que  les  sections  faites  par  un  plan  donné  parallèle  à  sa  base,  dans 
le  cône  et  dans  Ja  sphère,  soient  dans  un  rapport  donné. 

779.  Étant  donnée  une  série  de  cercles  concentriques,  on  mène  dans 
ces  cercles  des  cordes  toutes  égales  entre  elles  et  parallèles  à  un  dia- 
mètre commun  :  les  voiumes  engendrés  par  les  segments  correspondants 
en  tournant  autour  de  ce  diamètre  sont  équivalents. 

780.  Étant  donné  sur  une  sphère  de  rayon  R  un  cercle  de  rayon  r, 
mener  un  second  cercle  parallèle  au  premier  tel,  que  le  rapport  du  seg- 
ment compris  entre  ces  deux  cercles  au  cône  qui  a  pour  base  le  second 
cercle  et  qui  a  pour  sommet  le  centre  du  premier  soit  égal  à  m;  dis- 
cussion. 

78t.  Les  volumes  d'un  cône  de  révolution,  d'une  sphère  et  d'un  cy- 
lindre de  révolution,  de  môme  hauteur,  sont  proportionnels  aus  nom- 
bres [,  a,  3,  lorsque  le  cône  et  le  cylindre  ont  pour  bases  un  grand  cercle 
de  la  sphère. 

782.  L'aire  totale  ou  le  volume  du  cylindre  équilatéral  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  une  sphère  est  moyenne  proportionnelle  entre  l'aire  ou  le 
volume  de  cette  sphère  et  l'aire  totale  ou  le  volume  du  cône  équilatéral 
inscrit  ou  circonscrit. 

783.  Calculer  en  fonction  de  leurs  côtés  les  aires  et  les  volumes  en- 
gendrés par  les  polygones  réguliers  les  plus  simples,  depuis  le  triangle 
jusqu'au  dodécagone,  lorsqu'ils  tournent  autour  d'un  de  leurs  côlés  pris 
pour  axe.  —  Même  question,  en  prenant  pour  axe  de  rulalion  une  per- 
pendiculaire menée  à  l'estréniité  d'un  des  diamètres  du  cercle  circonscrit 
qui  aboutit  à  un  S'immet  du  polygone  considéré. 

784.  On  prend  un  point  B  sur  le  prolongement  du  rayon  OA  d'un 
cercle  donné,  et  l'on  mène  par  ce  point  au  cercle  la  tangente  BT;  chercher 
pour  quelle  position  du  point  B  les  aires  décrites  par  lu  droite  BT  et 
l'aie  AT,  lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  OAB,  sont  dans 
un  lapport  donné;  discussion. 

785.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  un  demi-cercle, 
trovivcr  le  rapport  du  volume  ou  de  l'aire  qu'il  engendre,  lorsque  la 
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iigure  tourne  autour  (!u  diamètre  du  demi-cercle,  au  volume  ou  à  l'aire 
(le  la  sphère  engendrée  par  ce  demi-cercle.  ~  Cas  où  le  triangle  rectangle 
donné  est  i  ocèle 

T8C  ln''Crire  ou  circonscrire  a  une  sphère  donnée  un  cône  ou  un 
cylindre  dont  laire  totale  ju  li,  volume  soit  à  laire  ou  au  \olume  de  la 
?|jhère  dans  un  iapport  donné    d  SLUssion 

787  La  longueui  de  1  axe  dune  chaudière  cylindrique  terminée  par 
iJeus  hémiefhèies  étant  donnée  cdlcuier  les  dimensions  do  h  partie 
cylindrique  de  manière  que  la  capacité  de  la  cliaudière  ait  une  valeur 
donnée    discussion 

788  Etant  donné  le  volume  d  un  secteur  sphérique  appartenant  à  une 
sphère  de  raion  R  chercher  le  maximum  de  "îon  aire  lolale 

781  Un  donne  les  \oliimes  engendre-,  par  un  tridnje  en  tournant 
succe  sivement  autoui  de  chacun  de  ie«  lote:.  calculer  les  tiois  côtés  du 
triangle. 

190.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  sachant  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  du  troisième  côté 
eit  égal  à  la  somme  des  volumes  qu'il  eni^endre  en  tournant  successive- 
ment autour  des  deux  côtés  donnés. 

79i.  D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  lui  mène  deux 
tangentes  BA,  JBC,  et  l'on  projette  le  point  de  contact  C  sur  le  rayon  OA 
en  D  :  démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  ligure  autour  de  l'axe  AOD, 
le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  ABC  est  équivalent  au  cône 
engendré  par  lo  triangle  rectangle  BAD,  et  le  segment  sphérique  engendré 
par  le  triangle  mixtiligne  DAC  équivalent  au  volume  engendré  par  le 
triangle  BCD. 

792.  On  donne  un  cône  de  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dans  ce 
cône  et  tangentes  extérieurement  l'une  à  l'autre;  le  volume  compris 
entre  le  cône  et  les  deux  sphères  proposées  est  la  moitié  du  volume 
compris  entre  ce  même  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  ses  deux  cercles 
de  contact  avec  les  sphères  données. 

§  VII.  —  Généralités  snr  les  surfaces. 

793.  Indiquer  le  lieu  des  points  qui  sont  :  i°  à  la  distance  a  d'une 
iTOite  A  et  à  la  dislance  b  d'une  droite  B  ;  a"  à  la  distance  a  d'une  droite  A 
(t  à  la  distance  p  d'un  plan  P  ;  3°  à  la  distance  a  d'une  droite  A  et  à  la 
distance  t  d'un  point  B. 

794.  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point  et  une  surface  conique  ou 
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cylindrique  de  révolulion,  irouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la 
surface. 

79b,  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  dislances  à  un  point  donné  et 
à  une  droite  donnée  passant  par  ce  point  sont  dans  un  rap|)ort  donné. 

796.  Un  poinl  et  deux  droites  passant  par  ce  point  étant  donnés, 
trouver  le  lieu  des  poinis  dont  les  distances  respectives  su  poinl  donné  et 
aux  droites  données  sont  proportionnelles  à  trois  longueurs  données. 

797.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  ou  à  «ne  surface 
conique  de  révolution  i"  par  un  point  donne  de  la  surfiLe  a"  par  un 
point  e\tér  eur  donne    3°  parallelemer  t  à  une  di  oite  donnée 

798.  Etant  donnes  un  nomljre  quelconque  de  plan'-  et  deux  poinis  Â 
et  li  pris  SI  r  deu^  d  entre  eux  trouver  îl  plus  court  chemin  qui  conduit 
du  point  A  iu  point  B  ejns  sorUr  de-  plans  proposés  —  Applicitirn  à 
la  redieulie  du  plus  court  chcmm  enlre  deui  points  sur  une  -.urfice 
cylindrique  ou  conique 

799.  Trouver  le  lieu  de*  points  leK  que  les  plans  tançents  menés  de 
chacun  d  eux  à  un  ej  lindre  ou  a  un  cône  donne  se  coupent  sous  un 
angle  donné 

800.  Deux  cylmdris  de  résolution  dont  les  axes  sont  piralleles  m 
deux  cônes  ajnnt  même  =ommet  étant  donnés  trouver  le  heu  des  points 
tels,  que  le-  plana  tanoents  menis  de  chacun  d  eux  a  1  une  des  aurfaces 
fassent  le  même  angle  que  le  iians  tangents  menés  du  même  point  a 
l'autre  surface 

801.  Coistruire  un  conc  ou  m  ijimlre  de  ruolulion  connus  anf 
trois  génératrices 

802.  Construire  un  cône  le  révilution,  connus  int  il  nxe,  le  sommet 
et  le  rapport  des  d  stances  d  un  pomt  de  la  surface  au  sommet  et  a  I  axe  ; 
1°  l'axe,  le  sommet  et  un  plan  langent  a  la  surface,  3°  le  sommet  un 
plan  dans  lequel  -p  trouve  la\e  et  deux  plans  tangents  a  la  surfice; 
4°  trois  plans  tangents  à  la  surface 

803.  La  Lune  et  le  boleil  étant  su[iposés  parfaitement  sphéiiques  et  le 
volume  du  Soleil  étant  environ  (i3oooooo  de  fois  celui  de  la  Lune,  cal- 
culer le  rapport  des  distances  des  centre.'?  de  ces  deux  astres  à  la  Terre, 
lorsqu'ils  ont  le  même  diamètre  apparent,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  sont  vus 
sous  le  même  angle. 

soi.  Les  rayons  de  la  Lune,  de  la  Terre  et  du  Soleil  étant  proporlion- 
nels  aux  nombres  —■,  i  et  io8,5,  trouver  le  rapport  des  dislances  du 
centre  de  la  Terre  aux  centres  des  deux  autres  ystros,  iorsiju'on  suppose 
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les  centres  de  ces  trois  globes  sur  l'axe  d'un  cône  de  révoluUon  qui  leur 
est  tang™!,  considérer  le  cas  où  les  trois  astres  sont  tangents  à  une 
même  nappe,  et  celui  où,  la  Terre  étant  située  dans  une  nappe,  les  dmix 
autres  astres  sont  dans  la  nappe  opposée. 

APPENDICE  DU  SEPTIEME  LIVRE. 

80b.  Pariager  la  surface  sphériquc  en  parties  égales  par  dos  polygones 
égaux  et  réguliers. 

806.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  sis  fois  le  volume  de  l'octaèdre 
régulier  qui  a  ses  sommets  aux  centres  des  faces  du  cube. 

807.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  octaèdre  régulier. 

808.  Trouver  l'aire  el  le  volume  d'un  polyèdre  régulier. 

809.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  trouver  l'aire  et  le  volume 
des  polyèdres  réguliers  inscrits. 

810.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  langent  à  deux  sphères  donnéos. 

811.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données. 

812.  Si  l'on  donne  une  Sj>lièro  et  deus  points  quelconques  dans  l'espace, 
les  distances  de  ces  points  au  centre  de  la  sphère  sont  proportionnelles 
aux  distances  respectives  de  chacun  d'eux  au  plan  polaire  de  l'autre. 

813.  Soient  AA.A,  un  triangle  sphériqiio  et  0  un  point  de  la  sphère 
correspondante.  Si  l'on  élève  sur  l'arc  de  grand  cercle  OA  un  arc  de 
!;rand  cercle  perpendiculaire  qui  vient  renconlrer  le  cùlé  opposé  A,Aj 
cnB,  et  si  l'on  détermine  de  la  même  manière  B,  surAAjCt  Bj  sur  AA,, 
ies  trois  pointsB.B,,  B,,  sont  sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle. 

81i.  Construire  une  sphère  : 

1°  Respectivement  tangente  à  trois  droites  données  en  un  point  donné 
de  chacune  d'elles; 

a'  Passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à  un  plan  ou  à  une 
fphère  donnée; 

3*  Passant  [.av  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux  plans  ou  à  deux 
sphères  données; 

4°  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois 
sphères  données; 

5°  Tangente  à  trois  plans  donnés  et  à  une  sphère  donnée; 

6°  Tangente  à  un  plan  donné  el  à  trois  sphères  données; 

7°  Tangenle  à  deux  plans  donnés  et  à  deux  sphères  données. 
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815.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

816.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  coupe  trois  sphères  données 
suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  a  ceux  des  sphères. 

817.  De  tous  les  triangles  sphériques  formés  avec  deux  c6[«s  donnés, 
le  triangle  d'aire  maximum  est  celui  dans  lequel  l'angle  compris  entre  ces 
côtés  est  égai  à  la  somme  des  deux  autres  angles. 

818.  De  tous  les  triangles  spliérlques  isopérimètres  et  de  même  base, 
le  triangle  isocèle  est  un  maiimum . 

819.  Deux  triangles  et  un  point  étant  donnés  dans  un  plan,  mener  par 
le  point  une  droite  telle,  que  les  volumes  engendrés  par  les  triangles 
tournant  autour  de  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné.  —  MC'UH' 
problème  pour  deun  cercles  donnés,—  Même  problème  pour  trois  triangles 
ou  trois  cercles  donnés. 

820.  Éiant  donnés  un  cercle  et  un  point  intérieur,  est-il  possible  de  le 
projeter  centralement  suivant  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection 
du  pouit  donné? 

821.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle  qui,  passant  par  chaque  sommet 
d'un  triangle  sphérique,  le  divisent  en  deux  parties  équivalentes,  se  cou- 
pent aux  deux  mêmes  points. 

822.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  de  rayons  égaux:  quel  est  le  lieu  des 
pôles  de  transformation? 

823.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  trois 
sphères  données  sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  sphères. 

82i.  Peut-on,  par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  ramener 
le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données  au  problème 
de  la  sphère  tangente  à  une  sphère  et  à  trois  plans?  Quel  point  faut-il 
choisir  pour  pôle  de  transformation  7 

82j.  Étant  données  quatre  sphères  de  raj  ons;-,  ^-  p,  /■,  -r-  o,  r^  r-  p,  /-,  +  a, 
trouver  le  lieu  que  décrit  leur  centre  radie  I  quand  on  failvarierp.— Quel 
est  le  problème  analogue  de  Géométrie  1 1  ne  ? 

826.  Par  deux  points  A  et  B  donnés  sir  ia  surface  de  la  sphère,  on  fait 
passer  des  cercles  auxquels  on  m  ne  ensu  te  des  grands  cercles  tangents 
par  un  point  C  pris  sur  l'arc  de  _rand  cercle  AB  prolongé  ;  quel  est  le  lieu 
des  points  de  contact? 

827.  Étant  donné.s  un  cercle  et  deux  points  do  la  sphère,  mener  par 
ces  deux  poinis  un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deuK  points 
distants  d'uTie  longueur  donnée. 
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828.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  grands  cercles  et  ue  petilcercle  A, 
mener  aux  deux  grands  cercles  un  cercle  tangent  B  tel,  que,  si  l'on 
mène  ensuite  ans  deux  cercles  A  et  B  deux  tangentes  communes  sphériques, 
leur  angle  soit  égal  à  un  angle  donné. 

829.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  points  et  un  grand  cercle, 
trouver  sur  ce  cercle  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  sphé- 
riques aux  deux  points  donnés  soit  égale  à  un  arc  donné. 

830.  Étant  donnés  sur  une  sphère  un  point  et  deux  grands  cercles, 
mener  par  le  point  un  cercle  qui  coupe  les  deux  autres  sous  des  angles 
dont  la  somme  soit  donnée. 

831.  Construire  un  triangle  sphériquo,  connaissant  sonaire,  un  angle  et 
un  point  par  lequel  doit  passer  lo  côté  opposé  à  cet  angle. 

832.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  ans;ie,  le  cùté  op- 
posé et  le  cercle  inscrit  au  triangle. 

833.  Étant  donnés  sur  un  cercle  de  la  sphère  deux  points  .\el  B,  trouver 
sur  ce  cercle  un  troisième  point  C  tel,  que  les  deux  grands  cercles  CA  et 
CB  se  coupent  sous  un  nngle  donné. 

831.  Les  ares  qui,  menés  par  les  sommets  d'un  triangle  sphérique,  par- 
tagent respectivement  son  aire  en  deux  parties  équivalentes,  se  coupent 
au  même  point. 

835.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  soit  tangent  à  deux 
cercles  donnés  et  qui  coupe  en  deux  parties  égales  la  clrconrérenca  d'un 
troisième  cercle  donné, 

836.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  A,  B,  C,  chacun  en  deux  points  diamétralement  opposés. 

837.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  deux  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés  et  qui  rencontre  un  troisième  cercle  donné 
en  deux  points  diamétralement  opposés. 

838.  Si  plusieurs  triangles  sphériques  ont  un  côté  commun,  les  circon- 
férences de  grand  cercle  passant  par  les  milieux  des  deux  autres  côtés  de 
chacun  de  ces  triangles  concourent  en  un  même  point. 

839.  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  un  cercle  qui  cuupo 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  égaux. 

840.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  quatre  cercles 
donnés  sous  des  angles  égaux. 

8il.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  doux  points  fixes. 
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touche  une  splière  fixe  en  une  suite  de  points  formant  une  circonférence 
de  cercle. 

8i2.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  trois  poinlsflxes, 
coupe  une  sphère  fixe  suivant  une  série  de  cercles  dont  les  plans  passent 
par  une  même  droite. 

813.  Quels  sont  sur  la  sphère  les  théorèmes  analogues  à  ceus  de 
Pascal  et  de  Brianchon  (voir  les  n"'  328  et  329)? 
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LIVUE   V!U. 

LES   COUUBES  USUELLES. 


§g  I,  IL  —  Propriétés  fondamentales  de  l'ellipse  et  de  l'iiyperijole. 

844,  Quelle  est  la  phis  courtp  et  la  plus  grande  distanco  du  centre  dft 
l'ellipse  à  un  point  de  la  courbe  ? 

843.  Quel  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui  glisse  enire  deux  axes 
rectangulaires  î 

816.  Deux  ellipses  dont  les  grands  axes  sont  égaux  et  qui  ont  un  foyer 
commun  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points. 

847.  Quel  est  le  lieu  des  points  éealement  distants  de  deux  circonfé- 
rences intérieures  ou  extérieures  l'une  à  l'autre  î 

8i8.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangenls  à  deuï  cercles 
donnés?  —  On  examinera  les  différents  cas  possibles. 

849.  Sur  les  deux  tangentes  PM,  PM',  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole 
dont  les  foyers  sont  F  et  F',  on  prend  des  longueurs  PQ,  PQ',  respective- 
ment égales  à  PFetà  FF':  démontrer  que  la  droileQQ'est  égale  au  grand 
axe  de  l'ellipse  ou  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole. 

830.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  et 
une  tangente  quelconque  interceptent,  sur  les  deux  tangentes  menées 
aux  extrémités  de  l'axe  de  la  courbe,  des  longueurs  dont  le  produit  est 
constant. 

831.  Des  cercles  touchent  une  droite  AB  en  un  point  fixe  C,  et  des 
points  ases  A  et  B  on  mène  des  tangentes  à  ces  cercles  :  trouver  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes.—  Le  point  C  peut  être  entre  A 
et  B  ou  sur  AB  prolongée. 

852.  Soient  les  deux  tangentes  menées  è  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  par 
un  point  extérieur  et  une  troisième  tangente  quelconque  :  démontrer  que 
la  longueur  interceptée  sur  cette  troisième  tangente  par  les  deux  pre- 
mières est  vue  de  chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

8SÏ,  Démontrer  directement  que,  si  l'on  mène  à  une  hyperbole  deux 
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tangentes  PM,  PM',  par  un  niÈme  point  extérieur  P,  les  angles  PFM,  PFM' 
sont  égaus  ou  supplénienlaires,  suivant  que  les  points  de  contact  M  et  M' 
appartiennent  ou  non  à  la  même  m<iitié  de  la  courbe. 

8S4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dont  le  grand  axe  a  i.i 
même  longueur,  qui  ont  un  foyer  commun  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

853.  Quels  sont  les  lieux  géométriques  :  l'des  sommets;  a°  des  points 
de  rencontre  des  câtés  non  parallèles;  3°  des  points  d'intersection  des 
diagonales,  des  trapèzes  construits  sur  une  base  fixe,  et  dans  lesquels  la 
longueur  de  l'autre  base  est  donnée,  ainsi  que  la  somme  ou  la  différence 
des  côtés  non  parallèles  ? 

836,  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i°  ses  foyers 
et  un  point;  a"  ses  foyers  et  une  tangente;  3°  un  foyer,  deux  points  et 
une  tangente;  4"  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  5"  un  foyer,  deux 
tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles  ;  G"  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes; 7°  le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  ase  ou  de 
l'axe  transverse. 

857.  On  donne  les  positions  d'un  foyer  et  d'un  point  d'une  ellipse,  ainsi 
que  les  longueurs  des  axes  :  déterminer  son  centre, 

858.  Le  cercle  qui  a  pourdiamètre  la  portion  d'une  tangentequelconque 
à  l'hyperbole  interceptée  par  les  tangentes  menéesaui  extrémités  del'axe 
transverse  passe  par  les  foyers  de  la  courbe. 

§  III.  —  Propriétés  fondamentales  de  la  parabole. 

859.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  delà  parabole  sur  une  tan- 
gente à  la  courbe  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact  et  la  moitié  du  paramètre^, 

860.  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par 
un  point  extérieur  P,  les  triangles  FPM,  FPM',  sont  semblables,  et  FP  est 
la  moyenne  proportionnelle  des  rayons  vecteurs  FM,  FM',  des  deux  points 
de  contact, 

861.  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P,  démontrer  que  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  point  P 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  et  que  la  tangente  au  point  où  celte 
parallèle  rencontre  la  courbe  est  elle-même  parallèle  à  la  corde  MM'. 

862.  Si  l'on  rapporte  la  parabole  à  une  tangente  et  au  diamètre  mené 
par  son  point  de  contact  pris  comme  axes  coordonnés,  le  carré  de  l'or- 


,  Google 


5^^  GËOMËTRIE  DANS    I.'eSPACE. 

donnée  d'un  point  de  la  courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  produit  du  rayon 
vecteur  de  rextrémilé  du  diamètre  par  l'abscisse  du  point  considéré. 

863.  Si  deux  cordes  de  la  parabole  se  coupent,  les  produits  de  leurs 
segments  sont  dans  îe  rapport  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  des 
diamètres  qui  leur  sont  conjugués, 

804.  MN  étant  une  tangente  commune  à  la  parabole  et  au  cercle  décrit 
sur  la  corde  mené  perpendici  lairement  à  l'axe  par  le  foyer  comme  dia- 
mèli  démontrer  que  le-,  droites  FM  et  FN  sont  également  inclinées  sur 
cette  corde 

86i  La  tangente  en  un  point  de  la  parabole  rencontre  la  directrice  et 
la  corde  menée  par  le  foyer  perpendiculairement  à  l'axe,  en  des  points 
équid  stants  du  foyer 

86C  S  I  ordo  inée  d  un  point  M  de  la  parabole  passe  par  le  milieu  de 
la  BOUS  normale  q  i  correspond  a  un  point  M',  l'ordonnée  du  point  M  est 
égale  à  la  ncrmale  qui  corre  pond  au  point  M'. 

867  Si  d  un  point  pr  s  sur  une  tangente  à  la  parabole  on  mène  une 
autre  tansente  a  la  courbe  1  angle  compris  entre  cette  tangente  et  la 
droite  menée  du  même  point  au  foyer  est  constant. 

868  Constru  ro  une  parabole  qui  louche  un  cercle  donné  on  un  point 
donné   et  dont  1  a\e  so  t  nn^enl  au  même  cercle  en  un  autre  point  donné. 

869.  Si  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  on  tire  une 
corde,  puis  qu'on  trace  une  autre  droite  parallèle  à  l'axe,  la  portion  de 
celle  droite  comprise  entre  la  tangente  et  la  corde  sera  divisée  par  son 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  dans  le  même  rapport  que  cette  droite 
elle-même  divise  la  corde. 

870.  Si  le  diamètre  de  la  parabole  menée  par  le  point  M  rencontre  la 
directrice  en  K  et  la  corde  menée  par  le  foyer  parallèlement  à  la  tangente 
UT  en  H,  ou  a 

MK=  MH. 

871.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'intersection  du  diamètre  mené  en  un 
point  de  la  parabole  avec  la  corde  tracée  par  le  foyer  parallèlement  à  la 
tangente  au  mémo  point? 

872.  AB  et  AC  étant  deux  droites  rectangulaires,  on  mène  la  droite 
quelconque  AR  et  la  parallèle  fixe  CR  à  AB,  puis,  on  prend  sur  ARun 
point  M  tel  que  son  ordonnée  MQ  par  rapport  à  ABsoit  égale  à  CR:quel 
est  le  lieu  du  point  Mî 

873.  On  considère  dans  un  cercle  un  diamètre  fixe  ÂOB  et  un  rayon 
quelconi|ue  OC  ;  D  étant  le  milieu  de  la  corde  CE  menée  parallètement 
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au  diaiTif'lro  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point  d"in[erseclion  des  droites 
OC  et  AD. 

874.  Si  deux  tangentes  égales  à  la  parabole  sont  coupées  par  une  troi- 
sième, les  segments  déterminés  sur  ces  tangentes  sont  égaux,  mais  les 
segmeots  égaux  ne  sont  pas  placés  de  même  sur  les  deux  tangente?. 

873.  Le  cerele  déterminé  par  les  points  d'intersection  de  trois  tangentes 
à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

875.  MFN  étant  une  corde  quelconque  menée  par  le  Lyer  de  la  para- 
bole, si  l'on  irace  du  sommet  S  les  droites  SM  et  SN,  elles  rentontrenl 
la  corde  focale  perpendiculaire  à  l'axe  en  deux  points  P  et  Q  dont  les  dis- 
tances au  foyer  sont  égales  aux  ordonnées  des  points  N  et  M, 

877,  Si  d'un  point  0  pris  sur  l'axe  de  la  parabole  on  mène  une  corde, 
la  dislance  SO  du  sommet  S  au  point  0  est  la  moyenne  yroportionnelle 
des  abscisses  des  extrémités  de  !a  corde. 

878.  Du  sommet  S  on  mené  deu\  droites  rectangulaires  qui  viennent 
rencontrer  la  parabole  aux  pomts  M  et  M';  le  paramétre  a/i  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  absci'ises  des  (.oints  M  et  M'. 

879.  Quel  est  le  lieu  du  centre  du  cerc-le  inscrit  dans  le  secteur  cir- 
culaire AOB,  dont  I  un  des  riyons  OA  est  fixe  et  dont  l'autre  OB  est  mo- 
bile î 

880,  Sur  une  corde  de  la  parabole  comme  diamètre,on  décrit  un  cercle 
qui  coupe  la  parabole  en  deux  autres  points;  si  l'on  joint  ces  points,  les 
deux  cordes  considérées  interceptent  sur  l'axe  de  la  courbe  une  longueur 
égale  au  paramètre  -tp. 

8SI.  Deux  paraboles  égales  qui  ont  un  même  foyer  et  leurs  axes  dirig^'8 
en  sens  contraires  se  coupent  à  angle  droit. 

882.  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  les  points  où  ses  côtés 
prolongés  viennent  rencontrer  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les 
sommets  opposés  sont  en  ligne  droite. 

883  Si  les  tangentes  PM,  PU',  à  la  parabole  sont  coupées  en  Q  et  en  Q' 
par  une  troisième  tangente,  on  a 

PQ       Q'M' 

yii  ^  PQ'  ■ 

88i.  Si  l'on  tire  par  le  sommet  de  la  parabole  des  cordes  à  angle  droit 
l'une  sur  l'autre,  et  qu'on  construise  sur  ces  cordes  un  rectangle,  quel  est 
le  lieu  de  son  quatrième  sommet  î 

883.  Si  une  parabole  roule  sur  une  autre  parabole  égale,  les  sommets 

R.  H  np  C.  _   Tr.  ,U-  Cch^,_  (II-  P^irli,.).  3j 
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étanl  il'abori)  confondus,  le  foyer  de  chaque  courbe  Irace  la  directrice  de 

886.  Quel  esl  le  lieu  dee  poinls  également  distants  d'une  droit*  et  d'une 
circonférence  données  ? 

887.  Qnel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  (ies  dis- 
tances à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  ebt  constante"? 

888.  Des  extrémités  d'une  corde  focale  de  la  parabole  on  abaisse  des 
perpendicuiaires  sur  une  droite  quelconque  de  son  plan;  la  somme  des 
rapports  de  chaque  oidonnée  au  rayon  vecteur  correspondant  est  con- 
stante. 

889.  Les  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  fojer  de  la  parabole 
sur  deux  tangentes  sont  proportionnels  aux  rayons  vecteurs  des  poinisde 
contact. 

890.  Ckinstruire  une  parabole,  connaissant  ;  i°  le  foyer  ou  la  directrice 
etdeux  points  ;  a"  le  foyer  ou  la  directrice,  un  point  et  une  tangent*  ; 
3°  le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangenîe  et  son  point  de  contact  ;  4°  le 
foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes  ;  5'  trois  tangentes,  parmi  les- 
quelles la  tangente  au  sommet;  6°  quatre  tangentes. 

§^  IV,  V,  VI,  —  Ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale 
du  cercle.  -  Parabole  considérée  comme  limite  de  l'ellipse.  — 
Ellipse,  Hyperbole  et  Parabole,  considérées  comme  sections 
planes  du  cône  de  révolutian. 

8!il.  La  demi-corde  focale  de  l'ellipse  ou  do  l'hyperbole,  perpen- 
diculaire au  grand  axe  ou  à  l'axe  transversc  de  la  courbe,  est  égale 


802.  Les  tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  focale  se  coupent  sur 
la  directrice  correspondante. 

893.  Si  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  i'byperbole  do  centre  C  ren- 
contre en  T  le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  do  la  courbe,  MP  étant  l'or- 
donnée du  point  M  par  rapport  â  cet  axe,  on  a 

CT.CP  =  «^. 

89i.  Les  tangenl«s  ËxesauxsommetsAet  A'  d'une  ellipse  de  centre  C 
étant  rencontrées  par  une  tangente  mobile  en  M  et  en  M',  on  projette  Jl' 
sur  CM  en  P  ;  démontrer  que  le  lieu  du  point  P  est  un  cercle  passant 
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893.  Dans  l'eliipse  ou  l'hyperbole,  la  dislance  d'un  foyer  au  pied  d'une 
normale  sur  le  grand  aie  ou  sur  l'axe  transverse  de  la  courbe  est  au  rayon 
vecteur  correspondant  du  point  de  contact  dans  un  rapport  égal  à  l'ex- 
centricité de  la  courbe. 

896.  On  mène  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  et  la 
normale  au  même  point;  le  rapport  des  distances  du  pied  de  l'ordonnée 
au  pied  de  la  normale  sur  le  grand  ase,  ou  sur  l'axe  transverse  et  au 


897.  MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  dont 
le  grand  axe  ou  i'axo  transverte  est  AA',  on  a 


898.  Si  une  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  rencontre  le 
petit  axe  ou  l'axe  non  transverse  en  U,  et  si  Q  est  la  projection  de  M  sur 
le  même  axe,  C  étant  le  centre  de  la  courbe,  on  a 

CU.CQ  =  b\ 

899.  Si  deux  tangentes  PM,P.M',  à  l'ellipse  partent  d'un  même  pointP, 
le  centre  de  la  courbe  étant  C,  et  la  droite  CP  coupant  la  courbe  en  R  et 
la  corde  de  contact  MM'  en  H ,  on  a 

cr'  =CH.CP. 

900.  Les  normales  en  deux  points  M  et  M'  d'une  ellipse  rencontrant 
l'un  des  axes  en  P  et  P',  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM' 
passe  par  le  milieu  de  PP'. 

90i.  Une  tangente  mobile  rencontrant  en  M  et  en  M'  les  tangentes 
fixes  aux  sommets  A  et  A'  d'une  ellipse,  le  point  d'intersection  P  des 
droites  AM'  et  A'M  décrit  une  ollipso  concentrique  à  la  première. 

902.  Si  l'on  rapporte  une  ellipse  ou  une  hyperbole  à  deux  diamètres 
conjugués  DD'  et  EE',  de  longueurs  aa'  et  ai',  pris  comme  a\es  coor- 
donnés, MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe,  on  a 

MÎ>'       t" 


903.  Si  CD  et  CE  sont  deus  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole, et  que  la  perpendiculaire  EK  à  CD  rencontre  le  grand  axe  ou 
l'axe  Iransverse  de  la  courbe  en  G,  on  a 
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Btli.  Si  CD  et  CE  sont  deux  dismèlres  conjugués  de  i'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole, on  a 

FE.F'E=Cu'. 

90o.  Si  deux  coi'des  se  coupent  dans  i'ellipse  ou  i'hyporbole,  les  pro- 
duits de  leurs  segments  sont  proporlionnels  aux  carrés  des  diamètres  pj- 
rallèlcs  à  ces  curdes. 

006.  La  distiince  du  centre  de  i'hyperbole  au  point  où  une  asym|jiotc 
coupe  une  directrice  est  égale  au  demi-axe  transversc.  —  La  perpendicu- 
laire abaissée  d'un  foyer  sur  une  asymiitole  est  égale  au  demi-axe  non 
transverse.  ~  Si  une  asymptote  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  en  II 
el  la  directrice  correspondante  en  I,  AI  est  parallèle  à  EH. 

907.  Soit  un  point  K  de  l'dsymptole  d'une  hyperbole,  dont  l'ordonnée 
L't  l'abscisse  par  rapport  aux  axes  de  la  courba  sont  kp  et  KR  ;  si  KP 
l'oupe  l'hypLTbole  en  M  et  si  KR  coupe  l'hyiierbole  conjuguée  en  N,  on  a 


De  plus,  la  droite  MN  est  parallèle  à  la  seconde  asymptote  de  Tliipcr- 

008.  La  directrice  d'une  hyperbole  joint  les  projections  du  foyer 
correspondant  sur  les  asymptotes. 

909.  Si  par  le  point  JI  d'une  hyperbolo  en  lire  une  sécante  quel- 
conque qui  coupe  les  deux  asymptotes  en  P  et  P',  la  tangente  pa- 
rallèle à  cette  sécante  et  limitée  aux  deux  asymptotes  étant  LQL', 


910-  Deux  hyperboles  conjuguées  interceptent  sur  une  sécante  quel- 
conque des  longueurs  égales. 

9li.  Tout  point  de  l'hyperbole  est  également  distant  d'un  foyer  et  do 
la  directrice  correspondante,  cette  dernière  distance  élant  comptée  paral- 
lèlement à  une  asymptote. 

912.  Si  une  tangente  LQL' coupe  les  asymptotes  en  L  et  en  L',  l'aire  du 
;riangle  CLL'  est  égale  à  iib. 

913.  Si  M  et  N  sont  les  points  de  rencontre  de  deux  hyperboles  rcn- 
juguées  avec  l'ordonnée  et  l'abscisse  d'un  point  d'une  de  leurs  asymptot^-s, 
les  tangentes  menées  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N  sont  respectivement 
parallèles  à  CN  et  à  CM. 
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9ii.  Soit  un  point  M  de  l'nyperbole;  si  MP  est  ronlonnée  de  ce  point 
pnr  rapport  au  diamètre  CD  (c'est-à-dire  la  parallèle  menée  par  M  à  la 
langente  en  D)  et  si  la  tangente  en  M  coupe  CD  en  T,  on  a 


313.  Si  MT  estunetangenlcàl'ellipreaupointM,  rencmtrantlegrand 
FiM'  AA'  au  point  T,  et  si  la  perpendiculaire  élevée  en  T  au  grand  aie 
ri'iiconlre  en  Q  et  en  Q'  les  droites  MA  et  MA',  on  a 


9ir>.  Soit  MFM'  une  corde  focale  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'; 
si  l'on  prolonge  MA  et  M'A  jusiju'à  leurs  points  de  rencontre  Q  et  Q' avec 
la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit. 

917.  Dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  des  deux  normales  menées  aux 
extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjuguas  est  const^mte  (on  prend 
l'our  longueur  d'une  normale  la  distance  du  point  de  contact  au  pied  de 
1.1  normale  sur  le  grand  axe). 

918.  Soient  dans  l'ellipse  deux  demi-diamètres  conjugués  CD  et  CE  ; 
fv.r  la  normale  en  D,  on  prend  DP  égale  h  CE:  quel  est  le  lieu  du 
lioinl  P? 

919.  H  et  M'  sont  deux  points  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'  : 
AM'  et  A'M'  coupant  Vordonnée  MP  du  point  M  en  deux  points  Q  et  Q', 
on  a 

Mp'  =  P0.1'Q'. 

920.  Soient  dans  i'eltipse  la  normale  MG  et  la  perpendiculaire  GI. 
abaissée  du  point  G  sur  le  rayon  vecleor  FM  ;  le  rapport  de  GL  à  l'oi- 
donnée  EtlP  du  point  M  est  égal  à  l'excentricité  de  la  courbe. 

921 .  Si  l'ordonnée  MP  d'un  point  M  de  l'ellipse  rencontre  en  Q  la  tan- 
gente menée  à  l'exlrémité  de  la  corde  focale  principale,  on  a 


922.  M  étant  un  point  Exe  d'une  ellipse  et  QQ'  une  corde  quelconque 
conjuguée  au  diamètre  CM,  le  cercle  QMQ' rencontre  l'ellipse  proposée  en 
un  point  Hxe. 

923.  M  étant  un  point  de  l'ellipse,  on  lire  la  corde  SIM'  parallèle  au 
grand  axe,  et,  par  le  point  M',  on  mène  les  cordes  M'Q,  M'O',  faisunt  des 
angles  égaux  avec  le  grand  axe  :  diiroontrer  que  la  droite  QQ'  est  paral- 
lèle à  la  tangente  en  M. 
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92*.  Quel  est  le  parallélogramme  d'aire  minimum  circonscrit  à  l'cl- 
lipsu  ? 

925.  Quand  la  somme  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  est-el!fl 
minimum? 

926.  Si  du  point  M  de  i'ellipse  on  lire  des  droites  aux  estrémilés 
d'un  diamètre  DD',  lesquelles  coupent  son  conjugué  EE'  aux  poinls  P  et 
P',  on  a 

CP.CP'  =  CÛ'. 

927.  Si  CD  et  CE  sont  deux  demi -diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  on  a 

(TU-aY  +  (FE-ay  =  c\ 

928.  Soient  CD  et  CE  deux  demi -diamètres  conjugués  de  l'ellipse 
dont  les  axes  sont  AA'  et  BB'  ;  traçons  les  droites  BD  et  BE,  ainsi  que  les 
droites  Â'D  et  AE  qui  se  coupent  en  0  :  démontrer  que  le  quadrilatère 
BDOE  est  un  parallélogramme,  et  chercher  dans  quel  cas  son  aire  est 
maximum. 

929.  Si  MFM',  NCN',  sont  deux  cordes  parallèles  menées  par  le  foyer 
et  par  le  centre  d'une  ellipse,  démontrer  qu'on  a 

FM. FM'  _h^ 
t.^.c^■"~«'' 

930.  Si  la  tangente  au  sommet  A  de  l'ellipse  est  coupée  par  deux  dia- 
mèlres  conjugués  en  T  et  en  U,  on  a 

AT.AU=  b\ 

931.  Si  les  tangentes  en  trois  points  P,  Q,R,  de  l'ellipse  se  coupent 
deux  à  deux  aux  points  B',  Q'  et  P',  on  a 

PR'.QP'.ISQ'  =  PQ'.QR'.RP'. 

932.  Si  des  extrémités  des  axes  d'une  ellipse  on  lire  dans  nue  direc- 
tion quelconque  quatre  droites  parallèles,  les  points  où  elles  rencontrent 
la  courbe  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

933.  Si  MFM'  est  une  corde  focale  de  l'ellipse  etX  le  pied  de  la  direc- 
trice correspondante,  les  droites  XM  et  XM'  sont  également  inclinées  sur 
les  axes  de  la  courbe. 

934.  PM  et  PM'  étant  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  un  même 
point  P,  et  la  corde  MM'  coupant  les  dirertricos  en  R  et  en  R',  on  a 

RM.R'M  _  pyÇ 
KJl.RAl''  H^/' 
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93j.  CD  et  CE  élant  deux  de  mi -diamètres  conjugui^  rie  l'ellipse,  ei  CE 
rencontrant  les  rayons  vecteurs  F!)  et  F'  D  en  H  et  en  H',  on  a 
FH  =  F'H'. 

936.  Quel  est  le  lieu  des  milieu\  des  cordes  focales  d'une  ellipse  ? 

937.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  quels 
sont  les  lieux  décnU  par  les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au 
triangle  FMF  ? 

938.  Si  du  foyer  Fde  l'ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
diamètres  conjugués  BD'  et  EE',  ces  perpendiculaires  prolongées  coupent 
EE'  et  DD'  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F. 

939.  M  étant  un  point  de  l'ellipse  de  grand  axe  AA',  quel  est  le  lieu 
des  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  en  A'  aux 
droites  AM  et  A'M? 

940.  Si  MP  etCP  sont  l'ordonnée  et  l'abscisse  du  point  M  d'un  cercle 
de  centre  C  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  comme  axes  coor- 
donnés, et  si  la  droite  PQ  prise  égale  à  MP  est  inclinée  sur  elle  d'un  angle 
constant,  quel  est  le  lieu  du  point  Q  ? 

9il.  Soient  un  triangle  PQR  et  une  ellipse  enveloppante  ayant  son 
centre  C  au  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle;  CP,  CQ,  CR, 
prolongées,  rencontrent  l'ellipse  aux  points  P',0',  R'  :  démontrer  que  les 
tangentes  en  ces  points  forment  un  triangle  semblable  au  triangle  PQR  et 
d'une  aire  quatre  fois  plus  grande, 

942.  Une  tangente  mobile  rencontre  en  M  et  N  les  tangentes  fixes  aux 
sommets  Aet  B  d'une  ellipse;  le  lieu  du  point  d'intersection  des  parallèles 
menées  par  M  et  N  aux  axes  de  l'ellipse  est  une  hyperbole  équilatère, 

943.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  perpendiculaires 
abaissées  des  foyers  d'une  ellipse  sur  deux  diamètres  conjugués? 

944.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i°  ses 
directrices  et  un  point  ;  a"  ses  directrices  et  une  tangente  ;  3"  une  direc- 
tric«,  deux  points  et  une  tangente  ;  4°  une  directrice,  un  sommet  et  une 
tangente;  5°  une  directrice,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une 
d'elles;  6°  une  directrice  et  trois  tangentes;  y"  un  foyer,  la  directrice 
correspondante  et  une  tangente  ;  8°  un  foyer  ou  une  directrice  et  trois 
points. 

945.  Soient  MP  l'ordonnée  d'un  point  de  l'hyperbole  dont  le  centre  est 
G  et  PQ  une  tangente  BU  cercle  principal;  si  l'on  trace  jusqu'à  l'axe  trans- 
verse UN  parallèle  à  CQ,  on  a 

PN-è. 
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946-  Soient  MP  l'oidoiidéo  d  un  point  M  <Je  l'elhpsL'  uu  de  l'Iiyperbolo, 
C  le  centre  de  la  courbe,  A  l'un  des  sommets  situés  sur  le  grand  axe  ou 
l'ase  iransverse;  menons  PQ  parallèle  à  AlU  jusqu'à  ia  rencontre  deCM: 
démontrer  que  AQ  est  parallèle  a  la  tangente  en  M. 

9i7.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  quelconques  à  l'Iiyperbole,  les  droites 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles. 

9i8.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux 
entre  eux,  et  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
l'axe  transverse  est  égale  à  la  distance  du  centre  au  point  de  contact. 

!i49.  Si  l'on  tire  une  droite  par  un  sommet  de  l'hyperbole,  son  second 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  cette  droite  interceptée  par  les  parallèles  menées  de  l'autre  sommet  de 
l'hyperbole  à  ses  asymptotes. 

930.  Les  asymptotes  de  l'hyperbole  divisenlen  parties  égales  lesdroîtes 
qui  unissent  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

931.  CD  et  CE  étant  deux  demi -diamètres  conjufjués  de  l'bjpprbole, 
on  a 

95S.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  cordes  focales  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  sont  égales. 

953,  Le  rayon  du  cercle  qui  touche  une  hyperbole  eisesasymptotesesl 
égal  a  la  portion  de  la  corde  focale  principale  prolongée  comprise  entre 
la  courbe  et  ses  asymptotes. 

93i.  MH'  étant  une  corde  de  l'hyperbole  et  CP  le  demi-diamètre  cor- 
respondant, si  l'on  lire  par  les  points  M,  P,  W,  des  parallèles  Slll,  PK, 
M'ii',  à  l'une  des  asymptotes  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  enll,  K,  li', 
on  a 

ch.ch'.-^ck'. 

955.  Soient  un  cercle  de  diamètre  AA'  et  une  corde  PQ  perpendicu- 
laire a  AA'  :  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  AP  et 
A'O- 

936.  Si  deux  hyperboles  équilalères  égak's  sont  décrites  de  manière 
que  les  axes  de  l'une  soit  les  asymptotes  de  l'autre,  elles  se  coupent  à 
angle  droit. 

957-  Quel  est  le  lieu  des  points  qui  sont  au  tiers  des  arcs  de  tous  les 
segments  de  cercle  qu'on  peut  décrire  sur  une  droite  donnée? 

938.  Si  deux  tangentes  partimt  d'un  même  point  P  coupent  l'une  dci 
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asymptotes  de  l'hyperbole  en  B  et  en  S,  l'autre  asymptote  en  r  et  en  j, 

PR.PS-P;-.Pî. 

ÎI39.  MM'  étant  la  double  ordonnéf;  d'une  ellipse  de  grand  axe  AA  ',  quel 
est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AM  et  A'M'? 

960.  Si  la  tangente  au  point  M  d'une  hyperbole  êquilatère  coupe  ses 
asymptotes  en  L  et  en  L',  et  si  MG  est  la  normale  en  M,  l'angle  LGL'  est 
droit. 

i>UI.  Soit  la  corde  MM'  d'une  hyperbole  rencontrant  ses  asymptotes 
(.n  R  et  en  R',  et  la  tangente  BN  à  la  courbe;  si  les  parallèles  Mil.  NK, 
M'H',  à  l'une  des  asymptotes,  rencontrent  l'autre  asymptote aus  pointsH, 
K.  \\\  on  a 

MH-i-M'H'=2NK. 

96Î.  Si  par  les  points  M  et  M'  d'une  hyperbole  on  mène  des  droites 
parallèles  aux  asymptotes,  on  forme  un  parallélogramme  dont  J!M'  est  une 
diagonale  :  démontrer  que  l'autre  diagonale  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

9IÎ3.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  qui  se  meut  en 
formant  avec  deux  axes  rectangulaires  un  triangle  d'aire  constante? 

96  f .  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  de  centre  C  on  mène  des  paral- 
lèles MD  et  ME  à  chaque  asymptote,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre,  et 
si  l'on  construit  une  ellipse  ayant  CO  et  CE  pour  demi  •diamètres  con- 
jugués, CM  coupant  l'ellipse  en  N,  les  tangentes  aux  deux  courbes  on  M 
ot  en  N  sont  parallèles. 

965.  On  fait  passer  un  cercle  par  un  point  quelconque  M  d'une  hyper- 
bole et  les  extrémités  A  et  A'  de  son  axe  transverse  :  frou\er  le  lieu  du 
point  0  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  ce  cercle. 

066-  On  donne  une  série  d'ellipses  tangentes  à  une  hyperbole  cquila- 
lère  et  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant  ses  asymptotes  :  démontrer  que 
le  produit  des  axes  de  ces  ellipses  est  constant. 

967.  Sur  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  comme  asymptotes, 
on  construit  deux  hyperboles  conjuguées  l'une  à  l'autre  :  démontrer  que, 
si  l'une  de  ces  hyperboles  touche  l'ellipse,  il  en  est  de  même  de  l'autre, 
et  que  les  diamètres  tirés  aux  points  de  contact  sont  conjugués  aussi  bien 
dans  l'ellipse  que  dans  l'hyperbole. 

968.  Trouver  l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  obtenue  en  coupant 
un  cône  de  révolution  par  un  plan.  —  Cas  où  le  plan  sécant  est  parallèle 
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9C9.  Deux  cônes  de  révolution  qui  onl  même  sommet,  même  généra- 
trice eL  leurs  axes  rectangulaires  sont  coupés  par  deux  plans  menés  pa- 
rallèlement à  leurs  axes  d'un  oiëme  pointdela  génératrice  commune,  sui- 
vant des  hyperboles  conjuguées. 

970.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  paraboliques  d'un 
cône  de  révolution  donné  ? 

971.  Qnel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  elliptiques  do 
même  excentricité  dans  un  cône  de  révolution  donné? 

972.  Quel  est  le  lieu  des  extrémités  des  petits  a^es  de  toutes  les  sec- 
tions ellipliques  parallèles  d'un  cône  de  révolution  donné? 

973.  Dans  quel  cas  un  plan  peut-il  couper  un  cône  de  révolution  donné 
suivant  une  hyperbole  équîlalèreî 

97i.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  ;  i°  un  foyer  ou  une 
directrice,  la  longueur  de  l'axe  transverse  et  une  asymptote;  a"  un 
foyer  ou  uno  directrice,  une  tangente  et  une  asymptote;  3"  trois  points 
et  une  asymptote. 

973.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  passent 
par  une  ellipse  ou  une  hyperbole  donnée  de  position  et  de  grandeur. 

g  VII.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'hélice. 

976.  Par  deux  points  d'une  surface  cylindrique,  on  peut  faire  passer 
une  infinité  d'hélices. 

977.  Quel  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  d'une  surface 
cylindrique,  mesuré  sur  celte  surface  elle-même? 

978.  Deux  hélices  tracées  sur  un  cylindre  de  révolution  se  coupent 
orlhogonalement  ;  on  donne  le  rayon  du  cylindre  et  le  pas  de  l'une  des 
hélices,  trouver  le  pas  de  l'autre. 

979.  Des  extrémités  A  et  A'  d'un  diamètre  de  la  section  droite  d'un 
cylindre  de  révolution  partent  deux.héhces  orthogonales  dont  le  premier 
point  d'intersection  est  en  M:  trouver,  en  fonction  du  pas  h  de  la  pre- 
mière hélice  et  du  rayon  R  du  cylindre,  l'aire  mixtiiigne  AMA'.  —  Qui  1 
doit  être  le  pas  /'  pour  que  l'aire  AMA'  soit  maximum?  Le  rayon  du  cy- 
lindre étant  un  décimètre,  évaluer  à  un  millimètre  carré  près  cette  aire 
masimum. 

980.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution, 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  restant  nor- 
male à  cet  axe  ;  quelle  est  la  section  de  la  surface  ainsi  engendrée  :  i°  par 
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un  cylindre  concentrique  au  premier?  2°  par  on  cylindre  de  réTolution 
iJonl  une  arête  esl  l'axe  même  du  premier  cylindre? 

981.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  une 
droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  faisant  un  angle 
constant  avec  cet  axe  :  démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  tracée  par 
cotte  droite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  intercepte  une 
longueur  constante  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  pied  de  l'axe  dans 
le  plan  considéré  au  rayon  vecteur  issu  du  même  point. 

APPENDICE  DU  HUITIÈME  LIVRE. 

982.  Démontrer  que  l'homograpiiie  de  deux  divisions  peut  s'exprimer 
par  l'une  quelconque  des  formules 

983.  Deux  divisions  homographiques  étant  données,  on  peut  toujours 
prendre  à  partir  d'un  point  donné  de  la  première  deux  segments  qui  soient 
respectivement  égaux  à  leurs  homologues  de  la  seconde,  mais  l'un  avec 
le  même  signe,  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

984.  Deux  droites  divisées  homographiquement  peuvent  loujours  être 
placées  l'une  sur  l'autre  de  manière  que  les  deux  divisions  soient  en  in- 
volution. 

985.  Dans  deux  divisions  homographiques  de  même  base,  le  rapport  des 
distances  d'un  point  quelconque  de  la  première  division  aux  deux  points 
doubles  est  proportionnel  au  rapport  des  distances  du  point  homologue  de 
la  seconde  division  aux  deux  mêmes  points  doubles. 

986.  Quand  deux  faisceaux  homographiques  concentriques  ont  leurs 
rayons  doubles  imaginaires,  on  peut  les  projeter  suivant  deux  faisceaux 
dont  les  rayons  homologues  fassent  entre  eus  des  angles  égaux  et  de 
même  sens, 

987.  Étant  donnés  dans  une  involution  deux  points  conjugués,  le  point 
central  et  le  milieu  de  deux  autres  points  conjugués,  on  demande  de  dé- 
terminer ces  derniers  points. 

988.  Dans  deux  faisceaux  en  involution,  il  existe  loujours  deux  rayons 
homologues  également  inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'y  en  a  que 

989.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  non  concentriques, 
on  peut  les  couper  par  une  droite  suivant  deux  divisions  en  involution. 
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Toutes  les  transversales  qui  remplissent  celte  conilitîon  passent  par  u;i 
mÈrae  point. 

990.  Dans  tonte  proportion  harmonique  nb  a'b',  le  conjugué  harmonique 
du  milieu  de  bb'  par  rapport  à  n  et  n'  coïncicie  avec  le  eonjugué  harmo- 
nique de  na'  par  rapport  à  È  et  h',  et  c«  point  est  le  point  central  de  l'in- 
voiulion  déterminée  parles  deus  couples  (n,  a')  el[b,b']. 

991 .  Lorsqu'un  point  décrit  une  hyperbole,  \v&  droites  qui  joignent  ce 
piirit  à  deux  points  fixes  interceptent  sur  une  asvmptole  un  segment  de 
longueur  constante. 

992.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deus 
droites  fues  est  constant? 

993.  Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  conique,  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  concourent  en 
un  même  point. 

99i.  Le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une  droite 
fixo,  tandis  que  l'un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe.  Quelle  est  l'enve- 
loppe de  l'autre  côté? 

09.^.  Démontrer  que,  lorsque  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique, 
les  six  côtés  touchent  une  autre  conique. 

996.  Deuï  angles  de  grandeur  constante  tournent  autour  de  leurs  som- 
mets; deux  de  leurs  côtés  se  coupent  sur  une  droite  fixe  :  quel  est  le  lieu 
décrit  par  l'intersection  des  dcus  autres  côtés?  —  Quel  est  le  théorème 
corrélatif? 

997.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte,  que  ses  côlés  pivotent 
autour  de  points  ûxes  et  que  ses  sommets  moins  un  glissent  sur  des 
droites  fixes;  quel  est  le  lieu  décrit  jar  le  dernier  sommet?  — Quel  est 
le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  deux  côtés  non  contigus  quelconques? 
—  Quel  est  enfin  le  théorème  corrélatif? 

998.  Si  deux  cordes  d'une  conique  se  divisent  mutuellement  on  dcus 
parties  égales,  ces  cordes  pas-ent  par  le  centre. 

999.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  également  inclinées  sur  une 
iisymptole. 

1000.  Étant  données  une  conique  et  deus  tangentes  parBlIclos,  les 
droiics  menées  du  centre  aux  points  ofi  une  troisième  tangente  rencontre 
les  deux  premières  sont  deux  diamètres  conjugués. 

1001.  Une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  deux  diamètres  conjugués 
d  une  conique  la  coupe  sur  deux  autres  diamètres  conjugués. 
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1002.  Trouver  clans  le  plan  d'une  conique  le  lieu  du  (joint  M  tel,  que 
les  rayons  vecteurs  FP  et  F'P',  menés  des  foyers  aux  points  de  contact 
des  tangentes  issues  de  ce  point,  soient  parallèles  et  de  même  sens. 

1003.  La  figure  restant  la  même  qu'au  numéro  précédent,  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  diagonales  du  trapèze  FPP'F'. 

100^.  Si  une  droite  fixe  rencontre  une  série  de  coniques  ayant  même 
foyer  et  même  directrice,  les  tangentes  à  ces  coniques  aux  points  où  elles 
rencontrent  la  droile  fi\e  enveloppent  une  conique  qui  a  même  foyerque 
les  proposées,  el  qui  touche  à  la  fois  leur  directrice  commune  etiadroile 
fise. , 

1003.  Si  l'abscisse  d'un  point  d'une  parabole  est  égale  au  rayon  vecteur 
mené  du  foyer  à  un  autre  point,  l'ordonnée  du  premier  point  est  égaie 
à  la  normale  relative  au  second. 

1006.  Traasfornner  par  la  méthode  de  projection  les  théorèmes  sui- 
vants : 

r  Dans  ie  cordr,  la  tangente  est  perpendiculaire  h  l'extrémilé  du 
rayon  du  polntde  contait; 

2°  Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  à  un  système  de  co- 
niques confocales  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  joignent  ce 
point  aux  deux  foyers  ; 

3"  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  qui  touche  de  la  même  manière  deux 
cercles  donnés  est  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  centres  des  deux 
cercles  donnés. 

1007.  Élant  donnéscinq  points  d'une  hyperbole,  construire  ses  asym- 
ptotes. 

1008.  Étant  données  cinq  tangentes  à  une  conique,  construire  les  deux 
tangentes  qui  passent  par  un  point  donné. 

1009.  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  et  trois  points. 

1010.  Construire  «ne  conique,  connaissant  un  point  et  les  directions  do 
deux  couples  de  diamètres  conjugués. 

1011.  Élant  données  deux  coniques  et  une  droite,  construire  une  troi- 
sième conique  tangenle  à  la  droile  et  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

10!2.  Construire  une  conique  homothétique  à  une  conique  donnée,  et 
passant  par  trois  points  donnés  ou  tangente  à  trois  drciles' données. 

1013.  Tout  plan  mené  par  deux  arêtes  d'un  cûnedu  second  ordre  coiipe 
les  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  font  respectivement  avec  ces 
deux  arêtes  deux  angles  égaux.  —  Quel  est  !e  théorème  corrélatif? 
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Wli,  Deux  plans  tangenls  à  un  cûne  du  second  ordre  suivant  deux 
arêtes  quelconques  coupent  lesdeux  plans  cycliques  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d'un  même  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes  de  contact.  ~  Théorème,  corré- 
latif. 

1015.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  chaque  plan  tangent  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  telles,  que  le  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  qn' elles  font  avec  l'intersection  des  deux  plans 
cycliques  est  constant.  —  Théorème  corrélatif. 

1010.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  le  produit  des  sinus  des  angles 
que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constant.—  Théo- 
rème corrélatif. 

101 7.  Les  projections  orthogonales  des  deux  focales  d'un  cône  do  second 
ordre  sur  les  plans  tangents  au  cône  forment  un  nouveau  cône  du  second 
ordre  ayant  un  double  contact  avec  le  premier  et  dont  les  plans  cycliques 
sont  normaux  aux  focales  du  premier.  —  Théorème  corrélatif. 

1018.  Quand  deux  cônes  du  second  ordre  ont  même  sommet  et  mêmes 
plans  cycliques,  si  on  leur  mène  un  plan  tangent  commun,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires.  —  Théorème  corrélatif. 

1019.  Autour  de  deux  points  fixes  pris  sur  une  sphère,  on  fait  tourner 
les  côtés  d'un  angle  sphérique  de  grandeur  variable  et  tel,  que  le  segment 
intercepté  entre  ses  côtés  sur  un  arc  de  grand  cercle  donné  ait  une  lon- 
gueur constante:  quel  est  le  lieu  du  sommet  de  cet  angle? 

1020.  On  donne  sur  une  sphère  deux  arcs  fixes,  et  l'on  demande  le  lieu 
des  points  de  cette  sphère  dont  le  produit  des  distances  à  ces  deux  arca 
est  constant. 

1021.  Quelle  est  la  courbe  sphériquedont  chaque  point  est  équidistant 
d'un  point  de  la  sphère  et  d'un  arc  de  grand  cercle  de  celte  sphère  î 


,  Google 


QUESTIONS    PROPOSÉES. 


QUESTIONS  DIVERSES 

DE  GÉOMÉTBIE   DANS    L'ESPACE. 


1022.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  côlé 
et  le  cercle  circonscrit. 

1023.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  sa  base 
et  sa  hauteur. 

102i.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  fixes  suivant 
leurs  grands  cercles  passe  par  deus  points  fixes. 

■  1023.  les  milieux  des  arStes  d'un  tétraèdre  ne  sont  sur  une  môme 
sphère  que  si  les  hauteurs  du  tétraèdre  passent  par  un  même  point,  et 
alors  la  sphère  qui  les  contient  passe  par  les  pieds  des  plus  courtes  dis- 
lances des  arêtes  opposées. 

0  S     n     ph  re          b        up              phères  fixes  sous  des  angles 

g  n        nd       m            n          en          pas  d'un  certain  plan. 

102  S  un     p                 b           p    q       e  sphères  données  sous  fies 

ang  es  égaux  m  s  b  m  né  n  nt,  son  centre  décrit  une 
d  0  e 

1028.  Mener  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  suivant 
leurs  grands  cercles. 

1029.  Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  en  «nt  nt  n  un  môme 
point,  les  centres  de  gravité  des  faces,  les  pied  d  q  t  e  h  uteurs  et 
les  points  situés  aux  deux  tiers  des  droites  q  j  n  I  qu  sommet 
au  point  de  rencontre  des  hauteurs  sont  sur  un  n  ùm  ph  dont  le 
rayon  est  égal  au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  et  dont  le  centre 
est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au 
point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  par  son 
centre  de  gravité. 

1030.  Mener  une  sphère  qui  en  coupe  cinq  autres  sous  des  angles 
égaux. 

1031.  En  joignant  un  point  de  l'espace  aux  sommets  d'un  tétraèdre, 
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on  obtient  une  fiyure  dont  les  pians  des  faces  opiio^écs  se;  ccupent  deux 
à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un  même  plan;  la  diagonale 
issue  d'un  sommet,  divisée  par  la  longueur  de  son  prolongemi'nt  jusqu'à 
ce  plan,  est  égale  à  la  somme  de!>  troi~  côlêi>  adjacents  à  ce  sommet,  divi- 
sés reS'pectivemeiit  par  les  longiuur»  de  leurs  prolongements  jusqu'au 
même  plan. 

103^.  Une  série  d'ellipses  ont  liurs  diamètres  conjugués  égaux  de 
même  longueur;  l'un  de  ces  diamètres  e-.l  fixe  et  commun  à  toul«s  les 
ellipses,  l'autre  varie  de  position  quand  on  passe  d'une  ellipse  à  la  sui- 
vante. Si  l'on  prend  un  point  fixe  sur  le  diamètre  fixe  prolongé  et  si  l'on 
mène  de  ce  point  des  tangentes  aux  ellipses  considérées,  quel  est  le  lieu 
des  points  de  contact  de  toutes  ces  tangentes' 

lOiS  Si  I  on  décrit  une  ellipse  sur  le  grand  coté  d'un  rectangle  comm^ 
^rand  aie,  de  manière  qu'elle  pa^se  par  le  pomt  d'intersection  des  dij- 
gonales,  et  bi  l'on  joint  un  point  de  1  ellipse  extérieur  à  ce  rectangle  aux 
extrémités  du  celé  opposé  au  grand  axe  les  droites  ainsi  déterminées 
diVJùtnt  le  grand  axe  en  segments  qui  sont  en  progression  géomé- 
trique 

103  f  Le  produit  des  segments  déterminés  par  son  point  de  contact  sur 
une  tangente  à  l'ellipse,  limitée  à  ses  points  de  rencontre  avec  les  axes, 
oet  égal  au  carré  du  demi-diamètre  paralièl«à  la  tangente. 

1033.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
1  et  deux  tangentes  communes? 


5036.  Quel  est  le  lieu  des  milieus  de  toutes  les  cordes  d'une  ellipse  qui 
vont  converger  en  uu  p    nt  il     î 

1037.  Si  deux  diamèt  j  d  une  ellipse  sont  en  même  temps 

les  asymptotes  d'une  Iiyp  b  I  1  p  (s  de  contact  des  tangentes  com- 
munes â  i'ellipse  et  à  1  hyp  b  1  t  r  une  ellipse  semblable  à  la  pro- 
posée. 

103S.  La  base  AB  du  triangle  ABC  reste  fixe,  tandis  que  le  sommet  G 
décrit  une  hyperbole  équilatèro  passant  par  les  points  A  et  B  :  Pet  Q 
étant  les  points  où  AC  et  BG  rencontrent  le  cercle  décrit  sur  AB 
comme  diamètre,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  AQ  al 
de  BP. 

1039,  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  î 

lOiO.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilaicres  qui  pas- 
sent par  trois  poinis  donnés? 

JOll.  Si  l'onjoiiit  aux  di;ux  foyers  do  l'hyperbole  les  points  do  rcn- 
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conlre  d'une  taDgeiite  à  la  courbe  avec  les  asymptotes,  on  obtient  un 
quadrilatère  inscriplible. 

10i2.  Si  l'on  prend  sur  la  corde  focale  principale  d'une  paraljole  deux 
points  également  distants  du  foyer,  le  trapèze  formé  en  abaissant  de  ces 
points  des  perpendiculaires  sur  une  tangente  quelconque  h.  la  courbe  a  une 
aire  constante. 

1043,  Les  produits  des  distances  du  foyer  d'une  parabole  aus  sommeis 
opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  la  courbe  sont  égaux. 

lOit.  Écant  données  deux  tangentes  à  la  parabole,  si  on  leur  mène  des 
parallèles  par  un  point  quelconque  de  leur  corde  de  contact,  la  diagonali' 
du  parallélogramme  ainsi  formé,  qui  est  opposée  au  point  choisi  sur  la 
corde  de  contact,  est  tangente  à  la  courbe. 

lOiS.  En  un  point  P  de  la  parabole,  la  corde  du  cercle  de  courbure, 
qui  est  menée  parallèlement  à  l'axe  de  la  courbe,  est  égale  à  quatre  fois 
le  rayon  vecteur  du  point  P. 

lOiô.  La  corde  PH  du  cercle  de  courbure  au  point  P  de  l'ellipse  ou  de 
l'hyperbole,  qui  est  menée  par  le  centre  C  de  la  courbe,  satisfait  à  la  re- 
lation PH.CP  =  2Cd',  CD  étant  le  conjugué  du  diamètre  CP. 

1047.  Étant  donnés  deux  triangles,  projeter  le  premier  sur  un  plan  de 
telle  sorte  que  sa  projection  soit  semblable  au  second  triangle. 

10i8.  Couper  un  cône  de  révolution  donné  suivant  une  ellipse  d'excen- 
tricité donnée. 

1049.  Deux  cènes  de  révolution  quisecoupentont  même  axe,  ell'angle 
au  sommet  du  cône  intérieur  est  de  60  degrés  :  démontrer  que  le  sommet 
de  ce  cône  est  un  foyer  commun  de  toutes  les  sections  déterminées  sur  le 
eone  extérieur  par  les  plans  tangents  au  cône  intérieur. 

1030.  Construire  unesphère  admettant  avec  quatre  sphères  données  dcj 
tangentes  communes  de  longueurs  données. 

lOSI.  On  appelle  komncydiqnes  deux  cônesqui  ont  môme  sommet  et 
mêmes  plans  cycliques.  Démontrer  que,  lorsqu'un  plan  mené  par  le  som- 
met commun  de  deux  cônes  homocycliques  coupe  ces  cônes  suivant  quatre 
arêtes,  les  deux  arêtes  de  l'un  font  respectivement  deux  angles  égaux 
avec  les  deux  arêtes  de  l'autre.  —  Qu'arrive -l-il  en  particulier  lorsque  le 
plan  considéré  coupe  l'un  des  cônes  el  touche  l'autre  ? 

1032.  Quand  un  plan  touche  deux  cônes  homocycliques,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires. 

1033.  SA  et  SB  étant  deux  arêtes  rectangulaires  prises  sur  deux  cônes 
homocycliques,  te  plan  ASB  coupe  les  deux  cônes  suivant  deux  autres 
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arètfisS.Vct  SB' qui  sont  encore  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  les 
quatre  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plana  tangents  au  premier 
cône  suivant  SA  et  SA',  et  les  plans  langenta  au  second  cône  suivant  SB 
et  SB',  appartiennent  à  un  Iroisième  cCne  homocyclique  avec  les  deux 
premiers  ;  ce  troisième  cône  reste  le  même,  quelles  que  soient  les  deux 
arêtes  rectangulaires  primitives  SA  et  SB. 

■1054.  Quand  deux  cônes  sont  homocycliques,  deux  plans  tangents  au 
premier  cône  coupent  l'auire  cône  suivant  quatre  arêtes  appartenant  à 
un  cône  àv.  révolution  dont  l'axe  est  normal  aux  arêtes  de  contact  des 
deux  plans  tangenls. 

lOSS.  Étant  donnés  un  cône  à  base  circulaire  et  deux  plans  fixes  tan- 
gents à  ce  cône,  si  un  autre  plan  tangent  roule  sur  le  cône,  ses  inlersee- 
lionsavec  les  deux  plans  fises  sont  telles,  que  les  plans  menés  parcliaoune 
belles  et  une  ligne  focale  font  un  angle  constant. 

lOSO.  Pour  qu'un  quadrilatère  gauche  ait  ses  quatre  côtés  sur  un  b>- 
perboloïde  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  deux  quel- 
conques de  ses  côtés  soit  égale  à  cello  des  deux  autres. 

1037.  Toute  section  piano  du  tore  est  le  lieu  d'un  point  tel  que  le  pro- 
duit des  longueurs  des  tangentes  menées  de  ce  pointa  deux  cercles  soit 
proportionnel  à  la  distance  de  ce  point  à  une  droite.  —  Que  devient  ce 
théorème,  lorsque  le  plan  de  la  section  est  parallèle  à  l'axe  du  tore? 

!0o8.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  i]ue  ses  sommets, 
nicins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes,  tous  ses  côtés  étant  vus  d'autani 
de  points  fixes  sous  des  angles  donnés;  trouver  le  lieu  du  dernier  sommet. 
—  Quel  est  le  théorème  corrélatif  î 

1059.  Sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet,  on  prend 
trois  couples  de  points  qui  divisent  harmoniquement  ces  trois  droites; 
démontrer  que  les  six  points  considérés  sont  sur  une  conique.  —  Quel  est 
le  théorème  corrélatif  ? 

1060.  Ou  donne  une  conique  et  un  triangle  situé  dans  son  plan  ;  dé- 
montrer :  i"  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  auï 
pôles  des  côtés  opposés  par  rapport  à  la  conique  concourent  en  un  même 
point;  2°  que  les  côtés  rencontrent  les  polaires  des  sommets  opposés  en 
trois  points  en  ligne  droite. 

1061.  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  sécante  qui  ren- 
contre une  conique  aux  points  a  et  a',  la  somme  algébrique  di>s  inverses 
des  dislances  des  points  «  et  «'  à  la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 

101)2,  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  points,  dimt  quatre 
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I0()3.  CoTislcuire  la  conique  détei minée  parcinq  tangtjnies,donlq(ialre 
EOut  imaginaires. 

1064.  Projeter  une  conique  suivant  une  hyperbole  éq.  ^:.i.^:ie. 

lOlJS.  La  polaire  réciproque  d'une  parabole  par  rapport  à  un  point  de 
ia  directrice  est  unebyperbole  équilatère. 

lOfiG.  Les  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  se  cojpeiit 
sur  la  directrice. 

1007.  Les  hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  liyperbole  cquilatére 
se  coupent  sur  la  courbe. 

1068.  Inscrire  diins  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par 
autant  de  points  fixes. 

1069.  Construireuneconique  tangente  à  trois  droites  et  ayant  un  double 
contact  avec  une  conique  donnée. 

1070.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  issues  d'un 
point  fije.  —  Généraliser  par  projection. 

1071 .  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  mi- 
lieux sur  une  droite  donnée.  —  Généraliser  par  projeclimi. 

1072.  ABC  étant  un  triangle  circonscrit  à  une  conique,  et  «,  p,  y,  les 
points  de  contact  de  BC,  CA,  AB,  on  joint  un  point  quelconque  P  du 
plan  aux  sommets  B  et  C;  si  l'on  désigne  par  I  et  K  les  points  où  la 
corde  fy  rencontre  respectivement  CP  et  BP,  les  trois  droites  P«,  Blet 
CK  concourent  en  un  même  point.  Déduire  de  là  le  moyen  de  trouver  le 
point  de  contact  d'une  tangente  à  une  conique  qui  louche  en  des  points 
donnés  les  côtés  d'un  angle  donné. 

1073.  Si,  sur  les  rayons  menés  d'une  origine  fixe  0  aux  di\ers  points 
d'un  plan  P  on  porte  des  longueurs  projorlionne!lesau\  valeuta  inversas 
de  ces  rayons,  les  plans  conduits  perpendicula  rement  à  ces  dioiles  par 
leurs  extrémités  passent  tous  par  un  même  pomt  p  Lorsque  1  origine 
0  restant  fixe,  le  plan  P  se  déplace  en  passant  sans  cesse  par  in  mime 
point,  le  point/?  ne  sort  pa*  d  un  certain  plan 

10Ï4.  Une  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes  pri=es  a  volonté  dans 
l'espace.  —  Quel  est  le  lieu  décrit  par  la  trace  de  celle  droite  sui  un 
plan  fixe  quelconque? 

1o7j.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère  gauche  est  moindre  que 
quatre  angles  droits. 

1076.  On  peut  couper  on  tétraèdre  i-égulier  suivant  ua  carre.  —  Dé- 
montrer que  lo  contour  apparent  du  tétraèdre  régulier  projeté  sur  un 
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plan  |wrallèle  à  une  stctijii  carrOe,  osl  à  Ij  luis  un  carré  ol  le  contour 

ajiimrenl  maximum  du  tétraèdre  projeté  sur  un  plan. 

10      Lu  g  ju'on  projette  orthogonalement  un  cube  sur  un  plan  per- 
te d  cilla  re  a  une  de  ses  diagonales,  le  contour  apparent  obtenu  est  à  la 
u      e\a  ono  régulier  partagé  en  trois  losanges  et  le  contour  appa- 
CQt  Tiaxim  n  du  cube  projeté  sur  un  plan. 

JO  8  -)  peut  projeter  l'octaèdre  régulier  de  manière  à  obtenir  un 
co      a    appa  eut  hexagonal  régulier. 

■1079.  Le  centre  de  gravité  du  périmètre  ou  de  l'aire  d'un  polygone 
régulier  convexe  d'un  nombre  impair  de  côtés,  est  le  centre  du  poly- 
gone. 

1080.  Si  deux  systèmes  dépeints  ABCDE ,  A'B'CD'E' ,  sont 

tels,  que  toute  dislance  BD  soit  égale  à  la  distance  correspondante  B'D , 

le  système  A'B'CD'E' est  superposable  au  système  ABCDE on 

à  son  symétrique. 

1081.  Si  une  ligure  occupe  différentes  positions  dans  l'espace,  on  peut 
toujours  l'amener  d'une  position  à  une  autre  par  une  rotation  autour  d'un 
certain  axe  et  par  une  translation  suivant  cet  axe. 

I08i  Trouver  l'aire  latérale  et  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre. 

1083-  Si  un  cône  de  révolution  est  inscrit  dans  un  angle  trièdre  fonné 
par  trois  plans  tangents,  les  plans  menés  par  chaque  génératrice  de 
contact  et  l'arèle  opposée  de  l'angle  trièdre  se  coupent  suivant  une  même 
d roi le. 

108!-.  Toula  section  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire,  perpendicu- 
laire au  plan  principal,  appartient  à  un  cône  droit. 

1085.  Étant  donnés  trois  points  ou  trois  arcs  tangents  el  un  arc  cyclique 
d'une  conique  sphérique,  déterminer  le  pôle  de  cet  arc. 

1086-  Étant  donnés  trois  points  et  un  arc  cyclique  d'une  conique  splié- 
rique,  déterminer  le  second  arc  cyclique  de  cette  courbe. 

1087.  Étant  donnés  trois  arcs  tangents  el  un  foyer  d'nne  conique  sphé- 
rique, déterminer  le  second  foyer  de  cette  courbe. 

1088-  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  conique  par  rapport  à  une 
sphère?  — Examiner  le  cas  particulier  oii  la  conique  est  un  cercle.  —  (On 
nomme  surface  polaire  d'une  ligne  l'enveloppe  des  plans  polaires  de  ses 
divers  points-) 

1089-  Si  deux  cônes  du  second  ordre  ont  une  ligne  focale  c 
ils  so  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 
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1090-  Quelle  est  la  siirrace  polaire  d'une  sphère  par  rapport  à  uno 
sphère? 

1091.  Une  conique  tourne  autour  de  son  axe  focal.  Quelle  est  la  section 
de  la  surface  do  révolution  ainsi  engendrco  par  un  plan  passant  par  un 
foyer  delà  conique  donnée? 

1092.  Quelle  est  la  projection  d'une  section  plane  d'une  surface  do  ré- 
solution du  second  ordre,  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
mené  d'un  foyer  de  la  surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le 
centre  de  la  section? 

1093-  Circonscrire  un  tétraèdre  à  une  surrace  de  révolution  du  scioiid 
ordre,  dont  un  foyer  est  donné. 

109i.  Deux  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  qui  ont  uzi  foyer 
commun,  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  ;  les  plans  de  ces  courbeci 
et  les  deux  plans  directeurs  forment  un  faisceau  harmonique. 

1093.  D'un  point  de  l'espace,  on  peut  généralement  mener  sis  normales 
à  une  surface  du  second  ordre;  ces  six  droites  sont  sur  un  cône  du  se- 
cond degré,  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  contient  les  trois  axes 
principaux  du  cône  circonscrit  a  la  surface, qui  a  pour  sommet  le  poiol 
donné. 

1096.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  le  lliéorènie  d'Eu- 
1er  ((188),  démontrer  les  inégalités  : 

6F— i2^aA£3FSAM-li, 
6S—  ri^*A53S  =  A~-G, 


4S-    8i-2F>S  +  4. 

1097.  Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  génératrices 
quelconques  de  même  système  d'un  hyperboloïde  est  constant. 

1098.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  polygone  dont  chaque  côté 
p;isse  |>ar  un  point  donné. 
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NOTE  I. 
SUR  L'APPLICATION  DES  DÉTERMINANTS  A  LA  GÉOMÉTRIE. 


\,  Aiie  du  triangle  en  fonction  :    i"  des   coordonnées  des 
■i"  des  longueurs  des  cûtéi. 

SoientOj7et  0/deuxaxes  de  coordonnées  rectangulaires  situés  dans 
!e  plan  du  triangle  A,A,Aj  ;  a:,  et  j„  j;,  et  j„  x^  et  j,,  les  coordonnées 
respectives  des  sommets  A„  A„  A,;  et  (/,„  d^^,  d,„  les  carrés  des  lon- 
gueurs des    côtés  A,A,,  AjA„  A,A,,    L'aire  S  du  triangle   est  l'excès 


Ifitl.  6^4)  âa  trapèze  A,  A, A', A',  sur  la  somme  des  trapèzes  A,  A, A'j  A',  et 
A,A,A'.A'.  On  a  donc 
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On  pont  mettre  cedétcrmin 


s  lus  deux  fermes  suiïat 


en  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve  alors,  d'après 
muiliplicatioD  des  délerminanls, 


Mulliplions  les  trois  dernières  horizontales  par  —  a,  puis  divisons  la 
première  verticale  par  — a;  le  déterminant  sera  multiplié  par  4-  Cela 
Tait  aux  trois  dernières  horizon  laies,  ajoutons  la  première  successivement 
multipliée  par  x]  +x',,  ^|-t- j-î,  j'  +  r',  et  de  même,  aux  trois  der- 
nières verticales,  ajoutons  la  première  successivement  multipliée  par  tes 
mêmes  facteurs  ;  la  valeur  du  déterminant  ne  sera  pas  altérée  par  cps 
dernières  transformations,  et  si  l'on  se  rappelle  la  formule  bien  connu» 


1  "  tles  conitiunnée.'! 


lies  s, 


Soient  :  or,  o/,  oz,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  (^,,^-,,2,), 
(^D^îi^Ji  (■^ii7ji  ^j)t  (^i<,Vi'^)'  Iss  coordonnées  des  sommets  A,,' A„ 
Aj,  A,  :  rf,„  </|j,  '/„,  t',j,  <'„,  rfju  les  carrés  des  longueurs  des  six  arêtes. 

La  marche  est  absolument  pareille  à  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
le  triangle.  En  projetant  les  sommets  sur  le  plan  xoy,  on  verra  que  le 
volume  du  tétraèdre  est  la  somme  algébrique  de  troncs  de  prismes  trian- 
{;ulairesdont  les  bases  ou  sections  droites  s'évalueront  à  l'aide  de  la  fur- 
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iule  (i),  et  l'on  obtiendra  pour  le  volume  V  du  tétraèdre 


puis,  en  opérant  sur  ce  déterminant  comme  r 
lerminanl  (i),  et  observantque 


1  '     ''.,     'h,    ''>,     o   i 

En  ésaliintàzéro  les  cléti^iminanfs  [2}  et  (4),  on  obtient  évidHmment 
les  C'indiiions  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  ilroite  nu  pour  que. 
quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Les  formules  (2)  et  (4],  abstrac- 
tion faite  de  la  notation  des  déterminants,  on  tété  données  parÉuler,  dans 
les  Mémoires  de  Pélersbourg. 

3.  Relation  entre  les  distanees  niiUiielles  :  1"  de  quatre  points  situés  sur 
un  même  cercle;  a"  de  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

Soient  (J.„7,),  [■'^,,/J,  (■«^siJs),  [■i^4.J",>,  les  coordonnées  rectangu- 
laires des  quatre  points  A,,  A,,  A,,  A,;  elrf,„(/,j ,. . .  ,rf„  ,, , . ,  les  carrés 
de  leurs  distances  mutuelles.  Ces  points  étant  sur  un  même  cercle,  ou  a, 
d'après  la  Géométrie  analytique, 


uite,  en  éliminant  «,  t,  < 

.  »,  j,  I  ! 
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Or,  il  suffit  île  imilliplier  ces  deux  dorniers  drierminants  par  la  n 
comme  ei  d'égaler  le  résultat  à  zéro  pour  avoir  la  roiation  clmrchiie 


Un  calcul  lout  à  fait  iinalogue  donne 


pour  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

La  relation  (5)  revient  au  fond  au  lliéorème  de  Ptolémée  (510);  la 
relation  (6)  a  été  donnée  sous  une  autre  forme  jiar  Feuerbach.  —  Nous 
avoDS  suivi  la  marche  indiquée  par  M.  Cayley  dans  le  lome  II  du  Jniinn.l 
de  Canibriilge . 

En  développant  par  rapport  aux  éicmenis  de  la  première  verticale  i<' 
premier  des  déterminants  considérés  dans  ce  numéro,  et  désignanlparti, 
l'origine  des  coordonnées,  qui  est  d'ailleurs  un  point  quelconque  du  plan 
du  quadrilatère  A,  A,  A,A„  on  a,  eu  égard  à  la  formule  (2),  la  relation 

Ô^'  (AjAjA.)  — Ô^a/  (A,A,A,)  +  ij|7^'  (A,A,A,1  — Ô,  A.'  ■A,A„A,i  --- o 

qu'on  énonce  de  la  manière  suivante  :  Dans  tout  qiindrilati-ie  inscriptiblc, 
si  nn  multiplie  l'aire  dit  triioigle  formé  par  trois  îles  snmmetu  [xir  le  carré 
dtf  l'i  disl/ince  du  quatrième  snmniel  h  un  piiint  quelconque  du  plan,  la 
somme  des  produits  rehtifs  aux  deux  triangles  séparés  pur  une  diago- 
nale est  égfile  à  la  somme  des  pro  l  Is  r  latfs  x  le  j.  t  nglet  fépare 
par  l'autre  diagonale.  Celle  propos  tion  d  e  à  M  L  ichle  1  andt  {J  1  r 
de  Crellr,  I.  XXIIÏ),  comprend  comme  cas  particulera  les  théoreie 
(2J0,  Si3)  relatifs  au  produit  et  au  rap|.ort  des  d  agoniles  du  quadr  1 
tëre  inscriptihlo.  Pour  les  en  déduire  1  siflil  de  remplacer  1 1  re  di, 
chaque  triangle  par  le  produit  des  ir  b  côtés  d  se  par  quatre  fois  If 
rayon  du  cercle  circonscrit  et  de  placer  le  po  nt  O  dans  le  (  i^n  r 
cas  à  l'un  des  sommets  du  quadr  latere  dans  le  sec  d  cas  au  centre  1 
cercle. 

En  éliminant  les  parenthèses  (AjA^A,  1,  ...  entrol  équation  precccleiilo 
et  les  trois  analogues  que  fourniraient  trois  autres  points  0,.0j,0,  prii 
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volonlé  {lans  le  plan,  on  obtieDl  une  relation 
1  0^\'     (\k'     (\.\,'     Ô~\' 

ô^'    ôa'    uÂ'    m,' 
iJX'  oX'   oTÂ/   ÔT/ 


O.A,      O.A,      O.A, 


U,A, 


entre  les  distances  respeclives  de  quatre  points  d'un  cercle  à  qualrs 
points  quelconques  de  son  plan.  Cette  relation  comprend  comme  cas  pai'- 
liculier  la  relation  {5}  qui,  en  outre,  se  trouve  ainsi  démontrée  sans  h 
secours  de  la  règle  de  multiplication  des  dctorminants(ANTOMAai,  Nfiiii: 
Jiiii.,  1882), 

4.  Rclntion  entre   les  distances  nmiiieUes  île  cinij  piii/ils  .tiliii's  <l'iii:c 
manière  quelconque  dans  Vcs/mce. 

il  sufBt  d'égaler  à  zéro  le  produit  dos  deux  déterminants 


pour  obtenir  la  relation  demandée,  due  à  Lagrange, 


En  remplaçant,  avant  de  les  multiplier,  dans  chacun  des  deus  détci 


minants,  l'expression 


r/,  on  obtient  la  relation 


3,  4,  5,  par 
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dans  laquelle  rT.s  désigne  la  quantité  /■;  +  li  -  //,,,  ut  qui  csi  une  généra- 
lisation de  la  formule  précédente ,  puisqu'ellu  reiiforme,  outre  les  dislimcfs 
mutuelles  d^  des  cinq  points,  cinq  nouvelles  quantités  '■,,  /-.jr^, /■,. /^, ar- 
bitraires. 

S.  Rnyom  des  sphères  tini  coupent  quatre  sphères  diiiuH-i:s  smis  ik: 
angles  donnés. 

Supposons  que,  des  cinq  points  A,,A^,Aj,.A,,Aj,  que  nous  M.'iions  il,- 
considérer,  lesqualre  premiers  soient  les  centres  de  quatre  splières dont 
les  rayons/-,,  r„  /■„/■,,  sont  donnés;  désignons  par  p  le  rayon  et  par  A.  b 
centre  d'une  sphère  qui  coupe  les  quatre  premières  respectivement  sous 

En  faisant,  dans  la  relation  (8),  les  substitulions 


-p--;- 


?J  = 


ï,3,.i 


puis  amenant  au  premier  rang  la  dernière  horizontale  et  la  dernière  ver- 
ticale, préalablement  divisées  par  p,  et  enfin  divisant  par  a  chaque  [lorl- 
zontale,  saut  la  seconde,  et  multipliant  par  a  la  seconde  verticale,  ou 
obtient  pour  déterminer  p  l'équation  du  second  degré 


oit  eu,  désigne  la  quantité  -  (  r'  -t 


-'^,1)  P 


,  3,4. 


Cette  équation  ne  change  pas  quand  on  y  change  simultanément  les 
signes  de  '■,,r„rj,r^.  D'après  cela,  à  chaque  combinaison  de  signes  pour 
r,,  r„  Tj,  7'j,  et  à  la  combinaison  opposée,  répondent  les  deux  racines  de  lu 
même  équation  du  second de^ie  Enldisant varier  les  signes  do  r,, /,  i 
r„  on  trouve  les  seize  solutions  du  problème 

En  procédant  d'une  manière  analogue,  on  obtiendrait  une  éqi'aiicn 
donnant  les  jv^'ons  des  cercles  coupant  trois  cenks  «ituéB  dans  un 
même  plan,  soas  des  onglet  respectwement  donnes  Celte  équation  est 
d'ailleurs  celle  qu'on  obtient  en  supprimant  dans  le  déterminant  (9)  lj 
dernière  horizontale  et  la  dernière  verticale,  en  fusant  varier  lessipin.-, 
on  aurait  les  huilsokitiors  du  p     'tme  gioiqnc^  dai\  i  f  i  u\ 
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L'équation  (g),  dans  laquelle  on  remplace  les  cosinus  parrunilé, donne 
les  rayons  des  sphères  ti'iigenles  à  quatre  sphères  données,  el  celle  qui 
en  résullerail  en  supprimant  la  dernière  liorizonEale  et  la  dernière  verti- 
cale donnerait  pareillement  les  rayons  des  cerdes  tangents  h  trois  cercles 
lionnes. 

Enfin,  comme  dernière  application  de  cette  relation  (9),  nous  allons  en 
déduire  le  myon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétracdrr  ;  il  faut,  dans  ce 

cas,  supposer  ^-j  —  /■,  =  i\  ■=  ^^  —  o,elpar  suite  c,i~ '/,(;  l'équation 

devient  ,        ,  1 


d'où  l'on  déduit,  eo  ajoutant  à  la  deuxième  horizontale  la  première  mul- 
tipliée par -et  ayant  égard  àlarelalion(6). 


.-/j,    (/„     o  i  I  1     d,-d^,    ^/„,/„        o     I 

En  comparant  le  dernier  déterminant  au  déterminant  (2)  et  désignant 
par  T  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  seraient  égaux  aux  produits  des 
couples  d'arfttes  opposées  du  tétraèdre,  on  voit  qu'on  a  définitivement 
pour  le  rayon  de  la  sphère  circonscrile. 


Cetteexpression remarquable estdueà  Crelle  [Snmndung  matlicntatischii 
Auisàtze]. 

Ces  notions  doivent  suffire  pour  inspirer  au  lecteur  le  désir  de  lire  les 
Mémoires  originaux  sur  l'application  des  déterminants  à  la  Géoméirie. 
Les  travaux  faits  sur  ce  sujet  sont  fort  nombreux:  nous  tilerons  les 
Mémoires  de  MM.Joaciiimsthal(7o«/-yîû;  de  Crelle,  t.  XL),  Cayley  [Journal 
de  Cambridge,  t.  II),  Brioschi  (Journal  de  Crelle,  t.  L),  Kronecker 
{Journal  de  Crelle,  t.  LXXII),  Darboux  [Annotes  de  VÈiole  Normile, 
%'  série,  t.  I),  Bauer  [Journoldc  Srhlomile/i,  t.  V,  et  Mémoires  de  l' Aca- 
démie de  Munich  pour  1873),  Frijbenius  [Journal  de  Crelle,  t,  LXXIX). 
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NOTE  II. 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  MON  EUCLIDIENME. 


La  théorie  des  parallèles  n'a  fait  aucun  progrès  depuis  Euclide  jusqu'au 
commencement  de  noire  siècle.  Tous  les  efforts  pour  démontrer  hposiii- 
liiliim  d'Euclide  ou  une  proposilîoii  équivalente  étaient  restés  infruc- 
tueux, lorsque  Loba t telle ffsk y  en  i8ag  et  Bolyai  en  i83a,  cliaugeanl 
résolument  de  voie,  conçurent  et  exécutèrent  séparément  le  projet  hardi 
de  supposer  que  la  proposition  à  démontrer  n'était  pas  vraie  et  de  consti- 
tuer un  nouveau  système  de  géométrie  non  contradictoire,  en  poussant 
jusqu'à  ses  dernières  limites  le  développement  de  leur  hypothèse.  Gauss 
qui,  par  ses  propres  méditations,  avait  obtenu  les  mêmes  résultats  dès 
1792,  sans  toutefois  avoir  rien  publié  sur  ce  sujet,  assura  par  son  patronajic 
le  succès  de  l'œuvre  de  Lobattcheffsky  qui,  écrivait-il  à  Schumacher, 
«  avait  traité  la  matière  de  main  de  maître  ».  Depuis  lors  un  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  il  faut  surtout  citer  Itiemann  et 
Bcltrami,  ont  considérablement  agrandi  le  champ  de  ces  spéculations  qui, 
on  no  saurait  le  méconnaître,  ont  jeté  une  vive  lumière  sur  la  véritable 
origine  des  vérités  géométriques. 

L'analyse  de  ces  nombreux  travaux  (»)  serait  fortlon<ruc;  nous  nous 
proposons  ici  uniquement  d'en  faciliter  la  lecture  en  exposant  les  principes 
fondamentaux  de  cotte  partie  de  la  Science  qui,  après  avoir  été  appelée 
successivement  Géométrie  aUrole,  Géométrie  imnj^iiwire,  Pan-réométrie 
a  regu  définitivement  le  nom  de  Géométrie  non  euclidienne. 


(')  LoB.iTieiiEFFEiï,  Nouveaux  principes  de  Géométrie  {Mémoires  de  l'V:,i- 
"ersité de  Kasan  et  Courrier  de  Kasaa,  i8a6,  182g,  i836-i8J8);  Géométrie  ima- 
ginaire (  J.  da  Crelle,  18.I7);  Études  géométriques  sur  la  théorie  des  paraima 
(Berlin,  iSjo);  Paugéométrie  (Kaaaii,  i85.î).  —  Bohai.  Appendix  iciemiam 
ipatii  abtoluie  veram  exhibens  (Maroï-Vasadiùly,  ,83a)-  -  Rilsisn,  Sar  les 
lij'poihèses  de  la  GeomAr/f  (Académie  do  G6tlin|>uo,  18O7  ).  —  Helmiiûltz,  Si:, 
les  faits  foadameiitaujc  de  la  Géométrie  {Be\iie\beTS,  1868).  —  BiiT^cLf-ii,  5;(/- 
la  Géométrie  de  Lobattcheffsky  (Giornale,- îiap]es,  1868!.  —  Beutbami,  Inler- 
prétation  de  la  Géométrie  ,10a  euelidiemie  (N.iples,  i308):  Sur  les  es'paces  de 
courbure  eomtuale  [miaa.  1868).  -  Kleis,  Sur  la  Géométrie  non  euclidienne 
(XatA.  Amiaien.  i8;i].  —  De  Tjllï,  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de 
ta  Géométrie  et  de  la  Mécanique  [Mémoires de  l'Académie  de  Bordeaux,  1879). 
Plusiauis  de  ces  Mémoires  on!  éli-  trndulls  en  français  par  M.  lloucl. 
11.  l't  i.i:  C.  —  T:\  de  Cèom.  (Il"  P:irlie).  ^1 
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1°  Considérons  (iaiis  un  plan  iiii  point/?  el  une  droile  LL';  soient /)o  la 
perpendiculaire  alDaissée  de  p  sur  LL'  et  E/>E'  la  perpendiculaire  i!lcv('>e 
[i&v  p  mr po  {fig.  6a6},  On  sait  (37)  que  celte  perpendiculaire  ne  fen- 
contre  pas  LL'.  Mais  cette  droit*  est-elle,  parmi  celles  qui  i>assent  par  />, 
l.T  seule  qui  jouisse  de  cette  propriété?  C'est  ce  que  l'on  admettait  depuis 
Eiiclide.  Cejjendant  tout  ce  qu'on  peut  affirmer,  et  c'est  là  le  point  de 
départ  de  Lobattcbeffskv,  c'est  que,  si  une  droite  illimitée  tourne  autour 
(lu  point  /)  dans  le  sens  de  la  flèche,  depuis  la  position  pu  jusqu'à  !a  po- 
sition E'/iE,  elle  passera  nécessairement  par  une  position  \>pit.  lelie  que 
fuutea  les  droilos  conlenant  le  point  p  et  situées  dans  l'angle  ii/ïE  (et 
dans  son  opposé)  ne  coupent  pasLL',  tandisque  toutes  les  droites  situées 
dans  l'angle  npn  (et  dans  son  opposé)  coupeut  oL. 


D'après  cela,  eu  désignant  par  v'pii  la  symétrique  de  i'pa  par  rapport 
à  /«i,  on  voit  que  toutes  les  droites  menées  par  le  point  p  dans  le  plan 
peuvent  être  rangées  par  rapport  à  LL'  en  deux  catégories  suivant 
qu'elles  coupent  LL'  ou  qu'elles  ne  la  rencontrent  pas;  les  sécantes  sont 
c-omprises  dans  les  angles  upi^  et  vpv  ;  les  non-sécantes  dans  les  angles 
upv  cl  opiC.  Les  deuï  lignes  de  démarcation  m'  et  «'<■'  sont  dites  paral- 
lèles à  LL'  relativement  au  point  p.  Ainsi,  par  chaque  point />  d'un  plan, 
on  peut  mener  à  toute  droite  LL'  de  ce  plan  deux  parallèles,  l'une  m  pour 
le  côté  oL  de  la  droite,  l'autre  v  li  pour  l'autre  côté  oL.  On  désigne  par 
angle  de  parnllélisme  relatif  au  point  p  l'angle  opu  ou  son  égal  npiL 

■i"  Ce  qui  distingue  une  parallèle  oa  ou  v'<i  d'une  non-sëcante  quel- 
conque, c'est  que  la  parallèle  devient  sécante  dès  qu'on  la  dévie  en  dimi- 
nuant d'aussi  peu  qu'on  veut  son  inclinaison  npit  ou  opu'  sur  la  perpen- 
diculaire po 

Dans  le  cas  ou  1  angle  de  parallélisme  est  droit,  la  classe  des  droites 
non  sécantes  disparaît  et  les  deux  parallèles  se  réduisent  à  une  seule 
E/?E 

V  \  iici  mamlenant  deux  propooilionB  qui  stiit  les  compléments  indis- 
^lensablee  de  Id  définition  des  parallèles 
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Une  droite  conserve  te  cnractère  du  paivllclhme  en  tous  ses  points.  — 
En  d'autres  termes,  si  H'H  est  parallèle  à  D'D  relativement  au  point  A, 
elle  est  encore  parallèle  â  D' D  relativement  à  tout  autre  A]  ou  A^  de  ses 
points  {fig.  6^fi). 

En  effet,  supposons  d'abord  un  point  A|  situé  sur  la  partie  AH  de  H'H 
qui  fait  avec  la  perpendiculaire  AC  un  angle  CAH  égal  â  l'angle  de  paral- 
lélisme. Abaissons  A|Ci  perpendiculaire  sur  DD',  menons  AjF  dans  l'in- 
térieur de  l'angle  CiAiH,  et  prenons  sur  cotte  droite  un  point  F  aussi 
voisin  qu'on  pourra  de  A,;  la  droite  AF  ira  couper  CD  en  un  certain 
point  (J,  et  l'on  aura  un  triangle  AGG  dont  le  contour  étant  rencontré 


une  |iremière  fois  en  F  par  la  droite  At  F  devra  être  rencontré  une 
deuïipme  fois  par  la  même  droite;  or  Ai  F,  d'après  sa  construction,  ne 
peut  couper  ie  côté  AC,  elle  ne  peut  pas  non  plus  avoir  un  second  point 
commun  avec  le  côté  AG;  donc  elle  coupe  le  côté  CG,  et,  par  suite,  A,  H 
est  parallèle  à  D'D  relativement  au  point  A,,  puisque  toute  droite  AiF, 
située  dans  l'angle  C|A|II,  rencontre  D'D,  si  petit  que  soit  l'angle 
H  Al  F. 

Considérons,  en  second  lieu,  un  point  Aj  situé  sur  AH',  et  soit  AaCj 
la  perpendiculaire  abaissée  de  Aa  sur  D'D;  prenons  sur  AC  un  point  F' 
aussi  voisin  de  A  qu'on  voudra,  et  menons  AF  faisant  avec  AH  un  angle 
H,iF  égal  à  HAîF';  la  droite  AF  ira  couper  CD  en  un  certain  point  (>,et 
la  droite  Ai  F'  coupant  une  première  fois,  en  F',  le  contour  du  triangle 
ACG,  devra  couper  ce  contour  une  seconde  fois.  Or  elle  ne  peut  couper 
une  seconde  fois  le  côté  AC:  d'autre  part,  puisque  les  angles  correspon- 
dants HAF,  HAjF'  sont  égaux,  A^F'  ne  peut  rencontrer  AF  (');  donc 
AsF'  coupe  le  côté  CD;  etc. 


(')  Nous  admeltoiia  ii 


.eFE  d 


angles 


■&  AB,  CD  {/g-,  43),  formeut 


ts  FGB,  I 


'.égaui, 


no  peuvent  sa  rencontrer.  La  démonstration  de  « 
dépend  du  postulatura  d'Euclide;  mais  on  peut  démontrer  la  fait  i 
dsmment  de  tout  postulatum.  En  effet,  on  peut,  par  une  rotation  ai 
ij.ilieu  O  dt  i',\\,  amenée  la  figure  BGHD  sur  la  ligure  CHGA,  de  façoi 
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Li- pttrttUéhsme  de  dru.r  droile.i  e.^t  rcni>rnrjiw.  ^Eii  d'autres  termes, 
ei  AB  est  parallèle  à  CD  [fig.  627).  CD  est  parallèle  à  AB, 

En  effet,  soit  AC  une  perpendiculaire  sur  CD;  menons  dans  l'angle 
ACD  une  droite  CE  faisant  avec  CD  un  angle  DCE  aussi  pelil  qu'on  vou- 
dra; enfin  abaissons  AF  perpendicuîaire  sur  CE;  AF  sera  moindre  que 
AC;  prenons  sur  AC  une  longueur  AG  =  AF  et  faisons  tourner  la  figure 
li AFE  autour  de  A,  de  façon  que  AF  vienne  sur  AG  ;  soient  GH  et  AK  les 
jiositions  que  prennent  FEetAB;  AK  coupera  CD  quelque  part  enK,etron 
aura  un  triangle  ACK  dont  le  contour  étant  rencontré  une  première  fois, 
ou  G,  par  GH,  devra  être  rencontré  une  deuxième  fois  par  cette  môme 
droite;  mais  GH  étant  comme  CD  perpendiculaire  à  AC  ne  peut  rencon- 
tror  CD  ;  donc  GH  coupe  AK  en  un  certain  point  L  Donc,  en  ramenant  h 
triangle  LAG  en  sa  position  primitive,  c'est-à-dire  en  le  faisant  tourner 
autour  de  A  de  façon  que  AG  vienne  sur  AF.  AK  sur  AB  et  GH  sur 

Fia.  6.-J. 


FE,  on  voit  que  CF  doit  couper  AB,  quelque  polit  que  s 
donc  (2°)  CD  est  parallèle  i\  AB. 


r"  Dan.i<  tout  triangle  i-ecliligne  ABC.fo  t,r>nmw  des  angli's  nr  jinit  .tc/- 
pttsser deiiK  angles  d~oil^ 

En  effet,  soit  A  le  plus  petit  anijle  du  tnang^e,  on  prolongeant  la  me 
diane  41  d  une  quantité  lE  égale  a  elle-même  et  joignant  EC  on  foime 
un  triangle  ACE  dans  lequel  |on  le  \oit  sans  peme)  la  somme  de*  angles 
est  la  même  que  dans  le  triangle  primitif  et  la  somme  des  deu\  plus 
petits  angles  est  égale  a  A  Le  plus  petit  angle  du  nouveau  triangle  est 
donc  au  plus  ^al  à  }  A  En  opérant  de  même  sur  ce  second  triangle 
puis  sur  le  sunant  etc.  on  obtient  une  suite  de  triangles,  dont  la  somme 
des  angles  re=te  la  même  et  dont  le  plus  petit  angle  est  suice^si^ ement 

moimirequc— )  —    -ri         et   ;mr '^uito   peut  devenir  inssi  petit  qu  on 
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i.éoiiÈtuif  no\ 

veut.  Or,  si  la  hOiiime  des  angles  du  tiiangle  primilif  surpassa  t  deu\ 
droits  d'une  ceilame  quantité  a  en  opérant  sur  ce  triangle  comme  nous 
venoas  de  le  dire  oaobtiendnil  apièo  un  nombre  suffisant  d  opération*, 
un  triangle  ayant  son  plus  petit  angle  inférieur  a  a  le  triangle  sunant 
aurait  à  la  fois  la  somme  de  ses  Iro  s  angles  és;ale  i  aR  h-  ï  R  dési- 
gnant un  angle  droit  et  la  somme  des  deu\  plus  petits  an-les  moindre 
que  a;  le  troisième  angle  de  ce  transie  surpasserait  donc  iB    ce  qui  est 


'  Si  dans 


■t  Inin^/e  riclilignc  ABI    l'i 
droit      il   en  ut  de  même  poui    t 


let  inglii 


^,,le 


h   deux  angles 
{fis-  628). 

En  effet,  deu\  au  moins  des  angles  du  tr  angle  ABC  sont  alors  ai^us 
soient,  par  exemple  A  et  C  cls  deuk  angles  la  perpendiculaire  BO 
abaissée  du  sommet  B  sur  At  partage  le  triangle  \BC  en  deux  triangles 
rectangles  ABO,  CBU  dans  chacun  desquels  la  somme  des  angles  eit  égale 
à  ali,  sans  quoi  h  somme  tonle  dta  ingles  de  ces  deuv  [nanties  serait 


(1°)  inférieure  à  jR  et,  par  suite,  en  retranchant  les  deux  angles  en 
0,  qui  sont  droits,  la  somme  des  angles  du  triangle  proposé  AfiC  serait 
iuférieure  à  1 U.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  construit  sur  AB  un  triangle  BAI, 
égal  à  ABO,  on  aura  un  quadrilatère  AOBI,  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux 
deux  à  deux  et  dont  les  angles  sont  droits.  En  superposant  7  quadrilatères 
égaux  à  celui-là  et  juxtaposant  p  figures  égales  à  la  figure  AOQS,  ainsi 
obtenue,  on  obtient  un  quadrilatère  POQR,  dont  tous  les  angles  sont 
droits  et  dont  les  côtés  opposés,  égaux  deux  à  deux,  peuvent  devenir 
aussi  grands  qu'on  veut,  en  prenant  les  nombres  />  et  7  assez  grands.  Ce 
quadrilatère  sera  partagé  par  la  diagonale  PQ  en  deux  triangles  rec- 
tangles égaux  et  l'on  verra,  comme  ci-dessus,  que  la  somme  des  angles 
de  chacun  de  ces  triangles  est  égale  à  îR.  Donc  on  peut  construire  un 
triangle  rectangle  POQ,  dans  lequel  la  somme  des  angles  est  égale  à  aR  et 
assez  grand  pour  contenir  dans  son  intérieur  tout  triangle  rectangle 
donné  DOE,  lorsqu'on  aura  fait  coïncider  les  angles  droits  de  ces  triangles. 
Or  la  droite  QD  décompose  POQ  en  deux  triangles  QDP,  QDO,  dans 
chacun  desquels  la  somme  des  angles  est  égale  à  aR,  sans  quoi  la  somme 
des  angles  du  triangle  total  POQ  serait  moindre  que  a  R  ;  de  même,  la  droilo 
HE  paila-i-  0)10  en  deux  triangles  DEO,  DEQ.  dans  cliat^uii  desquels  Ui 
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somme  (iGS  angleseitéf-'aleàaR.  saiistjuoi  lasommedesaagieëdu  trianslo 
tolal  QIX)  serait  infoneure  à  iR.  H  csl  donc  démontré  que.  par  suite  de 
l'hypollièse,  la  soiiiuie  des  angles  serait  égale  à  ail  dans  un  triangle  rec- 
tangle quelconque  DDE;  il  en  seraildeméme,  par  suite,  pour  tout  triangle 
rectiligne,  puisqn'iui  tel  triangle  peut  toujours  être  décomposé  en  deux 
triangles  rectangles. 

3"  Par  ri n  point  donné  A,  extérieur  à  une  droite  BC,  on  peut  loi/Jours 
mener  une  druiie  fiiUrint  avec  la  premiihe  un  <inglr:  iitissi  petit  qu'on  veut 
(fig.  Giy). 

En  ellet,  soit  AB  perpendiculaire  sur  BC,  D  un  point  pris  à  volonté  sur 
lie,  el  DE  une  longueur  égale  à  AD  et  portée  sur  BC  â  la  suite  de  BD. 
La  somme  des  angles  ciu  triangle  ADE  ne  pouvant  surpasseï'  ail,  on  a. 
puisque  ce  triangle  est  isocèle, 

LiAEli-    iU-AI)B;<at,     d'où    AEB^^AD». 

Ainsi,  étant  donnée  une  droite  AD,  coupant  BC  sous  un  eertain  angle,  on 
peut  toujours  en  trouver  une  autre  AE,  faisant  avec  BC  un  angle  au  plus 
égala  ia  moitié  du  précédent;  en  opérant  sur  cette  nouvelle  droite  comme 
sur  la  première  et  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  une  droite  faisant 
avec  BC  un  angle  aussi  petit  qu'on  voudra. 

4°  Si  dettj:  perpemlicidaires  AH,  BC  à  une  même  droite  .VB  .snrit  pa- 
rallèles, tel  somme  des  angles  est  égale  à  deux  angles  droits  dana  tout 
triangle  ncliligae  [fig.  <\->.^\ 


En  effet,  menons  dans  l'angle  BAH  une  droite  AE,  faisant  avec  AH  un 
angle  HAE  aussi  petit  qu'on  voudra;  cette  droite  AE  coupera  BC,  et 
l'on  peut  supposer,  d'après  le  numéro  précédent,  que  l'angle  AEB,  sous 
lequel  AE  coupe  BC,  soit  aussi  petit  qu'on  veut.  Cela  posé,  D  étant  pris 
il  volonté  entre  B  et  E,  menons  AD  et  désignons  respectivement  par 
■iR  —  a,  iW  —  p  les  sommes  des  angles  dans  les  triangles  ABD,  ADE. 
La  somme  des  angles  du  triangle  ABE  sera  aR  —  i  —  ;5  ;  on  aura  donc 


=  R-^  AEIl-t-(R-  HAEi, 


.is,  chacune  des  parties  du  secuiid  membre  pouvant  devenir  moindre 
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géohéthie  non  ecoudiennk.  sS.i 

que  loate  quintitô  donnée,  on  a  h  -t-  6  =  o,  et,  par  euili;,  n.  —  n,  S  =  o, 
jHTisque  j  ut  une  peuvent  être  négatifs,  c-  q-  f.  ». 

1  II  résulte  des  propositions  précédentes  que  deux  livpotlièses  sont 
aeulea  possibles 

Ou  bien  dans  tous  les  triangles  rectilignes,  la  somme  des  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits  ;  alors  l'angle  de  parallélisme  est  toujours  droit,  et 
jiar  un  point  quelconque  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite. 

Ou  bien,  dans  tous  les  triangles  rectilignes,  la  somme  des  angles  est 
inférieure  à  deux  angles  droits;  alors,  par  un  point  quelconque,  on  peut 
mener  deux  parallèles  à  une  droite,  et  l'angle  de  parallélisme,  toujours 
aigu,  varie  avec  la  dislance  du  point  à  la  droite. 

La  première  hypothèse  sert  de  fondement  à  la  Géométrie  ordinaire  o« 
euclidienne.  La  seconde  peut  être  également  admise  sans  conduire  à  au- 
cune contradiction  ;  elle  est  la  base  de  la  Géométrie  non  euclidienne  que 
LobattchefTsky  a  établie,  jusqu'au  développenient  complet  des  équations 
entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  soit  rectiligne,  soit  spiiériquo. 
compose  l'angle  C  et  le  côté  c,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (i5), 
marche  indiquée  par  W.  Battaglini  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  Cela 
nous  permettra  d'ailleurs  de  retrouver  d'abord  par  une  autre  voie  la 
conception  fondamentale  do  Lobattscheffsiiy  relative  ni  eut  aux  parallèles. 

m. 

1°  Pour  ne  pas  laisser  supposer  de  pétition  de  principe,  il  convient 
de  montrer  d'abord  qu'on  peut  établir  la  théorie  des  fonctions  circulaires 
indépendamment  de  toute  considération  géométrique.  Nous  le  ferons  très 
brièvement  en  renvoyant  pour  les  détails  aux  Traités  d'Analyse. 

Oh  définit  les  fonctions  circulaires  d'une  variable  z,  réelle  ou  imagi- 
naire, par  les  relations 


d'où  ré:)ullent,  en  vertu  do  l'cqnation 


■t  de  diifiniiion  ù  la  fonction  oxponenlielle  e=,  la  formui' 
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et,  par  suite,  les  express 


On  définit  en  outre  le  nombre  -n.  indépendamment  de  toute  interpré- 
tation géométrique,  comme  étant  la  plus  petite  racine  positive  de  l'éqna- 


d"où  l'on  voit,  à  l'aide  de  la  formule  (2),  i|ue  les  racines  des  équations 
cosi  ~  o  et  sinï  =  o  sont,  pour  la  première,  tes  multiples  impairs,  et 
pour  la  deuxième,  les  multiples  pair«,  d'ailleurs  positifs  ou  négatifs,  de 

f-  On  conclut  de  là  les  espresMons 

c».»(,-i;^_)(,-i|l(,-ii|... 

dont  la  dernière  donne,  pour  s  =  75 


Dès  lors,  les  relations  (3)  donnent  i  m  média  (émeut  les  expressions  con- 
nues du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  d'une  somme  .v  +/,  les 
relations  fondamentales 


sin'z-t-  cos's 


<^^). 


et  d'une  manière  générale  toutes  les  formules  de  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 

De  la  relation  e'"  —  —  1 ,  on  déduit  e^'*  =  i  et,  par  suile,e^'=+-'''  =  c-. 
La  fonction  exponentielle  c''  admet  donc  la  période  air,  et  il  résulte 
alors  des  formules  (3)  que  sinset  cosz  admettent  cette  même  période  et 
que  tangz  admet  la  pénode  tt 

La  fonction  «  =  e'  e-st  une  fonction  umloimede  z,  en  d'autres  termes, 
à  chaque  valeur  de  s  répond  une  valeur  unique  de  u.  liais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie;  d'après  la  théorie  de*  logarithmes,  à  une  valeur  réelle  ou 
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imaginaire  de  «,  ri^poiidenl  pour  a  une  infinité  de  valeurs  données  par  la 
formule 

f  ei(j  désignant  le  module  et  l'argument  de  «,  et  la  caractéristique  log]e 
iogarithme  népérien  arithmétique.  Toutofois,  si  l'on  convient  (ce  que 
nous  ferons  toujours  ici}  de  se  borner  à  celle  de  ces  valeurs  que  Cauchy 
a  appelée  valeur  principale  et  qui  n'est  autre  que  celle  qui  résulte  de  la 
formule  précédente  dans  l'hypotlièse  où  l'on  prend  n  =  o  et  w  compris 
entre  —  ti  et  v.  on  obtient  ainsi  une  fonction  bien  déterminée 

a  =  logp  +  «^ 

c'est-à-dire  telle  que,  à  chaque  valeurde  h,  ne  répond  qu'une  valeur  de  s. 
Enfin,  pour  rendre  les  formules  plus  claires  et  plus  mnémoniques, 
nous  introduirons  les  fonctions  C[z),  S(z),  T[3), qu'on  uonimo /o/ic- 
tions  hjperbolitjites  relnliiv.s  à  In  buse  fi  et  qui  sont  définies  par  les 
n:l3tions 


Tlzl  =  '— —  ^- — — . 

'*^'      C(0       ^^^^ 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  les  suivantes  : 

S(_z)^-S(î),    C(~s)  =  C(s),     T(-s)=:=  .-T(a), 
S(^-i-7)=S(^)C(.r)+S0-)C(xL 
C(,>7+/)  =  C(^)C0-)  ^S(ï)SO-), 

Les  fonctions  hyperboliques  n'ont  qu'une  période  imaginaire, 
2°  Cela  posé,  soient  (Jig.  6^5  ),  dans  un  plan,  une  droite  L,  un  point  p 
extérieur  à  cette  droite,  et  o  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  sur  la  droite;  m  désignant  un  point  quelconque  de  la  droite  L,  et  a 
('-tant  la  mesure  du  segment  om  par  rapport  à  une  unité  de  longueur 
arbitraire,  à  chaque  position  de  m  répondra  une  valeur  unique  T(3);  et 
réciproquement  à  chaque  valeur  de  T(s)  répondra  une  position  unique 
de  ;»,  si  l'on  convient,  comme  nous  l'avons  dit,  de  ne  considérer  que  la 
valeur  principale  des  logarithmes. 
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Imaginons  maintenant  une  droite  pm  tournaal  autour  du  point  /'.  et 
désignons  par  S  la  mesure  de  l'angle  opm,  en  prenant  ijour  unité  angu- 
laire la(  -  j      partie  d'im  angle di-oil,  A cliaque position  delà  droite ^m 

répondra  une  valeur  unique  de  tangfl;  et,  inversement,  à  chaque  valeur 
de  (an;.'S  répondra  une  position  unique  de  la  droite,  car,  lorsque  la  droite 
reprend  la  même  position  après  avoir  tourné  de  deux  angles  droits,  ^  a 
augmenta  de  la  valeur  numérique  de  deux  angles  droits,  c'est-à-dire  do  t. 
d'après  l'unité  angulaire  adoptée,  et  par  suite  tangS  reprend  la  même 
valeur. 

Or,  dans  chacune  de  ses  positions,  la  droite  pm.  tournant  autour  de  p, 
coupe  la  droite  L  en  «n  point  unique  m  (réel  ou  imaginaire'!.  Donc  les 
fonctions  T(s)  et  tangS  sont  telles  qu'à  chaque  valeur  de  l'une  répond 
une  valeur  unique  et  bien  déterminée  de  l'autre,  ce  qui,  d'après  la  théorie 
des  fondions,  exige  qu'il  existe  entre  elles  une  relation  de  la  forme 

AT(:)tang^/-i-BTlî;  —  C  tango -i-  D^  .i. 

Un  voit  immédiatement  que  D  est  nul,  puisque,  lorsque  le  point  m  est  a 
l'origine  o,  z  et  5  et,  par  suite,  T(z)  et  tangS  s'annulent  simultané- 
ment. D'autre  part,  soient  /■  un  point  pris  à  volonté  sur  L,  zo  son 
abscisse  or,  et  e„  l'angle  opr;  en  appliquant  successivement  la  formule 
précédente,  au  cas  où  le  point  m  est  d'abord  en  r,  puis  au  point  r'  symé- 
trique de  r  par  rapport  à  l'origine,  on  a 


AT(z, 

j)lang9„- 

^BT(^o) 

-^-Ctang^==.,. 

AT  (3, 

Oiaiig^o- 

-BT(î„) 

-C  tanget,^-o: 

d'où  l'oi 

1  conclut,  par 

addition  et  soustraction, 

A  =  o     e 

-i^ 

"  tang'*„' 

de  sorte 

quelareiatioi 

1  entre  T 

{z)  et  tangO  prend  la  [orme 

ou  bien 

(fi) 

laiig  'i 
T( 

T(3j 

langOo 
^    tany 

a' 

a  signification  géométrique  de  a  est  remarquable ,  il  résulte  des  for- 
es (i)  queï(;)  fisiégalà  -^  i  pourz  ~-+k  ctà  —  i  pour:;^-  -  x. 
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DoTH'  A  et  —  i  âonl  les  valeurs  de  9  pour  ::  =  +  «  et;  —  —  »,  d'où  l'on 
conclut  que  ■  par  un  point  p  extèr'umr  à  une  drnite\.,oii  peut  mener  deux 
di'iites  pu  et  pli  rencontrant  L  il  l'infini;  ces  deux  droites  forment  avec  la 
perpendiculaire/jo,  de  part  et  d'autre,  un  angle  i  donné  par  la  formule  (7). 
En  général,  si  l'on  considère  une  droite  quelconque /;m  passant  par/> 
et  définie  par  l'angle  <ipm  =  6,  on  aura  l'abscisse  î  du  point  m  où  elle 
coupe  Len  résolvant,  par  rapport  à  z,  l'équaiion  (6],  c'est-à-dire  l'équa- 
tion 


qui  donne,  pour  '(  <  A,  la  valeur  réelle 


/■  .      tangA-+-  tang") 
î  "^  tâiigï^tangO' 


et,  pour  &  >  A.  la  valeur  imaginaire 


On  retombe  ainsi  sur  la  conception  fondamentale  de  LobaLtelieffsky  :  les 
droites  passant  par  p  se  divisent  en  deux  classes,  les  sértmtus  (  situées 
dans  l'angle  upn')  et  les  non-j^«/wej(  extérieures  à  cet  angle),  séparées 
les  unes  des  autres  par  deux  parallèles  pu  et  pu'. 

a  est  Vangle  <le parallélisme  relatif  au  point/)  ;  la  formule  (7)  montre 
qu'il  dépend  de  la  dislance  S  —  pu.  Nous  poserons 


et  ia  formule  fondamentale  (fil  deviendra 

(81  T(j)  =  y,J)lang6. 

La  même  formule  (7)  montre  d'ailleurs  queA  devient  droit,  quel  que 
soilJ,  lorsque  T(ïi,)  =  o,  c'est-à-dire  en  vertu  de  la  dernière  formule  (5) 
lorsque  A  =  00  ;  alors  les  non-sécantes  disparaissent  et  la  parallèle  est 
unique;  c'est  le  cas  de  la  Géométrie  euclidienne;  la  formule  fondamen- 
tale (6)  doit  alors  être  remplacée  par 


vient  inlini. 


rapport  ,jr-^  a  pour  limite  ~  lorsque  le  paramètre  A  de- 
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i"  Considérons  d'abord  un  triangle  ABC,  rectangle  en  C;  nous  dési- 
gnfirons  comme  à  l'ordinaire  ses  angles  par  A,  B,  C,  et  les  côtés  opposés 
respectivement  par  a,  b,  c. 

On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

(;))  T(«)  =  î(i')tangA,     T(;.)  -  ^(r,}  tangB; 

d'où 


TI/<]  Sf/iï 


Mais,  quel  que  soit  C,  sinA  =  o  entraine  «=  o,  sinB  =  o  entraine  i  =  o, 
ot  sinA—  1  entraîne  rt  =  c,  sinB=  i  entraine  li  ^c;  sinAet  sinB  doivent 
donc  être  de  la  forme 

^iuA=f-!^.     sinB  =  /i^\ 

et  comme  c,  et  par  suite /(c),  doit  être  ojie  fond  ion  symétrique  de  net 
de  0,  ii  faut,  pour  satisfaire  à  ces  conditions,  prendre 

ou  hien 

Les  reUitions  ( i  [ ]  répondent  à  la  Géoméliie  eiididieniii:  —  En  elîel ,  de 
ces  équations  combinées  avec  (g)  et  (lo),  on  déduit  d'abord 

)"■— ^' 

l'uis,  si  l'on  désigne  par  ^  et  ^  les  segments,  respectivement  adjacents  à 
A  et  fl,  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  C  de  l'angle  droit  dé- 
termine sur  le  côté  opposé  c,  on  aura,  en  vertu  de  ces  relations  (i3), 

T[0  =  T(^+f^ 
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Cette  derniùre  équation  entraîne 
ou,  en  vertu  de  (5). 

T 
l't.  par  suite,  /  =  co  .  D'ailleurs,  pour  ^  —  »,  le  rapport  = 

sant  à  -.'  les  formules  (i3|  deviennent 


{'il 


sinB  =  cosjI  =  -,     i?^  —  ^,1 . 


On  reconnaît  les  formules  de  la  Trigonométrie  plane  ordinaire. 

Les  relations  (la)  répondent  à  la  Gi'omé'lrie  non  encUilieime.- 
nées  avec  (9)  et  (10),  elles  donnent 


■nA  = 


SJ".) 


■   C(r)  =  CÇ«)C(61  = 
cosA 


«('■, 


"T(<;)' 


cosB  = 


l'igH  =  ^ 


langÂ  tangB 

F   „,  UUS.l       ,,,,,        co*B 

Remarquons  que,  d'après  (la],  ona 
(t  que,  par  suite,  les  fonctions  circulaires  de  l'angle  de  parallélisme  i 


pour  expression 
{Tlil  tangi  = 


S(cf)' 


"  C^'i 


=  T('f)- 


''  Considérons  maintenant  un  triangle  rectiligne  quelconque  Ai3C, 

Fig.  63o. 


i  le  sens  ABC  :  soient  alors 
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<7.  i,  c  les  mesures  des  côtii,  et  A,  B,  C  los  anglos  crti-ni-ars,  comme 
l'indique  la/'g'.  63o,  '/étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  AB,  et 
\^^'  Cp)-  ('■.I  "?)  'es  parties  dans  lesquelles  cette  perpendiculaire  dé- 
compose l'angle  C  et  le  coté  c,  on  aura,  en  vertu  de?  forinulcs  Ci  -i  ), 
sin,lS(/.)--sinBS(,0  =  S(7}, 


t3ngAr.(/i1  +  tangBC(»l 
I—  taiigAtangl{C((i)C((')' 
T(«)cosB  +  T(i)cosA  , 


-  tang{r,  +  cs,  = 
ire  les  relations 


tangA  langBiangC  = 


sinA      sinli' 
tanijA      t< 


Cl,M 


'K'jnyj'if/     pi^^^     ^.y^y     cosAcusti 

qui,  combinées  avec  leurs  analogues,  donnent  enfin 

siuM       siu'ii  "    siu'C 
1            _  1  —  cos'A  —  cos=B  —  cos^C-l-acosA  co.^BcosC 
\            ~                           sïn^Asin'Bsin'C 
I S(^)'S(fel'S(f)' 

(':!       '  C(n] --=  C{b)C{r)  +S(è)S(c)cosA, 

IC(i.)-.C(c)C(«)-^S{r)S(«)cosB, 
C(c)  ^C(n)C(è)H-S(«)S[è)co9C: 
cosA  cosBcosC-sinBsinCC(rtl, 
cosB  -cosCcosA-sinCsinAC(È), 
cosC  ==cosAcosB  — siuA3iaBC(fi. 
Telles  sont  les  formules  de  la  Trigonométrie  rectiligne  non  eucli- 
dienne. 


es  formules  (17)  donnent  lieu  à  plusieurs  observations  : 

"  £l/es  ic  rédithent  ^lux  foniiules  de  la  Trigonométrie  plane  ordi'ta 
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lorsque  les  cô:è.i  du  triangle  cinst/Iéré  .sont  infiniment  petits.   En  elfiit, 
si  l'on  remplace  les  fonctions  S  el  C  par  leurs  valeurs, 

on  trouve  :  pour  le  premier  groupe, 


I  —  cos'A  —  cos^B  —  cos'C  -i 
r  le  deuxième,  la  formule 


et  ses  analogues;  enfin,  pour  le  troisième, 

cosA  =  co^'H  —  C] 

et  ses  analogues. 

2°  La  Trigonométrie  sphérique  est  aussi  indépendante  du  postidntum 

il'Euc/ide;  elle  reste  la  même,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  rec- 

tiligne  soit  égale  ou  inférieure  à  deux  angles  droits. 
Au  point  où  nous  en  sommes,  quelques  mois  suffiront  pour  le  montrer. 
Considérons  (_fig.  63 [)  un  faisceau  de  droites /jw  issues  d'un  point/* 

ians  un  plan  P,  et  une  droite  pi  extérieure  à  ce  plan;  po  étant  lapro- 


Fig.  6ÎI. 


jetlion  de  pi  sur  le  plan  P,  désignons  par  9  l'angle  variable  o^m,  et 
par  V  le  dièdre  correspondant  formé  par  les  plans  Ipo,  Ipm  ;  pr  étant  un 
rayon  fixe  déterminé  par  un  angle  donné  So,  et  Vo  désignant  l'angle  dièdre 
correspondant  formé  par  !e.s  plans  Ipo,  Ipr,  on  voit  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  du  §  ni,  2",  qu'on  a 


tangil 


tangVo 
tang&^  ■ 
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L'angle  i  ftst  une  fonction  de  l'inclinaison  S  =  np/  de  la  droile  /'/  ?ur 
le  plan  P  ;  on  posant 

ïâiifrA  "  '■'''■''■ 

et  raisonnant  tommo  an  |  IV,  d'abord  pour  le  trièdre  dont  un  dièdre  e*t 
droil  puis  pour  un  (nedre  quelconque,  on  arrive  pour  les  trièdres  ou 
pour  les  trians^les  sphériques  à  des  formules  qui  no  sont  autres  que  les 
formule?  [  i  -)  dans  lesquelles  on  aurail  remplacé  c,  0,  c  par  if-<i.  ihb.  ikc. 
Mais  la  comparaison  des  formules  (i)  et  (5)  montre  que 

On  aura  donc  pour  les  triangles  sphériques 

siii'i7  _  m\'^h      sin''' 

sin^A  ~"  sin^I!  "  sin^  (  ;  ' 

cos«  =  costcosc  —  sinS  sinrcosA, 


On  reconnait  les  formules  ordinaires,  sauf  le  signe  du  seii'ond  terme  dans 
le  deuxième  membre  de  la  seconde  formule,  ce  qui  tient  à  ci'  que  nous 
avons  fait  entrer  ici  (IV,  a")  les  angles  extérieurs. 

Vi. 

11  résulte  de  ce  i]ui  précède  que  les  relations  métriques  des  [iguri-- 
planes  dépendent  d'une  longueur  A,  qui  ne  peut  être  déterminée  a  pihri ; 
mais  si  co  paramètre  /c  doit  rester  indéterminé  au  point  de  vue  pure- 
ment logique  et  nhiinit,  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  arrive  à  la 
pratique;  il  faut  alors  le  fixer,  et  il  n'est  pas  d'autre  moyen  pour  cela 
que  de  recourir  à  l'observation.  Une  seule  expérience  suffit  ;  elle  consiste 
â  mesurer  les  éléments  d'un  triangle  et  à  porter  leurs  valeurs  numériques 
dans  l'une  des  équations  (17}  ou  dans  une  de  leurs  conséquences;  on 
aura  ainsi  une  équation  numérique  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  A-.  Or  toni 
essai  de  ce  genre  conduit  à  une  valeur  de  i  tellement  grande  qu'elle  dé- 
passe tout  ce  que  nous  pouvons  mesurer.  On  est  donc  ramené  dans  la  pra- 
tique à  la  Géométrie  euclidienne,  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  répond 

On  peut  dire  oncore,  pour  rendre  la  chose  peut-être  plus  sensible, 
que,  d'après  les  formules  (17),  la  somme  des  angles  d'un  triangle  diffère 
d'autant  plus  do  deux  droits  que  les  côtés  du  Iriangic  sont  plus  grand?; 
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si  donc  ii  cxisiaiL  dans  la  nature  un  écart  entre  la  somme  des  angles 
d'un  triangle  et  deux  angles  droits,  c'est  dans  les  plus  grands  triangles 
nue  l'écart  se  manifesterait  le  mieux  ;  or  on  a  constaté  par  de  nombreuses 
observations  astronomiques  que,  dans  les  plus  grands  triangles,  l'écart 
n'atteignait  jamais  un  centième  de  seconde.  La  Géométrie  pratique  est 
donc  la  Géométrie  euclidienne,  et  il  faut  admettre  le  posttdatam  comme 
une  vérité  expérimentale. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  distance  de  deux  points  était  une 
grandeur  qui  peut  croître  indéfiniment;  on  pourrait,  avec  Riemann, 
supposer  que  cette  distance  a  une  limite  supérieure,  et  l'on  ferait  alors 
sortir  de  là  un  troisième  système  de  Géométrie  qui,  comme  la  Géométrie 
de  Lobattcheffsky,  se  réduirait  à  la  Géométrie  euclidienne,  pour  une  va- 
leur particulière  attribuée  à  un  paramètre;  mais,  pour  ne  pas  dépasser 
le  but,  nous  renverrons,  sur  ce  sujet,  aux  travaux  déjà  cités  de  M.  de 
Tillv  el  de  M.  Klein. 
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NOTE  m  ('). 
SUR  LA  GÉOMÉTRIE  IRÉCENTB  DU  TÉTRAÈDRE- 


DE  FINIT  ION   DES   RO  OR  DONNEES. 

1.  Soit  AiAsA^Ak  le  tétraèdre  fondamental. 

Désignons  par  Ji,  is,J3i*i  les  aires  des  faces;  par  «i,  «i,  aa  les  arêtes 
AjAa,  AjAi,  AiAj;  par  «i,  a^,  n^  les  arêtes  A4A1,  A^Aj,  A4A3;  par  a^ 
le  dièdre  compris  entre  les  doux  faces  qui  ont  l'arête  commune  n* . 

Les  coordonnées  normales  d'un  point  M  sont  des  équimulliples  quel- 
conques de  ses  coordonnées  tétraédriques  j;,,  x,,  x,  x^  (962);  celles-ci 
portent  aussi  le  nom  de  coordonnas  normales  absolues. 

Los  coordonnées  barjcenlriques  de  M  sont  des  nombres  ^j.  ^j,  ^j,  ^1 
proportionnels  auK  volumes  des  tétraèdres  MA^AjAt,  MAjA^Aj, 
MAïAïAî,  MAïAsAj,  ces  volumes  étant  affectés  des  mêmes  signes  que 
les  coordonnées  normales  correspondantes.  Appelons  M^.  fe  point  de 
rencontre  du  plan  .rj  avec  la  droite  A^M,  et  m^  le  point  d'intersection 
de  l'arête  04  avec  le  plan  mené  par  M  et  par  l'arête  opposée  à  n*.  On 
démontre  facilement  les  relations 

Aim,  _  _  ^,       Uni,  __  _  ^+Ji       Mf,^  _  'zi 

i^t~    h'  M/Hi  ~    b+b'  AiM";^  b-i-b-i-b'  ■■■■ 

Il  résulte  de  là  que  M  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
points  Al,  Aj,  A3,  Al  pour  les  coefficients  ^[,  ^s,  Ç3,  5s  (7'o). 

Les  coordonnées  d'un  plan  X  sont  des  nombres  Xj,  X5,  Xj,  Xi  propor- 
tionnels aux  distances  des  sommets  do  tétraèdre  AiAsAjAt  à  ce  plan, 
ces  distances  étant  précédées  du  signe  -t-  ou  —  d'après  une  règle 
connue  (709).  Soient  ^1,  h,  ■  ■  ■  les  points  où  X  coupe  les  arêtes  «1, 09,  . . .  ; 


A./s  _  X,       Ai/v  _  Xi 


i  celte  IVoto,  qui  est  le  eomplémeut  naturel  de  la  Ko(e  111  de  la  prè- 
le, les  renvois  se  rapportent  au  texte  du  Traité  et  a  celui  de  la  Note 
;  pour  éTiler  toute  ambiguïté,  nous  ferons  précéder  ceux  qui  visent 
>s  de  cette  dernière  de  la  lettre  N. 
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THÈORÈAIE. 

2.  Si  doiu:  tétraèdres  AiA^AjAt,  Aj  AjAjAi  xont  tels  que  les  droites 
joignant  les  sommets  homologues  co/icouren/  en  un  même  point  S,  les 
droites  d,,  rfj,  rfj,  di  suivant  lesquelles  se  coupent  les  faces  homologues 
sont  situées  dems  un  même  plan  a. 

En  effet,  deux  arêtes  homologues  étant  situées  dans  un  même  plan 
ont  un  point  d'intersection.  Soient  Bi,Bî,  ...,  Bj  Jcs  points  où  les  arêtes 
du  premier  tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  arêtes  homologues  du 
second.  La  droite  di.  contient  les  points  Bi,  85,33;  la  droite  rfi  passe  par 
les  points  Bj,  B;,  Be-  Ces  lignes  ont  un  point  commun  Bi;  donc  elles 
sont  situées  dans  un  même  plan  c  avec  les  droites  dî,  d^,  qui  joignent 
les  points  Bj  et  Be,  B3  et  Bj. 

La  démonstration  de  la  réciproque  ne  présente  pas  de  difficultés. 

Les  deux  tétraèdres  AiAjAjAi,  BiBjBjBi  sont  dits  liomologiques , 
S  est  le  centre  d'homologie,  a  est  \t  plan  d'homologie  (938). 

3.  Étant  donnés  un  tétraèdre  AiAjAj  Ai  et  un  point  M,  appelons  p.* 
]e  plan  mené  par  M  et  l'arête  at,  et  v^,  le  plan  conjugué  harmonique 
de  ]jn-  par  rapport  au  dièdre  a^  du  tétraèdre  ;  ces  pians  coupent  l'arête 
opposée  en  deux  points  que  nous  désignons  par  les  lettres  m,  n  affec- 
tées de  l'indice  propre  à  cette  arête.  La  droite  A^M  rencontre  le  plan  Sk 
en  un  point  M^t- 

Les  trois  plans  \xi„  \h,  [H  se  coupent  suivant  la  droite  A^M,  et  les 
plans  vi,  Vî,  vj  rencontrent  cette  droite  au  conjugué  harmonique  N4  de 
.y  par  rapport  à  ÂiMt.  Si  î,,  |î,  ^j,  Ïs  sont  .les  coordonnées  normales 
ou  harycenlriques  de  M,  celles  de  Nj  sont  ïi,  \i,  |s,  —  h- 

Les  plans  \>.u  i^*  se  rencontrent  suivant  ia  droite  BiB,,  qui  passe 
par  M.  Les  plans  .îj,  ïî,  [i».  1%  formant  un  faisceau  harmonique,  déter- 
minent sur  mimi  une  division  harmonique  mimiMN',.  Les  plans  vj, 
■jj,  ve  passent  également  par  Ni.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  —  ^1, 
h,  I.-  -  U- 

Nous  désignons  par  Ni,  N3,  N3,  N4  les  conjugués  harmoniques  de  M 
par  rapport  aux  segments  Ai  M,,  AiMi,  A3M,,  A^H*;  par  N',,Kj,  N3  les 
conjugués  barraoniques  de  M  par  rapport  aux  segments  >n,mi,,  m^m^, 
wj  nie.  Le  Tableau  suivant  indique  les  coordonnées  de  ces  points,  les 
plans  menés  par  ces  points  et  les  arêtes  du  tétraèdre,  et  les  droites  qui 
passent   par  ces  points  en  s'appuyant  sur  deux  arêtes  < 
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M... 

Fi.  f^3,t^s.:^4, 1^5,^=; 

iHimi^mimi 

i«a"'ii; 

ï 

,       ?.,        \ 

'     ;i- 

N,.. 

"j,  t^i,  [is.  fv,  V,,  ve; 

m,  «4,  mjHj 

nis'iil 

-ï 

,     Si,     s 

,     îi- 

Ns.. 

ci-Vi,  1^1,  -'i,  Fs.  ^«; 

«irt,,   nia/jj 

nti'hi 

= 

,-?..    k 

,     S;. 

Ni.. 
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,     iu     ? 

ï,-i;. 

NU. 

•'u  I^=,V3,  vs,  fis,  vj; 
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^1.  Vî,  H3,  vs,  vs,   ,ue; 

n,ii,^,   «2  «s 

m^m^: 

î 

,     h,  —  i, 

3.  —  ;v- 

4.  Les  droites  AiWi,  AsOis,  AjWa  concourent  eu  M»;  par  conséquent, 
les  points  w,,  «s,  «s,  conjugués  liarmoniques  de  nii,  m^,  m,  par  rap- 
port à  AjAj,  AsAi,  AjAj,  sont  situés  sur  la  polaire  de  Mi  par  rapport 
au  triangle  A1A2A3.  Pareillement,  les  triples  de  points  {n„  tis,  "e), 
("st  "i,  "t),  ("1,  "4,  fi)  sont  situés  sur  les  polaires  des  points  Mi,Mî, 
Ma  par  rapport  aux  triangles  AjAgAi,  AjA^Ai,  AiAtAt-  Ces  quatre 
polaires  ayant  deux  à  deux  un  point  commun  sont  situées  dans  un 
même  plan  X,  qu'on  appelle  pian  polaire  de  M  par  rapport  an 
tétraèdre  AiAjAjAi.  Les  six  points  «i,  rit,  hj,  n^,  «j,  n^  sont  les  som- 
mets d'un  quadrilatère  complet,  dont  les  diagonales  se  coupent  au\ 
points  N'i,  N'î,  N^.  Les  coordonnées  du  plan  X  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux  coordonnées  barycen triques  du  point  M. 

Les  deux  tétraèdres  A1ASA3A4,  N;n;NjM  présentent  cette  parti- 
cularité que  deux  arêtes  opposées  quelconques  de  l'un,  par  exemple, 
A,  As  et  A3  Al,  sont  partagées  harmonîqaement  par  les  deux  arêtes  cor- 
respondantes N',N'j,  Ni  M  de  l'autre  tétraèdre.  On  en  déduit  que  clia- 
cun  de  ces  tétraèdres  est  autopolaire  par  rapport  à  l'autre,  e'esi- 
à-dire  que  chaque  sommet  de  l'un  des  tétraèdres  est  le  pôle  de  la  face 
opposée  par  rapport  à  l'autre  tétraèdre.  Ces  tétraèdres  sont  homo- 
logiques;  Ni  est  leur  centre  d'homologie,  NjNaNi  est  leur  plan  d'homo- 
logie. 

Le  tétraèdre  NjNjNsNi  est  également  autopolaire  par  rapport 
à  AiAjAjAi;  ces  deux  polyèdres  ont  M  pour  centre  d'homologie,  cl 
leur  plan  d'homologie  est  NlN'jNg. 

Pour  d'autres  propriétés  intéressantes  de  la  figure,  nous  renvoyons  à 
un  article  de  M,  Slephanos  Cyparinos  (bulletin  des  Sciences  mathémn- 
liques  et  astronomiques,  1879,  p.  434). 

Les  tétraèdres  AiAîAsAj,  MiMs.MsMj  ont  également  pour  centre 
d'homologie  le  point  M,  et  pour  plan  d'homologie  le  plan  N'iN^Nj. 
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SECTIONS  a>tipakalli;les  d  un  tetrakdre. 

ItAVOS   DE    LA    SPHÈRE    CfRCnKSCRIIE. 

.'i,  Uésignons  par  0  et  R  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  circon- 
scrito  au  tétraèdre  AiAjAjAi,  et  par  BiBsBaBt  le  tétraèdre  formé  par 
lea  plans  tangents  menés  en  A],  Aj,  Aj,  Aj  à  la  sphère  0  {fig.  i  ). 

Si  un  plan  parallèle  au  plan  BiBsBj  coupe  les  arêtes  Ai  Ai,  A4  Aj,  A4  A3 
aux  points  P],  Pj,  P3,  nous  dirons  que  le  triangle  PiPiPj  est  une  fec- 
tion  antiparallèle  du  tétraèdre-  Les  côtés  de  ce  triangle  sont  parallèles 
aux  tangentes  menées  en  Ai  aux  circonférences  Al  Aï  Aj,  A4  A3  Al,  A4  AjA^: 


,  Aj,  As,  Pi,  Pï,  P,i  sont  situes  sur  luie 

(1)  .-UP,.('4=   A4P2.<73=A4Pj.«6=;'. 

p  étant  la  ptdssance  de  cette  sphère  par  rapport  à  Aj.  On  démontre  faci- 
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liËO»ËTRIE   DU    TËinAËDBE. 


loment  les  relalions 


(^) 


ni<tj(7t 


Donc  les  côtés  d'une  section  antiparalUle  menée  dans  l'un  quelconque 
des  quatre  triédres  d'un  l^lraédre  sont  proportionnels  aux  produits  des 
arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

Remarquons  aussi  que  la  forme  des  sections  antiparallèles  d'un 
tétraèdre  ne  change  pas  quand  on  soumet  les  sommets  du  tétraèdre  à 
une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  A.AaAj,  PjPiPj  appar- 
tiennent à  un  même  cône  C^,  ayant  son  sommet  en  A»  (878);  les  plans 
tangents  menés  par  les  arêtes  Ai  A,,  AiAj.AïAj  de  ce  cône  forment  un 
trièdre  circonscrit  tel,  que  les  plans  menés  par  les  arêtes  de  ce  trièdre, 
et  respectivement  par  A^Ai,  AjAj,  A4A),  se  coupent  suivant  la  môme 
droite.  H  résuite  de  là  que  les  centres  des  spnédianes  des  triangles 
AjAaAj,  PiPsPj  sont  sur  utie  même  droite  passant  par  A;. 

Enlîn,  rappelons  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PiPjP, 
est  sur  la  droite  AjUi  (880). 

6.  La  considération  d'une  section  antiparallèle  conduit  aisément  à 
l'expression  du  rayon  de  la  sphère  0.  En  effet,  si  D,  D'  sont  les  points 
011  le  rayon  AïO  coupe  le  plan  P1P2P3  oc  la  sphère  0,  on  a 

/-  =  AiD.AiD'  =  2R.AiD. 

Soient  V,  V  les  volumes  des  tétraèdres  AiPiPjl 
{Exercice  &\(i) 

V  _  AiP,.AiPa.AiP^ . 


,  Al  A,  Aï  A3;  l'on  a 


1  remplaçant  AjPi,  AiPî,  A;P3  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i), 


Désignons  par  T  I 
numériques  «lOi,  «j. 


riangle  dont  les  côtés  ont  pour  valeurs 
à  cause  des  égalités  (2), 
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l)0O  NOTE   Kl. 

Égalons  les  deux  vh1cul-s  de  \'et  remplaçons/)  par  aK.AiD;  i!  vienl 
6RV  =  T. 

Cetic  démonstratioB  esl  due  à  \on  Slantil  (Journal  de  Ci-cile,  t.  S", 

p.  88). 

POINTS   L\ VERSES. 

THÉORÈME. 

7.  Soil  f»t  le  plan  mené  par  un  point  donné  M  tt  par  l  arele  a/, 
de  te'traédre  K\ktk^ki,  et  sou  v^  le  plan  symétrique  de  |.i^  par  rap- 
port au  plan  bissecteur  du  dièdre  a/,  du  tétraèdre  i°  les  plans  /,, 
V],  ...  passent  par  un  même  point  h  ,  3,"  le<  coordonnées  normale'  de 
N  sont  inversement  proportionnelles  a  celles  de  M;  3"  les]  projections 
{Ml,  Ml,  M,,  Mi),  (N,,  N,,  Na,  N»)  des  pomis  M  et  N  sur  les  faces  du 
tétraèdre  AiAtAjAs,  sont  huit  points  d'une  ménie  sphère;  4"  les  deux 
pentagones  complets  MAïAïAsAv,  NNiNaNjNi  sont  tels,  que  la  droite 
joignant  deux  sommets  de  l'un  est  perpendiculaire  au  plan  passant  par 
les  sommets  non  homologues  de  l'autre  polygone. 

Appelons  Q  le  centre  de  la  splière  MiMîMaMi,  N  le  symétrique  de 
M  par  rapport  à  Qi  et  Nj,  Ns,  N»,  Nj  les  projections  do  N  sur  les  faces 
du  tétraèdre  A1AÎA3A4.  Comme  Q  se  projette  au  centre  du  petit  cercle 
suivant  lequel  le  plan  .t*  coupe  la  sphère  Q,  M^i-N*  est  un  diamètre  de 
ce  cercle.  Donc  les  points  Ni,  Nj, . . .  appartiennent  ù  la  sphère  Q. 

La  droite  MM*  coupe  cette  sphère  en  un  point  Nî  symétrique  de  N^ 
par  rapport  au  centre  Q;  par  conséquent,  NNi  =  N;.M.  Or 

MMi.MN'i  =  MMî.MN;  =  MM3.MK;  =  JIIIs.MN;  ; 

donc  les  coordonnées  normales  de  JM  sont  inversement  proportionnelles 
à  celles  de  N.  Il  résulte  de  là  que  les  plana  M^t,  No/,  sont  symétriques 
par  rapport  au  dièdre  a^. 

Les  droites  NNi,  NNa,  NN3,  NNi  sont  déjà  perpendiculaires  aux  plans 
AiAjAi,  A1A3A1,  AiAîAi,  AjAbAs-  Le  plan  NNjNî  est  coupé,  par  la 
droite  AjA»  en  un  point  L,  et  par  le  plan  MA^Av  suivant  la  droite  L'L, 
isogonale  de  L'N  par  rapport  à  l'angle  NiLNi;  donc  la  droite  N1N2  esl 
peri^endi  cul  aire  à  la  droite  LL'  et,  par  suite,  au  plan  MAiA^  qui  est 
mené  par  LL'  perpendiculairement  au  plan  NNiNj.  Les  droites  N1N2, 
N1N3  étant  perpendiculaires  aux  plans  MA3A1,  MAïAi,  le  plan  NiNjNs 
est  perpendiculaire  à  la  droite  MAi. 


8.  i''Les  points  M,  N  sont  des /io/n«  inverses -çi^v  rapport  aulélraèdi 
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(JÉOMÉTRIE    DU   TÉTRAÈDRE.  6oi 

AiAjAjAi-  Ce  sont  les  foyers  d'une  surface  de  révolution  du  second 
ordre,  touchant  les  faces  du  tétraèdre.  En  effet,  construisons,  dans  un 
plan  quelconque  mené  par  MN,  la  conique  ayant  pour  foyers  les  points 
M,  N  ot  pour  axe  principal  le  diamètre  de  la  sphère  Q  qui  est  dirigé 
suivant  MN  ;  cette  courbe,  en  tournant  autour  de  la  droite  MN,  engendre 
une  surface  de  révolutioa  S.  La  sphère  Q  est  le  lieu  des  projections  des 
foyers  M,  N  sur  les  plans  tangents  à  S.  Réciproquement,  le  plan  «*, 
perpendiculaire  à  la  droite  MM^-,  aboutissant  à  un  point  M^-  de  la  sphère, 
louche  la  surface  S, 
2."  Lorsque  le  point  M  est  a  l'infini,  on  a  le  théorème  suivant  : 
Par  les  arêtes  d'un  tétraèdre  AiAjAjAi,  on  mène  des  plans  paral- 
lèles à  une  même  droite  d;  les  symétriques  de  ces  pleau  par  rapport 
aux  plans  bissecteurs  des  dièdres  correspondants  du  tétraèdre  passent 
par  un  même  point  N,  dont  les  projections  sur  les  faces  du  tétraèdre 
sont  situées  dans  un  même  plan  3  perpendiculaire  à  d.  Ce  point  est  te 
foyer  d'un  paraboloïde  de  révolution  touchant  les  quatre  face^  du  tc- 
traèdre  et  le  plan  3  ;  les  diamètrev  de  cette  surface  sont pai-alléles  à  d. 
Le  plan  S  offre  quelque  analogie  avec  la  droite  de  Simson  d'un  point 
de  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle.  Mais  nous  faisons  remar- 
quer que  le  lieu  de  N  n'est  pas  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre 
AtAjAs-ii;  ce  lieu  est  une  surface  du  troisième  ordre. 

TÉTB.VÈDBES    ET    PEXTAGO^"ES    ORTUOLOGIOUES. 

THÉORÈME. 

9.  Si  deux  te'traédres  Ai  Aj  A3  Ai,  CiCjCsCi  sont  tels,  que  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommets  du  premier  sur  les  faces  opposées  du 
m  même  point  A,  les  perpendiculaires  abaissées 
u  second  tétraèdre  sur  les  faces  opposées  du  premier  con- 
courent également  en  un  même  point  C. 

Voici  trois  figures  où  ce  théorème  s'aperçoit  immédiatement  : 

i"  Soit  D  le  point  inverse  de  A  par  rapport  au  tétraèdre  AiAïAjAï, 
et  soient  Di,  Dj,  0^,04  les  projections  de  D  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre. 

2°  Appelons  0,  Oi,  Os,  Oj,  Oj  les  centres  des  sphères  circonscrites 
aux  tétraèdres  AiAjAjAs,  AAsAjAi,  AAïAaAi,  AA,AsAi,  AAïAîAj. 

3°  Transformons  le  tétraèdre  AiA^AjÂ^  par  polaires  réciproques  en 
prenant  une  sphère  directrice,  de  centre  A;  soit  EiEsE^Ei  le  tétraèdre 
ainsi  obtenu.  Les  tétraèdres  DiDjDjDi,  OiOjOsOi,  EiEjEjE^  ont  leurs 
faces  perpendiculaires  aux  droites  AAi,  AAj,  AAj,  AAi  et,  par  suite,  sont 
homothé  tiques  à  CiCîCjCj;  il  résulte  de  leur  construction  que  les  per- 
pendiculaires menées  par  leurs  sommets  sur  les  faces  correspondantes 
du  tétraèdre  AjA^AsAi  concourent  en  un  même  point  D,  0  ou  A. 
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Srolie. 

10.  1°  Les  létraèdrôâ  AiAiAjAs,  CiCtCsC^  sont  dits  orifiologique.f ; 
les  points  A,  C  en  sont  les  méuipôles. 

Los  peatagoiien  complets  AAïAsAjAs,  CCiCiCsC(  jouisseni  delà  pro- 
priété qu'a/J  côté  quelconque  de  l'un  d'eux  est  perpendiculaire  àlaface 
opposée  de  l'autre;  par  exemple,  lo  côlé  AjAi  est  perpendiculaire  au 
plan  GCiCj;  les  pentagones  peuvent,  également,  Être  appelés  onholo- 

a°  Les  distcuices  d'un  sonunet  du  premier  pentagone  aux  autres 
sommets  sont  inversement  proportionnelles -aux  distances  du  sommet 
homologue  du  second  pentagone  aux  faces  non  adjacentes  de  ce  poly- 
gone. Celte  propriété  se  voit  immédiatement  si  l'on  prend  pour  Ci  Cs  C3C1 
le  tétraèdre  désigné  ci-dessus  par  DiDiDsDs  ou  EiEsEjEi- 

3°  Deux  côtés  correspondants  Ai  Aj,  Ci  Cj  de  deux  pentagones  ortho- 
logiques sont  divisés  dans  le  même  rapport  par  les  faces  opposées 
AAjAi,  CCsCv 

En  effet,  appelons  a  le  point  de  rencontre  de  Ai  Aï  avec  leplanAAjAi, 
c  celui  de  CjCj  avec  le  plan  CC3C4,  et  soient  a\  c'  les  points  situés  à 
rinflni  sur  AiA^,  CiCi.  La  droite  Aa,  intersection  des  plaDS  AAïAj, 
AA3A4  qui  sont  perpendiculaires  aux  droites  CaCj,  CiCj,  est  perpendi- 
culaire au  plan  CjCift'.  Par  conséquent,  le  faisceau  des  plans  CjCiCi, 
GjCtCi,  C3C1C,  CjCic'  a  même  rapport  anharmonique  que  le  faisceau 
des  droites  AA],  AAi,  ka\  ka  qui  sont  perpendiculaires  à  c^  plans.  Si 
l'on  coupe  ces  faisceaux  parles  transversales  CjCj,  A1A2,  on  obtient 

(C,C5CC')-(A.A.«'«)     ou    ^;  =  |^- 

Il  résulte  de  là  que  deux  sommets  correspondants  de  deux  penta- 
gones ortliologiques  ont,  respectivement,  mêmes  coordonnées  barjcen- 
triques  dans  les  te'traèdres  formés  par  les  autres  sommets. 

POINT  INVERSE  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ  d'us  TÉTRAÈDRE. 

il.  Soient  J^i,  x^,  x^,  x^  les  coordonnées  normales  absolues  d'un 
point  L  par  rapport  au  tétraèdre  A,  AjAj  Aj.  On  a  l'identité 
(^■J-l-j;|-!-j;î-V-a7|)(ïf-i-j|  +  ï|-t-jJ)  — (j,.r|-i-  s^x^^  S3X^^S;X;f 

=  {S\Xî  —  "i^lY  -i-  {"iXi  —  SiXif  -F.  .  .  +  {StX.,^S:^XiY'. 

Le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  zéro,  lorsque 

Xi    _    Xi    _    X,    _    .Cl 
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GÉOSÉTBIE  DU  TÉTHAÈDRK.  6o3 

et  Ja  quantité  J]^i  -i-  s^.r^  +  s^x^-i-  x;Xi  a  la  valeur  constante  3V;  par 
conséquent,  le  minimum  de  la  somme  a  =  x\+  x\-^x\  +  xl  corres- 
pond au  point  L  dont  les  coordonnées  normales  sont  proportionnelles 
aux  aires  des  faces  du  tétraèdre.  Les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G  étant  égales  aux  quarts  des  hauteurs  ki,  li,,  /13,  /;»,  i  est  l'in- 
verse de  G  par  rapport  au  tétraèdre;  il  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  projections  de  L  sur  les  faces  de 
AiAjAjAi  (N.,  JO,  3°). 
Pour  le  minimum  ciierché, 


Le  point  /.  rappelle,  par  quelques-unes  de  ses  propriétés,  le  centre 
des  symédianes  d'an  triangle;  mais  l'analogie  entre  les  doux  points  est 
loin  d'être  complète. 

QUADRUPLES    HYPEHBOLOÏDIOIÎES. 

LEMME, 

12.  Etant  données  quatre  droites  ^,,  g-j,  g-j,  g^,  non  situées  deux  à 
deux  dans  un  même  plan,  il  existe,  en  général,  deux  droites  s'oppujant 
sur  ces  lignes;  mais,  si  l'on  peut  assigner  trois  droites  s'appuyant  sur 
§■].  St'  S*'  g'-'  '^  *■"  «■^"'«  ««-^  infinité. 

Cette  proposition  résulte  du  n°  1212  ■  en  voici  une  démonstration 
directe.  Soit  A  un  point  quelconque  de^i  les  plans  g'z  A  g'aA  recoupent 
suivant  une  droite  H  s'appujant  sur  pi,  g.,  g-a  et  ds  lencontient  g-»  en 
deux  points  B,  C,  qui  sont  genéiaJement  distmets  Lor'ïque  A  par- 
court gi,  les  plans  ^jA,  g^k  engendrent  deux  fiisceaux  homogra- 
phiques;  par  conséquent,  les  pomts  B  C  marquent  sur  g'v  deux  divisions 
homographiquos.  Soient  E,  F  les  pomts  doubles  de  ces  dmsions  les 
plans  g^îE,  ^sE  se  coupent  suivant  une  droite  rencontrant  g\,Sï,g3,  gki 
et  il  en  est  de  même  des  plansg-jF,  gjF. 

Si,  dans  trois  positions  de  A,  les  points  B,  C  se  confondent,  ils  coïn- 
cident constamment  (liOi),  et  toute  droite  s'appuyant  sur  g-j,  g-j,  g^ 
rencontre  également  g^. 

\'i.  Dans  la  dernière  hypothèse,  la  droite  H  engendre  un  hyperboloïde 
ou  un  paraholoïde,  dont  ^1,  g^,  g,,  g,,  sont  des  génératrices  du  second 
mode.  On  dit  alors  que  gi,  g,,  ga,  g^  constituent  un  quadruple  /ryper- 
boloïdique  ou,  plus  simplement,  que  ces  droites  sont  liyperholoïdiques. 

De  tels  systèmes  de  quatre  droites  se  présentent  fréquemment  dans 
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la  Géométrie  du  tétraèdre;  ils  y  remplacent  les  triples  de  droites  con- 
courantes de  la  Géométrie  plane. 

Soient  Pi,  Pï,  Pj,  P4quatrepointspri8danslesplansdesface8.fi,  Jî,  ^3, 
Si  d'un  tétraèdre  Ai  Aj  Aj  Ai.  Pour  que  les  quatre  lignes  A,  Pj ,  Aj  Pi,  A^Ps, 
AiPv  soient  hyperboloïdiques,  il  suffit  de  trouver  trots  droites  qui  les 
rencontrent.  Par  exemple,  par  le  point  A4  de  l'une  de  ces  lignes,  il  doit 
passer  une  droite  s'appuyant  sur  les  trois  autres,  ce  qui  exige  que  les 
plans  AiAjP],  AiAsPj,  A1A3P3  se  coupent  suivant  une  même  droite;  ou 
que  les  droites  AiP,,  A4P5,  A4P3  rencontrent  AjAs,  AaAj,  AiAi  en  deti 
points /)[,  ^2,  p3  tels,  que  les  droites  Aj/ii,  Aj/ii,  As/ij  concourent  en 
un  même  point.  De  même,  les  plans  AiAil\,  A|AîPi,  A1A3P3  doivent 
se  couper  suivant  la  même  droite,  etc. 

Désignonsmaintenantpar/'i,  pïj/Jj./ii  quatre  lignes  hyperboloïdiques, 
situées  dans  les  faces  du  tétraèdre  AjAiAgAi.  Le  plan  AiAjAî,  mené 
par  pj,,  coupe  pi,  pi,  pi  en  trois  points  d'une  même  droite  ;  autrement 
dit,  les  droites />i,/!s,p3  rencontrent  A2A3,  A3  Ai,  A,Ai  en  trois  points 
qui  sont  en  ligne  droite.  Une  semblable  condition  doit  être  remplie  par 
trois  faces  du  tétraèdre. 

AppLiciTioxs. 

a.  1°  Les  droites  qui  joigne/il  les  sommets  d'un  titritùdre  aii.r 
centres  des  cercles  inscrits  aux  faces  opposées  sont  hjperboloidiqucs. 
(Exercice  STÎÎ,  p.  5i3.) 

u°  Soit  B1B3B3B4  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents  menés 
par  les  sommets  du  tétraèdre  A,AsA3Ai  à  la  sphère  circonscrite,  et 
soient  Kl,  Kî,  Kj,  K»  les  centres  des  sy médianes  des  faces  de  AiAjAiA). 

Si  le  plan  AjAiAj  coupe  les  droites  BiB,,  B^Bs,  846]  aux  points  C,, 
Cf,  C3,  les  côtés  du  triangle  CiCîC3  touchent  en  A,,  A,,  A3  la  circonfL- 
rence  circonscrite  au  triangle  AjA^A^;  donc  les  plans  BiBiAi,  BiBjAj, 
B^BaAî  se  coupent  suivant  la  droite  joignant  B4  au  centre  des  symé- 
dianes  de  AiAsA3.  Par  conséquent,  les  droites  A,Bi,  A^fi^,  kiB^,  A4B4 
sont  des ge'nérairices  d'un  même  mode,  et  les  droites  B[K],  BgKj,  BjK^, 
B4K4  sont  des  génératrices  de  l'autre  mode  d'un  hyperboloide. 

3°  Le  plan  BiBjBj  rencontre  les  côtés  du  triangle  AiA^Aj  en  trois 
points  Di,  Da,  Dj  qui  sont  les  conjugués  harmoniques,  par  rapport  à  ces 
côtés,  des  points  où  aboutissent  les  symédianes  A4K1,  AiKi,  A4K3;  on 
conclut  de  là  que  les  plans  A^AïKi,  A4AsKa,  A4A3K3  se  eoupenl  sui- 
vant une  même  droite.  Par  suite,  les  droites  AïK;,  AjKi,  AaK3,  A4Ki 
sont  hyperboloïdiques. 

i°  Appelons  d^  d^,  da,  d\  les  intersections  des  faces  homologues  des 
tétraèdres  Ai  Aï  A3  Al,  BiBîBsBi.  Le  plan  BvBjB3  rencontre  !e  plan  Al  A,  Aa 
suivant  une  droite  CsC3  qui  touche  en  Ci  le  cercle  AiAsAj.  Le  point 
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d'inlersection  E,  de  C2C3,  A^As  appartient  à  la  li^nc  d,  ;  mais  les  trois 
points  analogues,  situes  sur  les  côtés  du  triangle  AiA^Aj,  sont  sur  la 
liolaire  de  K»  par  rapport  à  A1A2A3.  Donc  les  plans  homologues  des 
téti-aèdres  Ai  Aj  A3  Ai,  Bi  Bj  Bj  Bi  te  coupent  su'wanl  quatre  lignes  byper- 
holoïdiques. 

THÉORÈME. 

13.  Si  les  droites  joignant  les  sommets  homologues  de  deux  tétraèdres 
AjAsAjAi,  EiEîEjEi  sont  hyperboloïdiques,  les  lignes  d'intersection 
des  faces  correspondantes  Jouissent  de  la  même  propriété. 

Soieot  Fi,  Fî,  F3  les  points  de  rencontre  du  plan  AiAîAj  avec  les 
droites  EjE,,  EjEj,  E4E3.  Par  hypothèse,  les  plans  E4E1A1,  EsE^A,, 
EiEjAs  passent  par  une  même  droite;  donc  los  droites  EiA,,  EsAj, 
Es  A]  concourent  en  un  même  point.  Los  côtés  homologues  des  triangles 
E]EiEj,  AiAjAj  SB  coupent  donc  en  trois  points  Gi,Gj,  Gj  d'une  même 
droite.  Or,  ces  points  appartiennent,  respectivement,  aux  droites  d'in- 
tersection des  plans  BiB,Ba  et  AtA^Aa,  B4B3B,  et  AjAsA,,  BsBiB,  et 
AvAiAai  donc  la  droite  G1G5G3  s'appuie  sur  les  quatre  lignes  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  faces  homologues  des  deux  tétraèdres  Ai  Aa  A3  Ai, 
BiBiBsBv. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  également  vi'aie. 

THÉORÈME. 

■16.  Soient  (P,,  0,),  (Pi,  00.  (Ps.  Qs),  (Pi,  Q4)  qmtrc  couples  de 
points  inverses  par  rapport  aux  triangles  des  faces  du  tétraèdre 
AiAïAjAf  Si  les  droites A,P„ k^Vi,  AjPj,  AjPi  sont  hyperboloïdiques, 
les  droites  AiQi,  AîQa,  AjQj,  AiQ»  le  sont  également. 

En  effet,  prenons  sur  AtAi,  AtAj,  AtA,  trois  longueurs  égales 
AiN[  =  A,N!  =  AiN3;  les  droites  A4P,  et  AtQ„  AiPi  et  AiQ,,  A,p3 
et  AjQa  coupent,  respectivement,  les  côtés  du  triangle  N1N2N3  en  des 
couples  de  points  isotomiques.  Par  hypothèse,  les  plans  A^AiP,,  AjAs  Pi, 
AiA3P3  se  coupent  suivant  une  même  droite,  ou  leurs  traces  sur  le  plan 
N,N,N3  concourent  en  un  même  point;  on  déduit  de  là  que  les  traces 
des  plans  AiAiQi,  AiAîQî,  A4A3Q3  sont  également  concourantes,  ou 
que  CCS  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

SPHÉHES  TANGENTES  AUX  QUATRE   F.tCES  d'un  TÉTBAÈDBB. 

17.  M.  Hermary  a  fait  connaître  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique de  France,  t.  VII,  p.  i38,  une  solution  remarquable  du  pro- 
blème de  construire  une  sphère  touchant  les  quatre  faces  (indéfinies) 
d'un  létraèdreA|AtAaA(.  Cette  solution  va  nous  donner  un  complément 
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6o6  NOTE   III. 

de  la  discussion  établie  au  n°  963  et  quelques  propriétés  des  points  de 
contact  des  faces  du  tétraèdre  avec  les  différentes  sphères  résolvant  le 
problème. 

Désignons  par  [if,  (tj,  1/3  les  plans  bissecteurs  intérieurs  des  difedres 
{**!  *i).  (*4i  ^î)<  ("il  ■''3)^  et  par  vi,  vi,  v,  leurs  plans  bissecteurs  exté- 
rieurs. Il  peut  y  avoir  huit  sphères  touchant  les  faces  du  tétraèdre  ; 
leurs  centres,  indiqués  par  les  lettres  1,  J,  J' sont  les  intersections  des 
plans  suivants  : 

I    ...  |^[,  |ij,  1/3;     il,...  •-!,  Vî,   Va; 

Ji  ■■  .  Il,   fil  1*3;     ^i--  ^u  "3^   P-i-     ^^■■-   ^■l.  :-'i-  ''a- 

J'i...  Hi,  vj,  vj;      j;.,.  v,,  fi!,  Va;      i',  . .  .  vi,   vj,   1/3: 

leurs  points  de  contact  avec  le  plan  A1A2A3  seront  dénotés  par  U.  Jn, 

Considérons  (_;%.  a)  l'une  quelconque  de  ces  sphères.  Rabattons  les 


plans  *i,  Js,  Si  autour  des  arêles  «1,  «s,  «i  sur  le  plan  ^4  dans  des 
sens  tels,  qu'ils  écrasent  la  sphère;  leurs  points  de  contact  viennent 
coïncider  avec  le  point  de  contact  du  plan  s^  et,  comme  ils  étaient  à  égale 
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dislance  de  Ai,  le  point  de  contact  de  st  sera  le  centre  de  la  circonfé- 
rence passant  par  les  trois  rabattements  de  Ai  sur  le  plan  AiAsAj. 

D'après  cela,  nous  décrivons  dans  îoplan  AjAaAa  trois  circonférences 
ayant  pour  centres  les  points  Ai,  Aj,  A3  et  pour  rayons  les  distances 
Al  Al,  As  Ai,  A3  A4.  Soient  Di  et  D'i,  D^  et  D'j,  D3  et  Dj  les  intersections 
de  ces  courbes  deux  à  deux;  ce  sont  les  différents  rabattements  pos- 
sibles du  sommet  Aj  autour  des  arÊtes  a„  «„  «3.  Si  D|,  Ds,  D3  sont 
situés  du  même  côté  de  ces  arêtes  que  les  sommets  opposés  Ai,  Aj, 
A3,  les  points  de  contact  du  plan  AiAjAs  avec  les  sphères  cherchées 
senties  centres  des  circonférences  passant  par lespoints suivants  : 

Ij D,,  Dj,  D3:     Ji4.-..  D'i,  Di,  Dâ; 

Jn-..-  D;,  Ds,  D3;     ]ï,....  Di,  D'^,  D,;    J31 . . .  D„  Dj,  D^; 
J',1...  Di,  D'„  D3;    Jii...  D'i,  Dj,  D'3;    Jj^...  D;,D;,  Dj. 

Les  droites  DjD',,  DsDj,  D3D3  concourent  en  un  même  point  111,  qui 
est  la  projection  de  Ài.  sur  le  plan  AiAsAj.  Comme 

IUD,.HiDi  =  HiDa.HvD'j  =  HiDj-lUD^,, 

les  circonférences  DiDjDj,  D'iD'sDj  sont  des  lignes  inverses  par  rapport 
au  point  H»,  et  leurs  contres  I4,  3^  sont  en  ligne  droite  avec  lU;  cette 
dernière  propriété  résulte  aussi  de  ce  que  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  AiAi,  A^Ai,  A4A3  du  tétraèdre  se  coupent  suivant  une  même 
droite  passant  par  A,,,  I,  J^.  Les  points  h,  J^  sont  des  points  inverses 
par  rapport  au  triangle  A|  Ai  A»;  car  les  lignes  A|li,  Ai  Jii,  par  exemple, 
sont  perpendiculaires  aux  lignes  DiDj,  DjDi  qui,  étant  an  ti  parallèle  s 
par  rapport  aux  droites  D^Dj,  DjDj,  le  sont  aussi  par  rapport  à  A1A3, 
A)  Aï.  Cette  proposition  peut  se  démontrer  directement;  en  cffot,  si  X, 
y,  Z,  X',  Y',  Z'  sont  les  projections  de  U,  Jii  sur  AsAj,  AjAi,  AiAj,  les 
triangles  II^X  et  X'JuJi,  . . .  sont  semblables,  d'où  les  égalités 

LX.JiiX'-UY.JuY'=UZ.ÎHZ'=IU.JiIii, 

de  sorte  que  les  coordonnées  normales  de  Ju  sont  inversement  propor- 
tionnelles à  celles  de  Ij. 

Ainsi,  les poi/iUh  et  J^,  Ju  et  J',,,  Jji  et  J'^,  Jjj  et  J'jj  sont  des 
points  inverses  par  rapport  au  triangle  A1ASA3;  Us  sont  situés  sur 
quatre  droites  passant  par  Hj. 

18.  Les  triples  de  points  D,DîD3,  D;  DiD^,  D',  D2D3,  DiD'^  Dj,  DiDaD^ 
SODt  toujours  les  sommets  de  triangles  proprement  dits  ;  par  conséquent, 


,  Google 


les  points  II,  Jii,  Jii,  Jji,  Jsi  sont  à  distance  finie;  la  sphère  iiiserîLe  et 
les  sphères  cxinscrîtes  exisleat  toujours. 

Si  les  points  D',,  Di,  Dj  sont  situés  en  ligne  droite  (/^.  3),  lepointJj^ 
se  transporte  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  â  D',  DÇ,  et  nous 
dirons  que  la  sphère  Ji  disparait  à  l'infmi,  La  circonférence  DiDjD'j 
passe  maintenant  par  Hi  et  son  centre  Jj  est  situé  sur  la  circonférence 
circonscriie  au  triangle  AjAiAj,  à  l'intersection  avec  la  perpendiculaire 


îibaissÉD  de  Hv  sur  Di  D'^.  Le  triangle  D1D2D3  est  symétriquement  sem- 
blable à  A1A2A3.  Le  quadrilatère  inscrit  DiDjDjHj  donne 

D,D5.HtD;  =  D,D;.IUDî-Hl)iD3.IUI>, 

ou,  en  reraplagant les  côtes  de  Di^iD'a  par  ceux  de  AiA^Aj, 

AiAiCCjDs -i-CHi)  =  AiAj(CïD2  -  C.IIi)- -  A.Ajfi:,  D,  —  Cjllv), 

d'où  l'on  tire  ai'^éraent 

Telle  est  la  condition  pour  que  ]i  splicre  J,  lisparaisse.  On  peut  lui 
donner  d'autres  forme'*  tn  effet  les  an£,les  DjDaDi,  D3D3D',  doivent 
être  supplémentaire'-  mait,  dans  ies  deu\  en  conférences  ayant  pour 
centres  Ai,  A2  ces  angles  msurits  et  les  angles  aux  centres  D'jAiDj, 
Dj  AiD'i  sous-lendent  des  arcs  ayant  les  mêmes  extrémités.  On  conclut 
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de  là  que  la  somme  des  angles  plans  composant  les  triédres  A] ,  A2  du  lé- 
traèdfeégaleguatrcdroilSjOUOfi^jàaa&lequadrilaléregaac/ieXiAiA^Ai,, 
lit  somme  de  deux  Ongles  opposés  égale  celle  des  autres  angles  opposés. 
Observons  également  que  le  triangle  ii'^\>\  D'^  est  semblable  à  AiAïAi; 
l'angle  DiD^Di.par  exemple,  étant  égal  à  la  moitié  de  l'angle  au  centre 
D'jAiDa  qui,  dans  la  circonférence  DjD'sD,,  sous-tend  le  même  arc. 

La  combinaison  D',  D,  Da  conduit  à  une  sphère  inscrite  dans  le  comble 
A1A2  ou  dans  le  comble  A^Ai,  suivant  que  la  droite  DJ  Dj  passe  ou  non 
.      l'ig-  .1. 


entre  les  points  Dj,  D'^.  La  somme  des  angles  DjDjDj,  DjDsD'i  est, 
respectivement,  supérieure  ou  inférieure  à  deux  angles  droits  et,  dans  le 
quadrilatère  gauche  A,  AjAiAt,  la  somme  des  angles  opposés  à  la  dia- 

R.  et  PE  U.  —  Tr.   de  Géom.    (Il"  Punie).  Sg 


,  Google 


gonale  AjAj  i 
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.NOTE  m. 
t,  rcspeciivement,  inférieure  ou  su 
à  la  diagonale  A5A4. 
19.  Les  deux  sphères  J'^,  Jj  disparaissent  à  l'infini,  lorsque  les  points 
D'i  ,Dj,  Dssont  en  ligne  droite,  ainsi  que  DîjDj.Da.  Les  deux  circonfé- 
rences Di  D;  Di,  Di  Dî  Dj  (Jîg.  4)  passent  maintenant  par  H4  ;  les  points  J^, 
lu  sont  situés  à  l'intersection  de  k  circonférence  AiAjAî  avec  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  H  i  sur  les  droites  D',Dj,  D',Dî,  et  la  droite 
qui  les  joint  est  perpendiculaire  au  milieu  do  H4D1  et,  par  suite,  paral- 
lèle à  Al  A3. 

i-es  deux  triangles  DiDîDj,  DiDjDjSOnt  symétriquement  semblables 
à  AiAjAs-  Le  triangle  D^DiDj  est  équiangle  à  chacune  des  faces 
AîAïAj,  A3A1A1;  donc  celles-ci  sont  égales  entre  elles,  et 

A,A,  =  AîAt,        A,A3  =  AîAt. 
Ainsi,  deux  sphères  inscrites  dans  les  combles  disparais.scnt,  lorsque  le 
tétraèdre  a  deux  couples  d'arêtes  opposées  égales. 

Le  parallélipipède  circonscrit  au  tétraèdre  A,AsAaAi  est  droit  et  a 
pour  base  un  parallélogramme  obliquangle  (p,  iaS,  exercice  660).  Parmi 
les  trois  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
(ces  droites  sont  appelées  médianes  du  tétraèdre),  l'une  est  perpendi- 
culaire sur  les  deux  autres. 

Fig.  S. 


20.  Les  trois  sphères  J',,  Ji,  î'^  disparaissent  si  les  troia  triples 
D'i  Dj  Da,  Di  Dj  Dj,  D',  DjO,  sont  sur  trois  droites  ( J%-  5).  Alors  les  arêtes 
opposées  As  A3  et  Ai  Ai,  A3  Ai  et  AjA»,  Ai  A,  et  A3  Ai  sont  égales,  et  les 
quatre  faces  du  tétraèdre  sont  égales  entre  elles.  Les  points  Ai,  Aj,  A3 
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sont  les  milieux  des  côtés  du  triangle  D'iDjD',;  les  points  Dj,  Dj,  Dj 
sont  les  pieds  des  hauteurs  du  même  triangle.  Les  points  Jn,  J21,  in 
soDt  les  milieux  des  segments  D',Ht,  D'jHi,  DjHi  compris  entre  les 
sommets  du  triangle  D;  DiO;  et  son  orthoceDtre  H4;  h  est  le  centre  du 
cercle  A]  Aj A3,  S^  est  l'orthocenlre  du  triangle  AiA^Aj. 

Le  tétraèdre  particulier  que  nous  venons  de  considérer  a  reçu  le  nom 
de  tétraèdre  Éqtdfaclal.  Le  parallolipipède  circonscrit  est  rectangle; 
les  trois  médianes  sont  perpendiculaires  deux  à  deux  [et  leur  point  de 
concours  est  à  la  fois  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  et  celui  de  la  sphère  inscrite.  D'après  ce  que  l'on  a 
vu  plus  haut,  les  points  de  contact  de  ta  sphère  inscrite  avec  (es  faces 
sont  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces  faces;  les  points  de  contact 
intérieurs  des  sphères  exinscrites  sont  les  ortliocentres  desfacet;  enfin, 
les  points  de  contact  extérieurs  des  sphères  exinscrites  sont  situés  sur  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre.  Les  centres  des  sphères  exinscriles  sont 
les  symétriques  des  sommets  du  tétraèdre  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère  inscrite;  ce  sont  donc  des  sommets  du  parallélépipède  circonscrit 
au  tétraèdre. 

21.  La  proposition  (N.,  U,  2°)  peut  être  énoncée  ainsi  : 

Si  une  .'phère  touche  les  faces  d'un  tétraèdre  Ai  As  Aj  As  aux  points  Pi, 
P;.  P3.  Ps.  les  droites  A,P,,  AîPi,  A3P3,  AjPt  sont  des  génératrices  d'un 
même  mode,  d'un  liyperboloîde  ;  les  droites  qui  joignent  les  points  Pi,  Pj, 
P„  Pi  aux  centres  des  symédianes  des  triangles  PîPjPi,  P3  PiPt.  P4P1  Pî. 
PiPjPj  sont  des  génératrices  du  second  mode  de  la  même  surface. 

De  ce  théorème  et  des  n"  (N.,  16  eH7),  on  déduit  que  les  droitet  Ai  Jn, 
AîJîj,  AjJss,  Ai,Jii„  Joignant  les  sommets  d'un  tétraèdre  Xiks^jÂi  aux 
points  de  contact  des  faces  opposées  avec  les  sphères  exinscrites  corres- 
pondantes, forment  un  quadruple  hyperboloïdique.  Les  droites  AiJn, 
f^'.i'ii-!  ^3.13  s,  kii\,^  jouissent  de  la  même  propriété. 

SUR  I.ES  HAUTEURS  d"un  TÉTRAÈDRE. 

23.  Nous  désignons  {fig.  6)  par  Hi,  Hs,  H3,  H^  les  projections  des 
sommets  du  tétraèdre  AiAjAjAi  sur  les  faces  opposées. 

Si  deux  hauteurs  AiHi,  AîHî  se  coupent  en  un  point  H,  les  arêtes 
Al  Aï,  As  Al  .ront  perpendiculaires,  et  les  hauteurs  AjHj,  At.Hi  se  cou- 
pent également  en  un  point  H';  les  points  H,  K  sont  situés  sur  la  pluv 
courte  distance  MN  des  arêtes  Aj  Aj,  AbA;. 

En  effet,  le planAïAjHest perpendiculaire  auxplansAïAsAi,  A1A3A1 
et,  par  suite,  à  leur  intersection  A3Ai(5S8,  561);  donc  AiAt,  AjA^  sont 
rectangulaires.  Réciproquement,  si  ces  arêtes  font  un  angle  droit,  on 
peut  mener  par  Ai  Aï  un  plan  a  perpendiculaire  à  A,  Ai,  et  ce  plan  con- 
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6l6  NOTE    m.    fiÉOMÉTRlB    DU    TÉTRAÈDRE. 

cnupentB2lîs,B.iBi,Bili2.0LiaABi.AG,  =AB2.AC2  =  AB:|.AC3el,comme 
SA'  =  —  Aifi  .ACi,  on  a  aussi  SX  -=— Alis-ACi  =  —  ABj.ACd'où  l'on 
(lonclot  que  les  angles  BsSCaiBjSCji  sont  droits  et  quels  trièdi'eSBiBîBj 
est  tri  rectangle. 

Réciproquement,  tout  cône  du  second  ordre  circonscrit  a  un  trièdiL 
trirectangle  SBiBaB,  jouit  do  la  propriété  que  les  plans  liauieura  de 
tout  trièdre  inscrit  S.\AiAî  se  coupent  sur  le  cône  Cir  si  un  plan  j 
perpendiculaire  A  SA  coupe  les  arêtes  des  deux  triedres  en  Bi  B.  Bi 
A,  A],  Ai  et  le  cûne  suivant  la  conique  K,  le  point  A  est  d  ipres  un 
théorème  connu,  l'orthocentre  du  triangle  BiB^Bs;  il  en  rtsulte  que  K 
est  une  hyperbole  oquilatère.  Soit  A3  le  point  où  1 1  perpendiculaire 
menée  de  A  sur  Ai  Ai  coupe  rhj'perbole  ;  A  est  l'orthocentre  du  triangle 
AiAjAj  et,  par  suite,  SA  est  l'intersection  des  ptans-baul«urs  du 
trièdre  SA1A2A3,  et  SA3  celle  des  plans-hauteurs  du  trièdre  SAAiAi- 

Le  cône  que  nous  venons  de  rencontrer  est  dit  cône  équUatére;  comme 
une  gÉnôratrice  quelconque  SB,  est  une  arête  d'un  trièdre  trirectangle 
inscrit  SBiBiBs,  un  plan  perpendiculaire  à  SB,  coupe  le  cône  suivant 
une  hyperbole  équiktéi-e  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  SBj,  SBj. 

29,  Les  hauteurs  d'un  tétraèdre  quelconque  Aj  A3  A3  A4  sont  des  gi';né- 
ratricex  d'uii  hyperboloûle  équiiatére,  dont  le  centre  w  est  symétrique  du 
centre  Q  de  la  sphère  circonscrite  par  rapport  au  centre  de  gravite' G. 

Soient  A,  Hi, .,.,  les  hauteurs  du  tétraèdre  A,  Aj  As  As,  et  A,,  ...,  les 
orthoeentres  des  faces.  Les  plans  H,A|/f4,  HiA^/^,  H^Aj/it  sont  per- 
pendiculaires au  plan  AjA^Aj,  car  ils  contiennent,  chacun,  deux  per- 
pendiculaires à  un  même  côté  de  triangle  AiA^Aj.  11  résulte  de  là  que 
la  perpendiculaire  hi^x  menée  par  A4  sur  le  plan  AjAaAs  rencontre  les 
quatre  hauteurs  du  tétraèdre.  On  peut  de  même  trouver  trois  autres 
droites  s'appuyant  sur  A|H|,  AiH|,  A3H3,  A4H4.  Les  hauteurs  sont 
donc  des  génératrices  d'un  même  hyperboloïde. 

Cette  surface  est  coupée  par  le  plan  AiA^A^  suivant  une  hyperbole 
équiiatére  K,  car  les  points  A,,  Aj,  A3,  /14  appai-tiennent  à  la  courbe  d'in- 
tersection. Or,  trois  génératrices  du  cône  asymptote  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  K  et  à  A, II,;  ce  cône  est  donc  équiiatére. 

Le  centre  (u  de  T hyperboloïde  est  équtdistant  des  génératrices  paral- 
lèles A4H4,  hiX.  Celles-ci  étant  contenues  dans  les  plans  menés  par  les 
points  A4,  Âj  perpendiculairement  à  A3A3,  o>  est  situé  dans  le  plan 
mené  par  le  milieu  de  A4A,  perpendiculairement  à  A)  Aa,  plan  qui  est 
symétrique,  par  rapport  à  G,  du  plan  perpendiculaire  au_milieii  de  Ai  As- 
On  en  conclut  que  oj  et  0  sont  symétriques  par  rapport  à  G. 
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